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INTRODUCCION

El flujo de la curvatura media es quizds la més importante de las ecuaciones de evolucién de
subvariedades en el ambito del Analisis Geométrico. Una familia diferenciable F = F(-, t) de

subvariedades evoluciona bajo el flujo de la curvatura media si el vector velocidad ? en cada

t
punto de la subvariedad viene dado por el vector curvatura media en ese punto (véase la De-
finicién 1.1.1). Asi pues, el flujo de la curvatura media es un proceso de evolucién bajo el cual
una subvariedad se deforma en la direccion de su curvatura media. Por la primera férmula de
variacion, el vector curvatura media apunta en la direccién por la que el volumen decrece mas

rdpidamente.

Mullins [Mu56] propuso en 1956 el flujo de la curvatura media para modelar la formacién de
vetas en metales refundidos. Las aplicaciones del flujo de la curvatura media en tratamiento
de imdagenes, asi como en Topologia Simpléctica y Simetria Especular son también bastante
importantes.

Clasicamente, el flujo de la curvatura media ha sido tratado bajo muy diversos puntos de
vista en el contexto del Andlisis Geométrico y, por ejemplo, ha sido estudiado bajo la 6ptica
de Ecuaciones en Derivadas Parciales, Teoria Geométrica de la Medida, Conjuntos de Nivel o
Métodos Numéricos.

Existen resultados muy interesantes sobre regularidad, existencia global y convergencia del
flujo de la curvatura media en varios espacios ambientes. En esta memoria estamos interesa-
dos en el caso en que el espacio ambiente es euclideo. En tal situacion, el flujo de la curvatura
media es la solucién a un sistema de ecuaciones parabdlicas, que pueden considerarse como
la versién para subvariedades de la famosa ecuacion del calor. Fijando de entrada una inmer-
sién, que actiia como condicién inicial, y una vez que la existencia y unicidad del flujo de la
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curvatura media se establece en cierto intervalo maximal de tiempo [0, T), se estudia el com-
portamiento del flujo a través de la evolucién de las subvariedades inmersas, cuando ¢ — T.
Salvo que el flujo tenga una solucién eterna (esto es, definida en todo instante t), el flujo de
la curvatura media en general deja de existir tras un tiempo finito, implicando la formacién
de una singularidad. Esto sucede, por ejemplo, siempre que la subvariedad sea compacta en
ambiente euclideo. Las singularidades que se forman estdan entonces completamente determi-
nadas por el estallido de la segunda forma fundamental o (véase la Seccién 1.1).

Aparece de modo natural el problema de entender la naturaleza geométrica y analitica de
estas singularidades (que abordaremos en la Seccién 1.2). Para ello, como primera aproxima-
cidn, las singularidades del flujo de la curvatura media estdn catalogadas atendiendo al grado
del estallido de la segunda forma fundamental. Las llamadas singularidades de Tipo I (véase
la Definicién 1.2.1) son aquellas de las que se posee el mejor control posible de la explosién
de la segunda forma fundamental, mientras que las restantes se conocen sencillamente como
singularidades de Tipo II. Es interesante mencionar que existen muchas semejanzas entre la
formacidn de singularidades para el flujo de la curvatura media y el flujo de Ricci. De hecho, en
ambos flujos geométricos, las singularidades estdn frecuentemente modeladas por soluciones
tipo solitén. En el caso del flujo de la curvatura media, nos referimos a las soluciones que se
mueven o evolucionan bajo la accién de un grupo de isometrias (0 mds generalmente, trans-
formaciones conformes) de la variedad ambiente.

Nuestro principal interés en esta memoria se centrard en el estudio de unas clases especiales
de soluciones tipo solitén del flujo de la curvatura media (que presentaremos en la Seccién 1.3)
las cuales preservan la forma de las subvariedades que evolucionan. Por un lado, las llamadas
soluciones autosemejantes del flujo de la curvatura media, para las que la evolucién viene dada
por homotecias de la subvariedad inicial y cuyo estudio es esencial para la comprensién de
las singularidades de Tipo I, como pondremos de manifiesto mas adelante. Por otro lado, los
llamados solitones de traslacién, que evolucionan por traslacién con velocidad constante en
una direccion fija la subvariedad de partida, y que producen soluciones eternas del flujo de la
curvatura media que aportan los modelos més importantes de singularidades de Tipo II.

Las soluciones autosemejantes del flujo de la curvatura media pueden ser de dos tipos, au-
tocontrdctiles o autoexpansivas, dependiendo de que la homotecia que determina la evolucién
de la subvariedad inicial sea una contraccién o una dilatacién, respectivamente. Eliminando
la variable temporal, este tipo de soluciones reducen la ecuacién parabélica del flujo de la cur-
vatura media a una ecuacion eliptica no lineal sobre la subvariedad de partida, que viene dada
por

(1) H=a¢', acR,
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donde H denota el vector curvatura media (definido en esta memoria como la traza de la se-
gunda forma fundamental) y ¢+ representa la componente normal de la inmersion ¢ : M —
R™ asociada a la subvariedad inicial. En este caso, la familia de inmersiones homotéticas a ¢
dada por

Fr=+2at+1¢, 2at+1>0,

es una solucién del flujo de la curvatura media, obviamente con condicién inicial Fy=¢. Sien
(1) a fuese cero, la subvariedad seria minimal y la inmersidon ¢ quedaria fija por el flujo de la
curvatura media. Siendo a no nulo, podemos normalizar considerando solamente a = %1 sal-
vo homotecias. Cuando H = —¢+ se dice que M es una subvariedad autoconirdctil, calificativo
que responde al hecho que en este caso la subvariedad se contrae en tiempo finito a un punto
bajo la accién del flujo de la curvatura media. Cuando H = ¢ se dice que M es una subvarie-
dad autoexpansiva, recogiendo la idea que en este otro caso la subvariedad se expandira en el
tiempo indefinidamente manteniendo la misma forma, lo que implica la no compacidad de la
misma.

Hasta mediados de los afios 90, la mayoria de los autores que estudiaban el flujo de la curva-
tura media consideraban principalmente hipersuperficies, mientras que el flujo de la curvatura
media en codimensién mayor no jugaba un papel preponderante. Podria decirse incluso que el
flujo para hipersuperficies era bien comprendido, mientras que no se sabia demasiado cuando
la codimensién era mayor que uno. Habia razones obvias para ello, pues la situacién geomé-
trica es muy diferente en este dltimo contexto, ya que el fibrado normal y la segunda forma
fundamental son mdas complicados en el caso de codimensién mayor que uno. De hecho, en
codimensiéon grande el vector curvatura media H es un vector genuino cuya direccién no se
sabe como controlar a priori, en contraste con el caso de hipersuperficies, donde H es esen-
cialmente una funcidén escalar cuyo signo, ademads, se preserva a lo largo del flujo. Algunos de
los resultados previamente obtenidos para el flujo de la curvatura media de hipersuperficies se
trasladan sin cambios ni mayores dificultades a codimensién mayor, pero otros noy, de hecho,
aparecen nuevos fenémenos incluso (véase el excelente trabajo [Sm12]).

En los dltimos 20 afios, el flujo de la curvatura media de codimensién alta ha atraido la aten-
cién de muchos investigadores. Junto con los grafos, puede decirse que las subvariedades la-
grangianas constituyen ciertamente una de las subclases mejor comprendidas en lo que se
refiere al flujo de la curvatura media en codimensién grande, principalmente cuando el am-
biente es el espacio euclideo complejo C". Una razén importante para este llamativo interés
es el hecho probado por Smoczyk [Sm96] sobre que la condicién de ser lagrangiana (esto es, la
restriccion de la 2-forma de Kaehler de la variedad ambiente a la subvariedad es idénticamente
nula) se conserva por el flujo. Puede hablarse pues, con todo rigor, del flujo lagrangiano de la
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curvatura media, que es precisamente el titulo de esta memoria. Prueba de la especial aten-
cién que se ha dedicado al estudio del flujo lagrangiano de la curvatura media es la creciente
literatura al respecto en la tltima década: [An06], [ChChHO09], [ChLi04], [GSSmZ07], [HLi09],
[JLT10], [LWa09], [LWal0], [Ne07], [Nel0], [Nel1], [Nel3], [NeT07], [SW003], [Sm96], [Sm99],
[SmO02], [SmO04], [Sm12], [SmWa02], [SmWall], [TY02], [Wa01], [Wa08].

Por otro lado, como flujo gradiente del funcional volumen, el flujo de la curvatura media
puede ser una potencial aproximacién a la construccién de subvariedades especiales lagran-
gianas, con el gran interés que ello suscita desde el fundamental trabajo de Harvey y Lawson
en [HL82]. Concretamente, las subvariedades lagrangianas minimales orientadas de una varie-
dad Calabi-Yau (llamadas especiales lagrangianas) estan calibradas (luego son minimizantes
del volumen) y durante los tltimos 30 afios han adquirido un papel destacado en la formacién
de la T-dualidad en la Simetria Especular de la Teoria de Cuerdas ([SYZ96]). La cuestién bési-
ca sobre su existencia en una clase de homologia o de isotopia hamiltoniana esté atn abierta
desafortunadamente. Los trabajos de Schoen-Wolfson [SWo01] y Wolfson [Wo05] muestran la
dificil naturaleza del problema y que los métodos variacionales no parecen ser muy efectivos.
Por este motivo, ha habido un renovado interés en evolucionar una subvariedad lagrangiana
por el flujo gradiente de su funcional volumen, que es precisamente el flujo lagrangiano de la
curvatura media, esperando obtener asi convergencia a una subvariedad especial lagrangiana.

No obstante, diversos articulos de Neves [Ne07], [Ne10], [Nel1] y Schoen y Wolfson [SWo03]
ofrecen como moraleja que es muy dificil evitar singularidades en el anterior proceso. Cobra asi
especial relevancia el estudio de las singularidades del flujo de la curvatura media en el seno del
contexto lagrangiano. Referido a este asunto, algunos problemas interesantes a abordar, ni mu-
cho menos triviales, son comprender la formacién de las posibles singularidades que pueden
ocurrir durante el flujo en tiempo finito y analizar si es posible mostrar que dichas singulari-
dades para el flujo lagrangiano de la curvatura media son aisladas. Cuando el ambiente es el
espacio euclideo complejo, merece la pena destacar que el vector curvatura media se expresa
como H = JVf, donde J esla estructura compleja de C" y 8 es una funcién multivaluada (con
valores en R/277Z) conocida como el dngulo lagrangiano. Neves construy6 en [Ne07] ejemplos
de superficies lagrangianas en C? con angulo lagrangiano 8 tan pequeno como se desee y para
las que el flujo lagrangiano de la curvatura media desarrolla una singularidad en tiempo finito.
Pero él mismo probé en [Ne07] que, asumiendo ciertas propiedades en la superficie lagrangia-
na inicial como, por ejemplo, el ser casi calibrada (es decir, la oscilacién del &ngulo lagrangiano
es estrictamente menor que 1), reescalando el flujo alrededor de un punto fijo en el espacio-
tiempo, las componentes conexas del nuevo flujo reescalado convergen a una unién de planos
drea-minimizantes.
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Es importante resaltar que, gracias a una férmula de monotonia probada por Huisken en
[Hu90], cualquier explosion central de una singularidad en tiempo finito del flujo de la curva-
tura media es una subvariedad autocontractil (véase el Teorema 1.2.3). Es esperable entonces
que el estudio de las soluciones autosemejantes del flujo de la curvatura media aporte un ma-
yor grado de compresion del flujo en el momento de formarse una singularidad.

Los primeros ejemplos no triviales de soluciones autosemejantes para el flujo lagrangiano
de la curvatura media en C” fueron construidos en 2006 por Anciaux en [An06] asumiendo un
alto grado de simetria. Para encontrar nuevos ejemplos en la literatura hay que buscarlos en la
familia de las subvariedades lagrangianas estacionarias hamiltonianas. Estas fueron introduci-
das por Oh [Oh93] como puntos criticos del funcional volumen para variaciones hamiltonianas
que, en particular, preservan el cardcter lagrangiano de la subvariedad de partida. Existen nu-
merosos trabajos dedicados al estudio de esta clase natural de subvariedades lagrangianas, co-
mo por ejemplo [An03], [AnC11], [CU98], [HR02], [Mi95], etc. Para producir soluciones eternas
del flujo de Brakke (que es una formulacién débil del flujo de la curvatura media), Lee y Wang
construyeron en [[Wa09] y [LWal0] interesantes ejemplos de subvariedades lagrangianas auto-
contréctiles y autoexpansivas estacionarias hamiltonianas. Estas subvariedades son asintéticas
a conos estacionarios hamiltonianos que generalizan los ya estudiados por Schoen y Wolfson
en [SWo01]. Pero cabe destacar que la mayoria de las soluciones autosemejantes conocidas pa-
ra el flujo lagrangiano de la curvatura media han sido generalizadas recientemente por Joyce,
Lee y Tsui en [JI'T10], proporcionando numerosos ejemplos con diferentes topologias.

Ya hemos comentado anteriormente que, gracias a los resultados comentados de Huisken
[Hu90], la compresion de las singularidades del flujo de la curvatura media recae en cierto
modo sobre una posible clasificacién de las soluciones autosemejantes. Pero éste es ain un
problema abierto y parece ser de dificil resolucién, dada la escasez de resultados en la literatura
al respecto en su version local.

Nuestra primera contribucién a destacar en esta memoria [CL10] es la clasificacién de las so-
luciones autosemejantes para el flujo lagrangiano de la curvatura media en C? que son estacio-
narias hamiltonianas (véase el Teorema 3.3.1). La clasificacion es local y, ademas del cilindro
S! x Ry del toro de Clifford S! x S' (que son los ejemplos estandar), caracteriza las siguien-
tes tres familias uniparamétricas de ejemplos, que podemos describir mediante inmersiones
conformes descritas en términos de funciones elementales:

> ¢5:R2—C? 6>0

Ps(s, t)= (i35 coshte %, t5 senhteicﬁs) ,
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donde s5 = senhd, c; = coshd, ts = tanhé. Cuando cosh?s ¢ Q, ¢5 es un plano
autoexpansivo embebido, y si cosh? 6 = p/q € Q recuperamos los ejemplos del caso
2-dimensional de Lee y Wang ([LWa09]) que incluyen cilindros y cintas de Moebius (en
funcién de la paridad de p y q) autoexpansivas.

> Y, :RE—-C? 0<p<m/2

Tols, t)= (—isg coshte‘e,t, senh te‘ic@s) ,

dondes, =senp, c, =cosp, t, =tanp. Cuando cos? p ¢ Q, T, es un plano autocon-
trdctil embebido, y si cos®> p = p/q € Q, recuperamos las superficies autocontrdctiles
estudiadas por Lee y Wang [LWa09], cuyas posibles topologias son cilindros y cintas de
Moebius dependiendo de la paridad dep y q.

> U, :SIXxR—-C?, v>0

, it ,
U, (e”, t) = (cv cossec ,t, sense’s"t) ,

donde s, = senhv, ¢, = coshv, t, = cothv. Cuando senh®v ¢ Q, W, es un cilindro
autocontrdctil embebido, y sisenh? v = m/n recuperamos los toros autocontrdctiles de
Lee y Wang [LWal0], que recubren a botellas de Klein siempre que m y n tengan pari-
dades distintas. El toro de Clifford es el tinico embebido en esta familia y se corresponde
conm=n=1.

La clasificacion obtenida se basa en técnicas de Andlisis Complejo, aprovechando fuertemen-
te que la condicién de estacionaria hamiltoniana equivale a la holomorfia de una diferencial,
cuya normalizacién nos permite la integracién explicita de las ecuaciones de Frenet de la in-
mersion, previa integracién de la funcién norma del vector de posicién de la inmersion, la cual
satisface una ecuacion diferencial ordinaria integrable explicitamente en términos de funcio-
nes elementales.

Cabe mencionar que estas tres familias pueden amoldarse a una construccién de superficies
lagrangianas con curvas esféricas e hiperbdlicas (ligeramente mdas general que la ideada en
[CChO6]) y que nuestros nuevos ejemplos se obtienen considerando simplemente geodésicas
junto con curvas de curvatura constante en la citada construccién. En progreso se encuentra
actualmente la obtenciéon de nuevos ejemplos mads sofisticados de superficies autoexpansi-
vas y autocontréctiles con la eleccién de ciertas curvas maés sofisticadas en esta construccién
([CLSm13]).

Volviendo al estudio de las singularidades para el flujo lagrangiano de la curvatura media,
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destacamos que, bajo ciertas condiciones en la subvariedad lagrangiana inicial, como estar ca-
sicalibrada (condicion ésta preservada por el flujo), Wang [Wa01] y Cheny Li [ChLi04] probaron
independientemente que no existian singularidades de Tipo I a lo largo del flujo lagrangiano
casicalibrado de la curvatura media. Cobra pues gran interés entender las dilataciones del flujo
cuando el punto en el que se centra la dilatacién cambia con la escala, llamadas dilataciones de
Tipo II, que convergen a una solucién eterna con segunda forma fundamental uniformemen-
te acotada. Uno de los ejemplos mds importantes de singularidades de Tipo II lo constituye la
clase de los solitones de traslacién antes mencionada. En todos ellos, la funcién angulo lagran-
giano esté globalmente definida y eliminando la variable temporal, estos solitones reducen la
ecuacion parabdlica del flujo de la curvatura media a la ecuacién

) H=e",

donde e es un vector fijo no nulo que marca la direccién de la traslacién con velocidad cons-
tante de la evolucién del flujo para este tipo de soluciones, dado por

Ft=¢+te, reR.

Los ejemplos mds sencillos de solitones de traslacion no triviales se consiguen con productos
de rectas y de la tinica solucién de la ecuacién (2) en el caso de curvas: la conocida como “grim
reaper", que se define como el grafo x =—logcosy, y €(—n/2,7/2).

Los primeros resultados importantes en este contexto se debieron a Neves y Tian ([NeT07]),
y consistieron en proporcionar condiciones que excluian la existencia de solitones de trasla-
cién no triviales para el flujo lagrangiano de la curvatura media. Concretamente, Neves y Tian
probaron que los solitones de traslacion con cierta cota L? sobre el vector curvatura media son
planos, y que los solitones de traslacion casicalibrados que son estaticos son también planos.
Sin embargo, afios mds tarde, Joyce, Lee y Tsui descubrieron en [JL'T'10] sorprendentes nuevos
solitones de traslacién para el flujo lagrangiano de la curvatura media con oscilacién arbitra-
riamente pequefia del 4ngulo lagrangiano. Estos juegan un papel semejante a los solitones tipo
cigarro en el flujo de Ricci y son tremendamente importantes para estudiar la regularidad del
flujo lagrangiano de la curvatura media. Ademads, junto con los ejemplos asociados a las cur-
vas “grim reaper”, muestran que las condiciones geométricas de los resultados de [NeT07] son
optimas.

Pero se echa de nuevo en falta en la literatura algtin resultado de clasificacién en este con-
texto. Nuestra contribuciéon a destacar [CL12a] al respecto en esta memoria es doble. Por un
lado, generalizamos ostensiblemente los importante ejemplos de Joyce, Lee y Tsui [JLT10] en el
caso 2-dimensional. Estos, tal y como se resefia en [NeT07], pueden verse asociados a curvas
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planas w autoexpansivas (véanse los Ejemplos 2.2.6). Sin embargo, nuestra construccion de
nuevos ejemplos de solitones de traslacion lagrangianos en C? se basa en dos familias de cur-
vas planas, @ y w, que dependen de un pardmetro angular ¢ € [0,7), las cuales son ciertas
soluciones especiales del flujo de “acortamiento” de curvas, en el sentido que sus flujos son
composiciéon de homotecias y rotaciones con razones y velocidades dependiendo de ¢ (véase
la Proposicién 4.2.4). Por ejemplo, en el caso ¢ = 7/2 debemos considerar a y w espirales con
velocidades opuestas; en el caso ¢ = 0 requerimos esta vez soluciones autosemejantes para el
flujo de “acortamiento” de curvas con diferente carécter, esto es, a debe ser una curva autocon-
tractil mientras que w debe ser una curva autoexpansiva. S6lo cuando, en este caso particular
¢ =0, consideramos a una recta que pasa por el origen, recuperamos los ejemplos aludidos de
Joyce, Lee y Tsui [JLT10].

Cabe destacar (véase el Teorema 4.3.1) que todos nuestros nuevos ejemplos de solitones de tras-
lacién, junto con productos que involucran la curva “grim reaper’, se caracterizan localmente en
términos de una condicién analitica: que la funcién producto hermitico del vector de posicién
de la inmersion y el vector de traslacién e sea de variables separadas. Consecuencia de este re-
sultado es la clasificacion de los solitones de traslacion lagrangianos en C? que son estacionarios
hamiltonianos. En contraste con lo que sucede para el caso de las soluciones autosemejan-
tes, en el que se tenian tres familias uniparamétricas de ejemplos con diferentes topologias,
sorprendentemente ahora s6lo aparece un plano no trivial completo y embebido que puede
describirse por

M={(z,w)eC?: w?=2Rez e ?™? Rez>0}.

En nuestra construcciéon con curvas planas antes aludida, .# se corresponde con la més simple
eleccion posible de a (circunferencia centrada en el origen) y w (recta que pasa por el origen)
en el caso particular ¢ =0.

Llama la atencién que los nuevos ejemplos de soluciones autosemejantes y de solitones de
traslacion para el flujo lagrangiano de la curvatura media que son estacionarios hamiltonianos
vienen descritos, en ambos casos, involucrando una geodésica con una curva de curvatura
constante, ya sea en la primera de nuestras construcciones con curvas esféricas e hiperbélicas
o en la segunda con curvas planas.

Consideramos ahora el problema de estudiar soluciones autosemejantes del flujo lagran-
giano de la curvatura media desde el punto de vista global. Un elegante resultado debido a
Smoczyk (véase el Teorema 2.2.2) permite concluir que no existen esferas autocontractiles la-
grangianas. Pensando pues en topologias mas complicadas, la primera observacién a tener en
cuenta es que la clase de toros autocontractiles en R* es enormemente amplia, ya que inclu-
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ye tanto familias infinitas de toros lagrangianos en C?, como el producto de curvas autocon-
tractiles cerradas de Abresch-Langer (véanse los Ejemplos 5.1.5), los toros de Anciaux (véanse
los Ejemplos 5.1.6) o los toros de Lee-Wang (véanse los Ejemplos 5.1.7), asi como cualesquie-
ra toros minimales de la 3-esfera como los de Lawson (Ejemplos 5.1.8) que, vistos en R4, son
siempre autocontractiles.

El toro de Clifford S' x S! es la interseccién de todas las anteriores familias. No es pues de
extrafiar la formulacién de la cuestién abierta planteada por Neves en [Nell] acerca de la exis-
tencia de alguna condicién inicial compacta lagrangiana que haga converger el flujo de la cur-
vatura media al toro de Clifford tras reescalamiento. Para tener una oportunidad de resolver
este problema, es crucial comprender primero el papel del toro de Clifford como superficie au-
tocontractil. Nuestra contribucién a destacar en este asunto [CL12b] consiste en tres teoremas
de rigidez acerca del toro de Clifford en el seno de las superficies autocontrictiles compactas
lagrangianas en C2. Una motivaci6on mds para buscar teoremas de unicidad sobre este regu-
lar ejemplo en el caso 2-dimensional la encontramos en la sorprendente caracterizacion que
obtenemos del mismo (véase el Corolario 5.3.3) en la linea de recientes teoremas probados en
[LiWel2] y [ChPel2]:

Sea M™ una subvariedad autocontrdctil compacta de codimensién n > 2 en R?>". Si|H|?

es constante, o verifica que |H|>? <n o|H*? > n y|o]? < 22:;, entonces necesariamente

n=2,|H|?=|0|?>=2yM esel toro de Clifford S' x S! en R*.

Focalizando nuestra atencion entonces en el caso 2-dimensional, en el contexto lagrangiano
podemos caracterizar el toro de Clifford con un solo tipo de hip6tesis geométrica, bien sobre
la curvatura media H o sobre la norma de la segunda forma fundamental |o|?.

El primero de los resultados (Teorema 5.3.5) puede considerarse la versién lagrangiana 2-
dimensional para el toro de Clifford del cldsico resultado de Huisken [Hu90] que caracteriza la
esfera como la tinica superficie autocontractil compacta con H > 0:

El toro de Clifford es la tinica superficie autocontrdctil compacta lagrangiana en C?
con |H? constante o verificando |H|> > 2 o |H|* < 2.

Cualquiera de las condiciones sobre | H|? jugaria el papel de hipétesis de convexidad sobre la
curvatura media semejante a la del citado teorema de Huisken.

En el intento de probar un resultado de tipo salto semejante al obtenido por Le y Sesum
[LeSell] y Caoy Li [CaLill] para la esfera S (v/n), que la caracteriza como la tinica subvarie-
dad autocontractil compacta en R™ con |o|> < 1, obtenemos el siguiente resultado (véase el
Teorema 5.3.7):
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Si M? es una superficie autocontrdctil compacta orientable lagrangiana de C? con
o> < 2, entonces |o|> = 2 y M es un toro. Si, ademds, la curvatura de Gauss K de
M tiene signo (es decir, K >0 0 K <0), entonces M es el toro de Clifford S' x S!.

Finalmente, si optamos por introducir como hipétesis la condicidn topoldgica de embebi-
miento, probamos en el Teorema 5.3.9 la siguiente versiéon débil de caracterizacién del toro de
Clifford en la linea de la famosa conjetura de Lawson recientemente resuelta afirmativamente
por Brendel [Br12]:

El toro de Clifford es la uinica superficie compacta autocontrdctil lagrangiana estacio-
naria hamiltoniana embebida en C?.

Nuestra hip6tesis extra (estacionaria hamiltoniana) en el anterior resultado equivale a la nu-
lidad de la divergencia del campo tangente JH, que es precisamente la ecuacién de Euler-
Lagrange del correspondiente problema variacional.

Las demostraciones de estos tres resultados de unicidad son ciertamente elementales, pero
realmente la prueba de los mismos se basa en resultados mucho mas fuertes que, aplicados
adecuadamente en este contexto, conllevan a que las hip6tesis geométricas naturales impues-
tas conducen a la unicidad deseada para el toro de Clifford en cada caso.
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FLUJO DE LA CURVATURA MEDIA

En este primer capitulo realizamos una recopilacion introductoria de las nociones y de los prin-
cipales resultados (sin incluir su demostracién) sobre una de las ecuaciones de evolucién mas
interesantes en el campo del Andlisis Geométrico: el flujo de la curvatura media. Realizamos
especial hincapié en las soluciones tipo solitén que sirven de modelos para el estudio de las
singularidades del flujo de la curvatura media.

1.1. EXISTENCIA Y UNICIDAD

Intuitivamente, una familia de subvariedades diferenciables evoluciona bajo el flujo de la cur-
vatura media si la velocidad en cada punto de la subvariedad viene dada por el vector curvatura
media en ese punto. Por ejemplo, las esferas redondas del espacio euclideo evolucionan bajo
el flujo de la curvatura media cuando se contraen concéntricamente, con adecuada velocidad,
hasta que se colapsan en un punto (centro comun de las esferas) en tiempo finito (véase la
Figura 1.1). Formalizamos matematicamente esta idea en la siguiente definicidén.

Definicién 1.1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, T > 0 un ntimero real posi-
tivoyF: M x [0, T)— (N, g) una familia uniparamétrica (dependiendo del tiempo t) de inmer-
siones diferenciables de M en una variedad Riemanniana (N, g) de dimension m; es decir, F es
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Figura 1.1: Evolucién de esferas concéntricas, bajo el flujo de la curva-
tura media, en distintos instantes de tiempo.

diferenciable y cada
F,:M—N, FE(p)=F(p,t),tl0,T)

es una inmersién. Si F satisface la ecuacién de evolucion
dF +
(L.1) E(p,t) =H(p,t), VpeM, YVt €[0,T),

donde (% (p, t))i es la componente normal de %(p, t) y H(p, t) es el vector curvatura media
de la inmersién F; en p, entonces se dice que M evoluciona por el flujo de la curvatura media en
N y F se denomina el flujo de la curvatura media (o la solucién del flujo de la curvatura media)
con condicion inicial iy : M — N.

Nota 1.1.2. Laecuacion (1.1) es la forma general de la ecuacién del flujo de la curvatura media,
que desde el punto de vista analitico se trata de un sistema casilineal débilmente parabdlico.
Pero siempre es posible encontrar una familia de difeomorfismos ¢, : M — M, t € [0, T), tal
que F; = F, o ¢, : M — N verifique %I_J(p, t)=H(p,t),Vp €M, VYt €10,T), donde H(p, t) es el
vector curvatura media de F;. Asi pues, la ecuacion cldsica del flujo de la curvatura media (una
vez reparametrizado) viene dada por

dF
(1.2) ——(p,0)=H(p,1), Yp €M, V1 €[0,T).

Por la primera férmula de variacién, el flujo de la curvatura media es el opuesto del gradiente
L? del funcional volumen Vol : .# — R considerado sobre el espacio .# de inmersiones de M en
(N, g), esto es,

d dF
EVOI(FI(M))z - (H, E)Lz .



1.1. EXISTENCIA Y UNICIDAD 5

Por tanto, alo largo del flujo de la curvatura media, el volumen decrece de la manera més rdpida
posible. De modo mads explicito, la variacién del volumen a lo largo del flujo de la curvatura
media es

d
—Vol(F(M))=—| H?du;.
dat M

Los siguientes resultados en esta seccion son validos en cualquier dimensién y codimensién
y no dependen de ninguna situacién geométrica especifica.

Proposicion 1.1.3 (Invarianza bajo difeomorfismos). Si F : M x [0, T) — N es una solucion
del flujo de la curvatura media y ¢ € Diff(M) un difeomorfismo fijo de M, entonces F : M x
[0,T)— N, ﬁ(p, t):=F(¢(p),t) es otra solucion del flujo de la curvatura media. En particular,
las subvariedades (inmersas) M, :== F(M, t) ¥y M, :=F(M,t) coinciden para todo t € [0, T).

Ademas de la invarianza de la ecuacién del flujo de la curvatura media bajo el grupo de di-
feomorfismos de M, el flujo es isotrépico, esto es, invariante bajo el grupo de isometrias del
espacio ambiente.

Proposicién 1.1.4 (Invarianza bajo isometrias). Supongamos que F : M x [0, T) — Nes una so-
lucién diferenciable del flujo de la curvatura media y que ® es una isometria del espacio ambien-
te (N, g). Entonces la familia F := ® o F es otra solucion diferenciable del flujo de la curvatura
media. En particular, si la inmersion inicial Fy es invariante bajo ®, entonces F; permanecerd
invariante bajo ® para todo t € [0, T).

Dada una inmersion inicial Fy : M — N, ponemos de manifiesto en los siguientes resultados
que el problema asociado a la ecuacién (1.2) estd bien planteado, en el sentido de la existencia
y unicidad de solucién, cuando M es una variedad cerrada.

Proposicién 1.1.5 (Existencia y unicidad). Sea M una variedad diferenciable compacta (sin
borde) y iy : M — N una inmersion diferenciable en una variedad Riemanniana diferencia-
ble(N, g). Entonces la ecuacién (1.2) del flujo de la curvatura media admite una tinica solucién
diferenciable en un intervalo maximal de tiempo [0, T), 0 < T < 00, que satisface F(-,0) = F,.

Resefiamos que en general, el anterior resultado de existencia y unicidad para variedades



6 Capitulo 1. FLUJO DE LA CURVATURA MEDIA

completas no compactas estd abierto, aunque existen importantes contribuciones en casos
especiales.

En muchos resultados de la teoria del flujo de la curvatura media se impone que M sea una
variedad diferenciable cerrada (compacta sin borde). La razén principal es que una de las téc-
nicas mds importantes en el estudio de ecuaciones de evolucién parabdlicas es la aplicacién
del principio del méximo. No obstante, en ausencia de compacidad, existen poderosas técni-
cas que pueden aplicarse en algunas situaciones. Por simplicidad, muchas veces supondremos
M compacta sin borde.

Se tienen contribuciones muy importantes a la teoria de regularidad del flujo de la curvatura
media realizadas por White [Who05], [Wh09], que son vélidas en cualquier dimensién y codi-
mension.

En [Sm12] puede encontrarse un completo y detallado estudio de las ecuaciones de evolucién
de las cantidades geométricas mdas importantes sobre M, como la primera y la segunda forma
fundamental, entre otras.

Definiciéon 1.1.6. Dada una clase ¢ de inmersiones diferenciales en una variedad Riemanniana
N, una subclase & C .¢ se dice que es una clase preservada bajo el flujo de la curvatura media si
para cualquier solucién F; : M — N, t € [0, T), del flujo de la curvatura media (1.2) con Fy € &,
setiene que F; € F,Vt €0, T).

Las clases preservadas bajo el flujo de la curvatura media son muy importantes ya que fre-
cuentemente se pueden probar resultados especiales en el seno de esas clases. Pero es un pro-
blema dificil detectar este tipo de clases. Podemos citar los siguientes ejemplos:

hipersuperficies convexas en R”*1,

hipersuperficies convexas en media (es decir, H > 0) en R"*1,

hipersuperficies embebidas en variedades Riemannianas,

hipersuperficies en R”*! que son grafos enteros sobre un plano llano.

Probar que una determinada clase es preservada bajo el flujo de la curvatura media normal-
mente involucra el uso del principio del méximo parabdlico bien para cantidades escalares o
para formas bilineales. En la seccién 2.2 encontraremos una clase preservada para el flujo de la
curvatura media que no estd formada por hipersuperficies.
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Una vez que la existencia del flujo de la curvatura media estd garantizada (al menos para
subvariedades cerradas) en un intervalo maximal de tiempo [0, T), T € (0,00], se pretende es-
tudiar el comportamiento de la solucién a través de las subvariedades inmersas M; = F;(M)
cuando ¢t — T. Sucederd que o bien se formara algtn tipo de singularidad (probablemente con
implicaciones geométricas significativas) o el flujo tendra una solucién en tiempo infinito.

En general, la existencia de solucién en tiempo infinito no es siempre esperable como mues-
tra el siguiente resultado bien conocido cuando el espacio ambiente es el espacio euclideo
m-dimensional R™. Su demostracion se basa en aplicar el principio del maximo parabélico a
la funcién f:=|F|>+2n t, que satisface la ecuacion de evolucién % =Af.

Proposicion 1.1.7. Sea Fy : M — R™ una inmersion diferenciable de una variedad n -dimensional
M compacta (sin borde). Entonces el tiempo maximal T de existencia de una solucion diferen-
ciable F : M x [0, T) — R™ del flujo de la curvatura media con condicion inicial F, es finito.
Concretamente, T < % max|K|? y la igualdad se alcanza para la evolucion de esferas redondas
centradas en el origen.

La Proposicién 1.1.7 no es cierta para subvariedades completas, ya que por ejemplo para
grafos completos en R”*! se tiene existencia en tiempo infinito ([EHu89]). En otros ambientes
no euclideos también se obtiene en algunos casos no sélo existencia en tiempo infinito sino
también convergencia cuando t — oo ([Gr89], [SmO02], [Sm04], [SmWa02], [Wa02], [TWa04]).
Hacemos notar que la existencia en tiempo infinito no implica autométicamente convergencia.

Nuestro interés en esta memoria se centrard en el flujo de la curvatura media en subvarie-
dades lagrangianas del espacio euclideo complejo n-dimensional C”, por lo que prestaremos
especial atencién al caso en que el ambiente es euclideo.

En cualquier caso, las singularidades para el flujo de la curvatura media quedan caracteriza-
das por el estallido de la segunda forma fundamental, como se muestra en el siguiente resulta-
do bien conocido ([Sm12]).

Proposicion 1.1.8. Sea M una variedad compacta (sin borde) y F: M x [0, T) — (N, g) una solu-
cion diferenciable del flujo de la curvatura media en una variedad Riemanniana completa (N,g).
Supongamos que el tiempo maximal de existencia T es finito. Entonces

limsup méx|o|? = oo,
t—T M

donde M; = F(M, t) y o denota la segunda forma fundamental de F; = F(:, t).
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1.2. SINGULARIDADES

Si una solucién del flujo de la curvatura media existe s6lo para tiempo finito, la Proposicién
1.1.8 implica la formacién de una singularidad. Aparece de modo natural el problema de en-
tender la naturaleza geométrica y analitica de esas singularidades. Una posible aproximacién
para ello (siguiendo la idea de Huisken en [Hu90]) es la catalogacién de las singularidades aten-
diendo al grado del estallido de méaxy,, |o|?.

Definicién 1.2.1. Supongamos que F : M x [0, T) — N es una solucion diferenciable del flujo de
la curvatura media con T <00 y

limsup méx|o|? = cc.
t—T M,

a) Sedice queq € N es un punto “blow-up” si existe un punto p € M tal que

b) Sedice que M desarrolla una singularidad de Tipo I si existe una constante positiva ¢ > 0
tal que

C
méx|o>? < ——, Vt [0, T).
Mz T_t

En caso contrario, la singularidad se denomina de Tipo I1.

Por tanto, si se tiene un punto g € N “blow-up” entonces necesariamente cuando ¢t — T
se desarrolla una singularidad de Tipo I o de Tipo Il en g € N (y puede que en otros puntos
también).

La razén por la que se introduce la acotacién sobre la segunda forma fundamental de la De-
finicién 1.2.1 es que para subvariedades cerradas (compactas sin borde) del espacio euclideo
siempre se verifica una desigualdad anédloga en la otra direccion, es decir, existe ¢ > 0 tal que

C
o>
T—t

max
M,

En este sentido, podemos decir que las singularidades de Tipo I tienen el mejor comporta-
miento en tanto en cuanto se tiene controlado el grado del estallido de la norma de la segunda
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forma fundamental. Es interesante mencionar que existen ademds muchas semejanzas entre
la formacién de singularidades para el el flujo de la curvatura media y el flujo de Ricci.

Explicamos con mads detalle las singularidades Tipo I cuando la variedad ambiente N es el
espacio euclideo R™:

Supongamos que g € R™ es un punto “blow-up” de una solucién F: M x [0, T) — R™ del flujo
de la curvatura media donde se desarrolla una singularidad Tipo I. Huisken introdujo la si-
guiente técnica de reescalamiento en [Hu90] para hipersuperficies, que es vélida también para
subvariedades de cualquier codimensiéon en R™. Se define una nueva familia de inmersiones
centrando y reescalando F del siguiente modo:

F: M x [—1/2log T,00) = R™,
F(,s)=@T—-1)""*(F(,t)—q), s(t)=—1log(T—1).

Entonces F satisface la ecuacién del flujo reescalado

d ~ -~ =~
. F=H+F,
donde H es el vector curvatura media de F. Ya que |o|?> < ¢/(T — t), por tratarse de una sin-
gularidad de Tipo I, la segunda forma fundamental & del reescalamiento estd uniformemente
acotada en espacio y tiempo. Para estudiar el comportamiento geométrico y analitico de las in-
mersiones reescaladas M; = F(M, s), Huisken probé una férmula de monotonia para hipersu-
perficies en R™ evolucionando por el flujo de la curvatura media. El resultado correspondiente
en codimension arbitraria es semejante. Dado #p €R, sea

P R™ xR\{f} >Rt

P
e 4(t0—t);

P (J’» t) = n

(4n(to — 1))
entonces, Pjrm xRr\{z} €S €l ndcleo de la ecuacion del calor de R™ en (0, fp) y puede probarse la
siguiente férmula siguiendo la misma idea original de Huisken en [Hu90].

Proposicién 1.2.2 (Férmula de monotonia de Huisken). Sea F : M" x [0, T) — R™ una solu-
cion diferenciable del flujo de la curvatura media y supongamos que M es compacta sin borde.
Entonces

2

Fi(p,
. 1) p (F(p,t),t)du(p,1),

d
it | et Jnoo+ 20

dr |,
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donde du(-,t) denota el elemento de volumen de M inducido por la inmersién F(-,t) y F- la
componente normal del vector de posicion F.

La demostracién de la Proposicién 1.2.2 se deduce a partir de las férmulas de evolucién de
p v de duy de la aplicaciéon del Teorema de la Divergencia. Consecuencia de la féormula de
monotonia de Huisken es el siguiente resultado, también con prueba semejante a la realizada
en [Hu90] para hipersuperficies, donde se estudia el comportamiento asintético del “blow-up”
de Tipo L.

Teorema 1.2.3 (“Blow-up” de Tipo I). Supongamos que F : M™ x [0, T) — R™ es una solucién
diferenciable del flujo de la curvatura media de una variedad diferenciable M compacta (sin
borde). Supongamos que T < 0o y que 0 € R™ es un punto “blow-up” de Tipo I cuando t —
T. Entonces para cualquier sucesion s; — oo existe una parcial sj, tal que las subvariedades
inmersas reescaladas M ;. convergen diferenciablemente a una subvariedad limite no vacia Mo
inmersa en R™ . Ademds M, satisface la ecuacion

(1.3) H+Ft=o.

Nota 1.2.4. Por la Proposicién 1.1.4 no es restrictivo en el resultado anterior considerar que el
punto “blow-up” es el origen. En general, la subvariedad limite M4, no tiene por qué tener la
misma topologia que M. Por ejemplo, podria perderse la compacidad. Es importante sefialar
que no se sabe si todas las soluciones de (1.3) ocurren como limites “blow-up” de singularida-
des de Tipo I de subvariedades compactas.

Una solucién de (1.3) se denomina una solucién autocontrdctil del flujo de la curvatura me-
dia. Concretamente, comprobaremos en la Seccién 1.3.1 que toda solucién de (1.3) se contrae
homotéticamente bajo el flujo de la curvatura media y que existe una funcién positiva diferen-
ciable ¢, que puede darse explicitamente y que depende del reescalamiento en el tiempo s, tal
que

H,+ c(s)ﬁsL =0.
Estudiaremos también en la Secci6én 1.3.1 otra clase interesante de soluciones autosemejan-

tes del flujo de la curvatura media, llamadas autoexpansivas y que estan caracterizadas por la
ecuacion eliptica

H—-FLt=o.
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Figura 1.2: La curva “grim reaper” evolucionando por traslaciones.

Ecker y Husiken probaron en [EHu89] que grafos enteros de codimensién uno aproximan
asint6ticamente a soluciones autosemejantes autoexpansivas siempre que satisfagan una cier-
ta condicién de crecimiento en infinito.

Una clasificacién de las soluciones autocontréctiles y autoexpansivas del flujo de la curvatura
media estd atn lejos de conseguirse, aunque hay algunas situaciones donde se tienen resulta-
dos interesantes. Las consideraremos en la Secciéon 1.3.1.

Existen ciertas condiciones geométricas (veremos alguna concreta en el Capitulo 2) enlas que
pueden excluirse las singularidades de Tipo L. En este caso, s6lo es necesario considerar las sin-
gularidades de Tipo II, segiin la definicion 1.2.1. Para el estudio de la forma de una subvariedad
cerca de una singularidad de Tipo II, se suele definir una familia diferente de flujos reescalados
My, k €N, 7 € I} con I cierto intervalo de R ([Sm12]). Si M es compacta y desarrolla una
singularidad Tipo II, entonces una sucesién parcial de los flujos My . converge diferenciable-
mente a una solucién eterna ﬁf del flujo de la curvatura media, esto es, definida para todo
T € R. Asi pues, una hipotética clasificacién de las singularidades de Tipo II dependeria de la
clasificacion de las soluciones eternas del flujo de la curvatura media.

En R?, la iinica solucién eterna (salvo reescalamiento) convexa del flujo de la curvatura media
que, en el caso de curvas es conocido en la literatura como “flujo de acortamiento de curvas”,
viene dada por traslaciones de la curva “grim reaper” (véase la Figura 1.2), definida como el
grafo de la funcién

(1.4) 1 E( r TC)
. =—logcosx, xe|——, - |.
y 8 )

La curva “grim reaper” es un soliton de traslacion del flujo de la curvatura media, en el sentido



12 Capitulo 1. FLUJO DE LA CURVATURA MEDIA

que satisface la ecuacion en derivadas parciales
H=e'

para algun vector fijo e € R™ y evoluciona con velocidad contante en la direcciéon de e. Los
estudiaremos con m4s detalle en la Seccién 1.3.2.

En [AngV97] los autores construyeron algunas soluciones particulares para el flujo de la cur-
vatura media que desarrollan singularidades de Tipo II.

1.3. SOLUCIONES TIPO SOLITON

En flujos geométricos tales como el flujo de la curvatura media o el flujo de Ricci, las singula-
ridades frecuentemente se modelan por soluciones tipo solitén, esto es, soluciones que evo-
lucionan bajo el flujo de la curvatura media por la accién de un grupo de isometrias o, més
generalmente transformaciones conformes de la variedad ambiente. Cuando la evolucién es
una homotecia (contraccién o dilatacién) obtenemos las llamadas soluciones autosemejantes
(autocontractiles o autoexpansivas) para el flujo de la curvatura media. Con el estudio de este
tipo de soluciones se espera entender mejor el flujo en una singularidad, ya que por la férmula
de monotonia de Huisken (véase la Proposicién 1.2.2) un “blow-up” de Tipo I en tiempo finito
es una solucién autosemejante (véase la Proposicion 1.2.3).

Por otro lado, es de gran interés entender las dilataciones del flujo cuando el punto en el que
se centra la dilatacién cambia con la escala, las llamadas dilataciones de Tipo II, las cuales con-
vergen a una solucion eterna con segunda forma fundamental acotada. Uno de los ejemplos
mds importantes de singularidades de Tipo II es la clase de soluciones eternas conocida con el
nombre de solitones de traslacion, los cuales evolucionan por traslaciones en el espacio eucli-
deo ambiente con velocidad constante. Estudiamos en esta seccién con mds detalle estas dos
clases de soluciones tipo solitén.

1.3.1. SOLUCIONES AUTOSEMEJANTES: SUBVARIEDADES AUTOCONTRACTILES
Y SUBVARIEDADES AUTOEXPANSIVAS

Dada una inmersién ¢ : M — R™ de una variedad diferenciable de dimension n en R™, nos
planteamos cuando la variacién

F(p):M—R", F(p)=ht)¢(p), h(t)eR",
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es una solucién del flujo de la curvatura media (1.1). Nétese que F; consiste en mover la inmer-
sién inicial ¢ por homotecias cuya razén h(t) es precisamente nuestra incognita.

Sinotamos por go la métrica inducida por ¢ en M, es claro que la métrica inducida por F; en
M viene dada por g; = h(t)?>go. Ademas, la curvatura media H; de la inmersion F; viene dada
por

H

=gy

donde H es la curvatura media de la inmersién inicial ¢.

Puesto que % = I'(t) ¢, resulta que F; es una solucion de (1.1) siy solo si h(¢) /(1)L = H,
lo que equivale a que existe una constante a € R tal que h(t) /(1) = ay a ¢+ = H. Teniendo
en cuenta la condicién inicial iy = ¢ se tiene ademds que h(0) = 1. Integrando la ecuacién
diferencial de h(t) con esa condicidn inicial, podemos concluir que la familia de inmersiones

homotéticas a ¢ dada por

FE(p)=+2at+1¢(p), 2at+1>0,

es una solucion del flujo de la curvatura media (1.1) siempre que H = a ¢1. Obsérvese que si
a = 0 la subvariedad es minimal, es decir H = 0, y la inmersién ¢ queda fija por el flujo de la
curvatura media.

Si a # 0, podemos normalizar el valor de a considerando sélo a = %1 salvo homotecias,
dando lugar a la siguiente definicion.

Definicién 1.3.1. Una inmersion ¢ : M" — R™ se dice que es una solucion autosemejante del
flujo de la curvatura media si el vector curvatura media H = traza o verifica

(1.5) H=+¢%,
donde ¢+ denota la proyecciéon normal del vector de posicién ¢. Si H= —¢1 diremos simple-

mente que ¢ es una subvariedad autocontrdctil y si H= ¢, diremos simplemente que ¢ es una
subvariedad autoexpansiva.

Nota 1.3.2. El calificativo autocontractil responde a la idea que, en este caso, la familia

E(p)=v1-2t¢(p), 0<t<l1/2



14 Capitulo 1. FLUJO DE LA CURVATURA MEDIA

es una solucién de (1.1) que evoluciona la inmersi6n inicial ¢ por contracciones (homotecias
de razén menor que uno) hasta extinguirse en el instante ¢ = 1/2. Por otro lado, el calificativo
de autoexpansiva recoge la idea que, en este caso, la familia

F(p)=v1+2t¢(p), =0

es una solucion de (1.1) que evoluciona indefinidamente la inmersion inicial ¢ por dilatacio-
nes (homotecias de razén mayor que uno) manteniendo la forma, por lo que no puede ser la
subvariedad compacta.

Nota 1.3.3. En la literatura es también frecuente encontrar en el caso de hipersuperficies la
condiciéon H = ﬂ:%(j)L en lugar de (1.5). Nosotros hemos adoptado la normalizacién dada en
(1.5) que es bastante comun en el contexto lagrangiano, sin olvidar que mayoritariamente se
considera la curvatura media definida como la traza de la segunda forma fundamental sin di-
vidir por la dimensi6n de la subvariedad.

En el siguiente resultado obtenemos en particular una interesante relacion entre el funcional
de Willmore y el volumen de una subvariedad autocontractil cerrada.

Proposicion 1.3.4. Sea ¢ : M — R™ una solucién autosemejante para el flujo de la curvatura
media que verifica que H = —¢~'. Entonces:

(1.6) Viglr=2¢",

donde ¢ T denota la componente tangencial de ¢, y

(1.7) AlplP=2 (n—|HP).

En particular, cuando M es compacta (sin borde) se tiene:

(1.8) f |H|?d = n Vol(M),
M

donde Vol (M) denota el volumen de la subvariedad M.

Demostracion. Dado p € M, tomamos una referencia ortonormal {ej, ..., e,} en T, M paralela
en p. Entonces:

(1.9) ei(lpl?)=2(ei,¢), i=1,...,n,
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de donde se deduce inmediatamente (1.6). Derivando de nuevo en (1.9), obtenemos
(1.10) eie; (|¢|2) =2 ((o(ei,ei),p)+ (e e))), i=1,..,n.

Asi, Algp|2 =2 ((H, o)+ n) Teniendo en cuenta que ¢+ = —H se concluye (1.7). O

En el caso de curvas planas la ecuacion H = —¢-' se convierte sencillamente en
—
(1.11) Kq=—ar,

donde ¥, denota el vector curvatura y e la proyeccién en la direccién normal de una curva
plana a que seria una solucién autocontractil para el flujo de “acortamiento” de curvas. Estas
curvas fueron clasificadas por Abresh y Langer en [AL86] y, en el caso cerrado (véase también
[And03]), la tinica curva embebida en la familia es la circunferencia (de radio uno). Todas las
demds son no embebidas con curvatura positiva y se encuentran en el interior de un anillo de
radios variables (véase la Figura 1.3).

En 1987, Epstein y Weinstein [EW87] mostraron una clasificacién similar y analizaron la di-
namica del flujo de “acortamiento” de curvas cerca de una curva autocontréctil. En el Lema
10.39 de [CoMi12] se prueba que cualquier curva plana autocontrictil es bien una linea recta
pasando por el origen o bien cae en un conjunto acotado.

N\

f \

Figura 1.3: Curvas autocontréctiles cerradas de Abresh y Langer.

Andlogamente, la ecuacion H = ¢ se traduce para curvas como
—
(1.12) Kg = at.
Las curvas planas autoexpansivas son siempre embebidas y tienen dos finales asintéticos a

dos lineas rectas concurrentes (véase por ejemplo [An06] o[EW87]), de modo que el d&ngulo que
forman puede hacerse arbitrariamente pequefio (véase la Figura 1.4).



16 Capitulo 1. FLUJO DE LA CURVATURA MEDIA

Figura 1.4: Curvas planas autoexpansivas.

Al contrario que en el caso de curvas, evidencias de tipo numeéricos sugieren que una clasi-
ficaciéon completa de las subvariedades autocontréctiles embebidas es imposible. Pero a pesar
de ello, no existen en la literatura muchos ejemplos rigurosos de subvariedades autocontréac-
tiles. En 1992, Angenent [Ang89] construy6 un “doughnut” autocontractil en R3, rotando una
cierta curva cerrada simple alrededor de un eje. Una clasificacién de las hipersuperficies auto-
contrictiles de revolucién (incluyendo las que tienen borde) fue realizada en [KM10].

Laecuacion H = —¢+' delas subvariedades autocontractiles aparece variacionalmente de dos
modos estrechamente relacionados: como superficies minimales cambiando la métrica a una
métrica conforme a la dada (que desgraciadamente no es completa y para la que la curvatura
crece exponencialmente) y como puntos criticos de un funcional volumen con peso.

1.3.2. SOLITONES DE TRASLACION

Dada una inmersién ¢ : M — R™ de una variedad diferenciable de dimension n en R™, nos
planteamos ahora cudndo la variacién

F:M—-R", F((p)=¢(p)+V(t), V()eR™,

es una solucién del flujo de la curvatura media (1.1). Nétese que cada F; consiste en una trasla-
cién de vector V(t) de lainmersién inicial ¢, siendo este vector de traslacién V(t) precisamente
nuestra incognita.

Si notamos por go la métrica inducida por ¢ en M, es claro que tanto la métrica g, inducida
por F; en M como su vector curvatura media H; permanecerdn invariantes, estoes, g: = go y
H,; = H, siendo H el vector curvatura media de la inmersién inicial ¢.
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Ya que % = V/(t) resulta que F; es una solucién de (1.1) si y sélo si V/(t)- = H, lo que

equivale a que existe un vector fijo e € R™ tal que el = H. Asi pues, podemos concluir que la
familia de traslaciones de ¢ dada por

F(p)=¢(p)+te,

es una solucion eterna del flujo de la curvatura media (1.1) siempre que H = et. Este razona-
miento motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.3.5. Una inmersion ¢ : M — R™ de una variedad diferenciable M de dimension
n enR™ se dice que es un soliton de traslacién para el flujo de la curvatura media si cumple la
ecuacion

(1.13) H=et

para algtin vector fijo no nulo e € R™, llamado vector de traslacion, donde e! denota la proyec-
cion normal del vector e y H es el vector curvatura media de ¢ .

Una definicién equivalente para un solitén de traslacion seria la existencia de un vector no
nulo e € R™ tal que H+v =e, donde v=e' seria la componente de e tangente a M. Una so-
lucién de traslacion se dice que es un solitén de traslacion gradiente si v = Vf, para alguna
funcién diferenciable f: M — R. Resulta que cualquier solitén de traslacién para el flujo de la
curvatura media en R™ debe ser un solitén de traslacion gradiente. Este hecho puede encon-
trarse en la Proposicién 2.4 de [JLT10] donde se demuestra exactamente que H+V{(¢,e) =e.

Nota 1.3.6. Salvo isometrias y homotecias en el ambiente R™ podemos fijar el vector e sin
pérdida de generalidad. Normalmente tomaremos e =(1,0,...,0) € R en esta memoria.

En el caso de curvas planas, la iinica solucién de la ecuaciéon (1.13) viene dada por la curva
“grim-reaper” descubierta por Calabi definida en la Seccién 1.2.

1.4. RESULTADOS DESTACADOS EN EL AMBIENTE EUCLIDEO

Resulta dificil realizar una seleccién sobre resultados a destacar, pero en esta seccion solo pre-
tendemos comentar brevemente algunos resultados sobre convergencia.
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Los primeros trabajos relevantes que podriamos considerar pioneros acerca del flujo de la
curvatura media versan sobre el estudio de dicho flujo en el caso de curvas: lo que en inglés se
conoce como “curve shortening flow”, que podriamos traducir por el flujo de “acortamiento”
de curvas. Combinando resultados de la década de los 80, en el siguiente resultado resumimos
el comportamiento del flujo en el caso de curvas planas cerradas y simples.

Teorema 1.4.1 ([Ga84, GaH86, Gr87]). Sea o : S — R? una curva diferenciable embebida en el
planoR?. Sia:S! x [0, T) — R? es la solucién de

da

(1.14) E:

K-N,

con condicién inicial ay, donde x es la curvatura de a y N es el vector normal unitario a a,
entonces a(:, t) permanece embebida durante toda la evolucién, se trasforma en convexa a partir
de cierto instante y a partir de este instante permanece convexa y se contrae a un punto cuando
t — T con forma limite circular.

En 1989, Grayson [Gr89] mostr6é que el resultado anterior no se extiende a superficies. En
particular probé que una mancuerna con un cuello infinitamente largo y estrecho desarrollaria
una singularidad “pellizco” antes de la extincién. Una posterior demostracion de este resultado
fue dada por Angenent [Ang89], usando su “doughnut” y el hecho que dos hipersuperficies
cerradas disjuntas permanecen disjuntas bajo el flujo de la curvatura media.

A mediados de los 80, en un articulo fundamental [Hu84], Huisken probé que las hipersu-
perficies compactas convexas del espacio euclideo tenian un comportamiento similar al de las
curvas planas cerradas y simples. Es decir, la convexidad se preserva bajo el flujo de la curvatu-
ra media y las superficies se hacen redondas, esto es, las hipersuperficies estdn mds cercanas
cada vez a ser umbilicales y las formas finales son umbilicales.

Teorema 1.4.2 (Hu84). Sea M una superficies compacta (sin borde) uniformemente convexa, es
decir los autovalores de su segunda forma fundamental son estrictamente positivos. Entonces la
evolucion de My por el flujo de la curvatura media tiene una solucién diferenciable definida en
un intervalo de tiempo finito, 0 < t < T, y las hipersuperficies M convergen a un punto cuando
t—T.

Mas tarde, en [Hu86], Huisken extendi6 su resultado a hipersuperficies de variedades rie-
mannianas que verifican una adecuada condicién de convexidad maés fuerte.
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Hasta mediados de los 90 la mayoria de los autores que estudiaban el flujo de la curvatu-
ra media consideraron principalmente el caso de hipersuperficies, mientras que el flujo de la
curvatura media en codimensién mayor no jugé un gran papel.

A partir de entonces, algunos de los resultados previamente obtenidos para el flujo de la cur-
vatura media de hipersuperficies se trasladaron sin ningtin cambio a subvariedades de codi-
mension alta, pero otros mucho no y, ademds, nuevos fenémenos aparecieron en este caso
mads general. Entre los primeros resultados en esta direccion se tienen los resultados obtenidos
por Altschuler y Grayson [Al91], [AIGr92] para curvas en el espacio R3, el flujo de la curvatura
media de superficies simplécticas en codimensién dos en [ChLi04] y [Wa01] y resultados de
existencia en tiempo infinito y convergencia sobre el flujo de la curvatura media de grafos en
codimensién alta [SmWa02], [Sm04], [Wa02].

Recientemente se han realizado bastantes trabajos dedicados al estudio de formacién y clasi-
ficacién de singularidades del flujo de la curvatura media, como [An06], [ChChHO09], [CIScSc07],
[CoMi12], [GSSmZ07], [HLi09], [HuSin09], [JLT10], [LeSel0], [LeSel1], [SmWa02], motivados
quizds por los trabajos de Hamilton y Perelman sobre el flujo de Ricci, que en muchas oca-
siones comparte comportamiento con el flujo de la curvatura media en algunos aspectos.

Para encontrar un resultado en la linea del Teorema 1.4.2 en codimensién arbitraria hemos
de trasladarnos a 2010, afio en el que Andrews y Baker prueban el siguiente resultado.

Teorema 1.4.3 ([AndB10]). Sea Fy : M — R"** una inmersion diferenciable de una variedad
compacta de dimension n > 2. Si H # 0 en todo punto y|o|? < ¢ |H|?, donde

<{ i, si2<n<4,
(S

n
1 .
=1’ Sl TZZ4,

entonces (1.1) tiene una tinica solucién diferenciable F; : M x [0, T) — R"** en un intervalo
de tiempo maximal finito, y F; converge uniformemente a un punto q € R"** cuandot — T. El

F— .
WorTVaTS L (;] 5 converge en C®, cuando t — T a una n-esfera redonday embebida
(=

en alguin subespacio n + 1 dimensional de R"**

reescalamiento F =

La clasificacién de las hipersuperficies convexas en media comenz6 con [Hu90], probando
Huisken que la tnica hipersuperficie cerrada con curvatura media no negativa en R”*! son
las esferas redondas S” (para n > 1). En un segundo articulo, [Hu93], Huisken abordé el caso
no compacto, probando que las tinicas hipersuperficies abiertas (compactas sin borde) embe-
bidas en R”*! con H > 0, crecimiento polinomial del volumen y norma de la segunda forma
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fundamental acotada son los productos S¥ x R?~k ¢ R"*1 de una esfera redonda y un subespa-
cio lineal. Finalmente, Colding y Minicozzi probaron en [CoMil2] que la anterior clasificaciéon
es valida incluso sin la hipétesis sobre |o|, resultado fundamental en el estudio llevado a cabo
por sus autores sobre las singularidades genéricas del flujo de la curvatura media.



CONTEXTO LAGRANGIANO

2.1. SUBVARIEDADES LAGRANGIANAS

En el espacio euclideo complejo n-dimensional C” consideramos su estructura natural de va-
riedad de Kilher, dada por la 2-forma de Kilher w(-,-) = (J-,-), donde (:,-) denota la métrica
euclidea usual y J la estructura compleja estdndar considerada en C”. La forma de Liouville A
viene dada por dA =2w.

Notamos por (-, -) el producto hermitico usual de C” dado por

n
(z,w):ZziWi, z=(z1,...,2,), w=(wy,...,w,)C".
i=1

Entonces (-,-)={-,) —iw(-,").

Sea ¢ : M — C" una inmersién de una variedad diferenciable M de dimensién n en C”".
Denotamos a veces también por (, ) la métrica inducida ¢*(, ) en M por la métrica usual de
C". Se dice que ¢ es lagrangiana si ¢*w =0, esto es, la restriccion de la 2-forma de Kélher w a
la subvariedad w|ys es idénticamente nula. Esto equivale a que la estructura compleja J de C"
define un isomorfismo de fibrados entre el fibrado tangente TM vy el fibrado normal T+ M.

Los ejemplos més sencillos de subvariedades lagrangianas en C” son los subespacios lagran-
gianos, que obviamente son totalmente geodésicos. El producto de n-curvas planas es también
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una sencilla subvariedad lagrangiana de C”.

Localmente, cualquier subvariedad lagrangiana de C" puede escribirse como el grafo del gra-
diente de cierta funcién potencial definida sobre un dominio de R”.

Listamos las principales propiedades geométricas de las subvariedades lagrangianas.

Propiedades 2.1.1. Sea ¢ : M — C" una inmersién lagrangiana de una variedad diferenciable
M. Entonces:

1. VoJ=JoVi dondeV eslaconexién de Levi-Civita de M y V- la conexion en el fibrado
normal.

2. Lasegunda forma fundamental o de ¢ viene dada por
o(X,Y)=JA;xY,
paratodo X, Y en TM, donde A denota el endomorfismo de Weingarten.
3. Eltensor
CX Y 2)=(cX,Y)]Z),
paratodo X, Y,Z en TM, es simétrico en sus tres argumentos.
Si M es una subvariedad lagrangiana orientable en C”, puede definirse la aplicacién dngulo
lagrangiano de ¢ como la funcién multivaluada
p:M—-R/21Z,
definida a partir de la restriccion a la subvariedad de la n-forma compleja de volumen de C"
Q=dziN...Ndz,,
mediante la relacién
P N=Q|y= e'Pvoly,
donde voly, es la forma de volumen de M. Por tanto, para calcular  podemos usar la formula

(2.1) e'f =detc (¢sey,..., Pxen),
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donde {ey,...,e,} es una base ortonormal orientada del espacio tangente a la subvariedad M.

En general, el 4ngulo lagrangiano como funcién real sélo esta definido localmente. Cuando
es una funcién univaluada definida en toda la subvariedad, se dice que ¢ es clase de Maslov
cero o que tiene clase de Maslov trivial, y si cos f > €, para algtn ¢ positivo, se dice que M es
casi calibrada. Ademds, si f8 es constante, 8 = fy, entonces M esta calibrada por Re(e~i£0Q) y
por tanto es minimizante del volumen. En este caso, M se conoce en la literatura con el nombre
de especial lagrangiana.

Para las subvariedades lagrangianas orientables, la curvatura media H de ¢ estd relacionada
con el dngulo lagrangiano  mediante la destacable férmula (véase, por ejemplo, [TY02])

(2.2) H=JVp.

La 1-forma dual del campo tangente J H, a veces llamada la forma curvatura media de ¢
ag=(JH,)=w(H,)
es una 1-forma cerrada, ya que (2.2) se traduce ahora simplemente como

2.3) ap=—dp.

Por tanto, ay genera una clase de cohomologia [af], que salvo constantes, es la conocida
clase de Maslov. Esto justifica el apelativo de clase de Maslov cero o trivial para aquellas subva-
riedades lagrangianas en las que la aplicacién dngulo lagrangiano es una funcién univaluada
definida sobre M.

A partir de (2.2), las subvariedades especiales lagrangianas se caracterizan por tener angulo
lagrangiano constante.

Una subvariedad lagrangiana ¢ se dice estacionaria hamiltoniana [Oh93] si es punto criti-
co del funcional volumen restringido a deformaciones hamiltonianas de la variedad (es decir,
aquellas con campo variacional del tipo JV f, con f una funcién sobre la subvariedad) que en
particular, preservan el caracter lagrangiano. La ecuacién de Euler-Lagrange para este proble-
ma variacional se traduce en la nulidad de la divergencia del campo JH, o equivalentemente,
la aplicacién dngulo lagrangiano 3 es arménica, es decir, A = 0 donde A es el operador de
Laplace en M.

Una subvariedad lagrangiana M en C" se dice racional si existe a € R tal que

AH\(M,Z2))={a2kn:k €Z}.
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Sia =0, entonces M se dice exactay esto significa que existe a € C*°(M) tal que A =da.

Notese que la condicion de ser lagrangiana implica que la forma de Liouville es una 1-forma
cerrada sobre M, pues dp*A = ¢*dA = 2¢*w = 0. Una inmersion lagrangiana ¢ : M — C” se
dice que es mondtona si

[p*Al=cldp],

para alguna constante positiva ¢ (lamada constante de monotonia). Cuando ¢ = 1, se dice
que M es una subvariedad lagrangiana monétona normalizada. Remarcamos que cualquier
subvariedad lagrangiana mon6tona puede reescalarse para pasar a ser monotona normalizada.
El ejemplo estandar de superficie lagrangiana mondtona en C? es el toro de Clifford S'(r) x
SY(r). El toro de Clifford es mond6tono normalizado si r =1.

2.2. FLUJO LAGRANGIANO

Las subvariedades lagrangianas cerradas M de variedades Kaehler-Einstein N constituyen una
clase preservada bajo el flujo de la curvatura media (véase la Definicion 1.1.6). Este importante
resultado fue probado por Smoczyk en [Sm96], quien demostré que la condicién de ser lagran-
giana se preserva por el flujo de la curvatura media si la variedad ambiente es Kaehler-Einstein,
que incluye a las variedades Calabi-Yau y en particular a C".

La condicién Einstein es relevante en vista de la ecuacién de Codazzi que implica que la for-
ma curvatura media es cerrada, condicién necesaria para poder garantizar que la deformacién
sea lagrangiana. Para explicar esto con mds detalle, observaremos que la forma simpléctica w
de N induce un isomorfismo entre los campos vectoriales normales a lo largo de M y el espacio
de 1-formas sobre M. Concretamente, dada 6 € Q!(M) existe un tinico campo vectorial normal
Vel (TiM)con 8 =w(-,V).Si F: M x[0,T)— N es una familia diferenciable de inmersiones
lagrangianas que evolucionan en una direccién normal guiadas por 1-formas 6 € Q'(M) que
dependen de forma diferenciable del tiempo, tenemos que

Oz%F*w:d(a)(%F,-)) =—do

y, consecuentemente, 8 debe ser cerrada. Ya que la forma curvatura media viene dada por
ag=w(H,")

obtenemos que es necesario que oy sea cerrada para garantizar que el flujo de la curvatura
media preserve el cardcter lagrangiano; y, de hecho, es suficiente ([Sm96]). El caso no compacto
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es alin un problema abierto, pero en algunos casos puede reducirse al problema de existencia
de soluciones de un tipo de ecuaciones parabélicas de tipo Monge-Ampere, como en el caso
de grafos en C" = R" @ iR" sobre la parte real o subvariedades lagrangianas con geometria
acotada, para explotar el uso del teorema de la funcién implicita para obtener la existencia de
una ecuacion tipo Monge-Ampere.

A partir de la férmula de la evolucién de la forma curvatura media, se deduce que las inmer-
siones lagrangianas con clase de Maslov trivial constituyen una clase preservada bajo el flujo
de la curvatura media. Ocurre que la condicién de ser casi calibrada también se preserva por
el flujo lagrangiano de la curvatura media. Las subvariedades lagrangianas casi calibradas en
variedades Calabi-Yau se comportan de modo agradable bajo el flujo de la curvatura media, en
el sentido que se pueden excluir las singularidades de Tipo I, hecho en principio sorprenden-
te, probado independientemente por Wang [Wa01] y Chen y Li [ChLi04] para subvariedades
lagrangianas cerradas casi calibradas. Merece la pena comentar que no existen lagrangianas
compactas casi calibradas en C”. La condiciéon de ser casi calibrada es equivalente a asumir
que la clase de Maslov es trivial y que el dngulo lagrangiano f verifique que cos8 > 0. Més
tarde, Neves en [Ne07] extendi6 este resultado al caso de clase de Maslov cero, esto es, el caso
en que la aplicacién dngulo lagrangiano 3 esta globalmente definida sobre M.

Por otro lado, en [GSSmZ07] se probaron varios resultados relativos a inmersiones lagrangia-
nas monotonas. De las ecuaciones de evolucién de ay v F*A se deduce que la monotonia se
preserva por el flujo lagrangiano de la curvatura media con una constante de monotonia c(t)
dependiendo del tiempo.

Desafortunadamente, se desconoce si el ser embebido se preserva por el flujo lagrangiano de
la curvatura media.

También se demuestra en [GSSmZ07] la existencia de subvariedades lagrangianas compactas
mono6tonas y embebidas que desarrollan singularidades de Tipo II.

2.2.1. SOLUCIONES AUTOSEMEJANTES LAGRANGIANAS

Si ¢ : M™ — C" es una solucién autosemejante lagrangiana del flujo de la curvatura media,
esto es, ¢ es lagrangiana y verifica (1.5), podemos reformular esta condicidon en términos del
angulo lagrangiano 8 y la restriccion de la 1-forma de Liouville A a la subvariedad. Dado un
vector v tangente a M, de (1.5) y (2.2) se tiene:

(P*A) (W)= (psv, J§) =~ T psv) =F(H, Jpv) =F(VB, P.V)
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Por tanto, ¢*A = Fd . En particular, cualquier solucién lagrangiana autosemejante del flujo
de la curvatura media es monétona.

En el siguiente resultado, obtenemos algunas formulas ttiles que, en particular, corroboran
en el caso lagrangiano una relacién entre el funcional de Willmore y el volumen ya obtenida
para subvariedades autocontréctiles cualesquiera en la Proposicién 1.3.4.

Proposicion 2.2.1. Sea ¢ : M" — C" una solucién autosemejante lagrangiana del flujo de la
curvatura media, es decir ¢+ =+ H. Entonces:

(2.4) divg " =n+|HP?
(2.5) divJH=F(JH,¢"),

donde ¢ denota la proyeccion tangente del vector de posicién ¢. En particular, si M es una
subvariedad lagrangiana compacta autocontrdctil, se tiene que fM |H|? = nVol(M).

Demostracion. Derivando ¢ = ¢ T £+ H en la direccién de cualquier vector tangente v € TM y
separando las componentes tangencial y normal, obtenemos

2.6) FAqv=v-V, 0"

donde Ap es el endomorfismo de Weingarten asociado a H y V es la conexién de Levi-Civita
conexiéon de M, y

2.7) FViH=0(,¢")

donde V- es la conexién en el fibrado normal. Usando una base ortonormal {ey,...,e,} en M
obtenemos de (2.6) que

divg " = Z(Vé‘i(pT’ e;)= Z((ezn e;)+(Apei,e;))=n+|HP,

i=1 i=1

que prueba (2.4). De modo andlogo, usando que (2.7) equivalea ¥V, JH = Jo (v, gf)T), se tiene:

div/H=Y (V, JH e)=%+Y (o (eie), J¢ ) =+(H, ] )=F(H,¢"),
i=1

i=1

que prueba (2.5). O
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Probamos a continuacién un resultado muy interesante, cuya prueba se debe a Smoczyk,
sobre la no existencia de subvariedades autocontréctiles lagrangianas orientables compactas
con clase de Maslov trivial.

Teorema 2.2.2. Sea ¢ : M — C" una subvariedad autocontrdctil lagrangiana. Si M es compacta
y orientable, entonces [ay] # 0.

Demostracion. Supongamos que ¢ tiene clase de Maslov cero, es decir, [ag] = 0. Entonces exis-
te un dngulo lagrangiano globalmente definido f tal que ay = —d 8 seglin (2.6). Teniendo en
cuenta que A =—divJH yque H=—¢1, de (1.6) y (2.5) tenemos que f3 satisface la ecuacion
eliptica lineal

Ap =3 (VB VIP)

Entonces el principio del médximo dice que 8 debe ser constante y por tanto H = 0. Debido a
la no existencia de subvariedades minimales compactas en el espacio euclideo, llegamos a una
contradiccién que proviene de haber supuesto que [ay] =0. O

Nota 2.2.3. Como consecuencia del Teorema 2.2.2, cabe destacar que no existen esferas lagran-
gianas autocontrdctiles.

En [GSSmZ07] se prueba un resultado de clasificacién para soluciones autosemejantes la-
grangianas en el caso que sean grafos enteros con una condicién de crecimiento en el infinito.
En este caso, las soluciones deben ser conos lagrangianos minimales.

Anciaux construyé en [An06] soluciones autosemejantes por el flujo lagrangiano de la curva-
tura media foliadas por (n — 1)-esferas para las que el estudio de la ecuacion (1.5) se reduce a
resolver una ecuacién diferencial ordinaria. En el caso autocontractil, la familia obtenida ge-
neraliza en cierto sentido las curvas autocontractiles de Abresh-Langer [AL36].

Posteriormente, Lee y Wang construyeron en [[Wa09] en el caso 2-dimensional nuevos ejem-
plos de soluciones autosemejantes para el flujo lagrangiano de la curvatura media que son
estacionarios hamiltonianos y asintéticos a los conos de Schoen-Wolfson [SWo01]. En [LWal0]
generalizan sus resultados previos al caso de dimensién arbitraria obteniendo ejemplos con
diferentes topologias.

En [JLT10], Joyce, Lee y Tsui construyeron muchas nuevas soluciones autosemejantes para el
flujo lagrangiano de la curvatura media generalizando los previamente mencionados. Desta-
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can unas subvariedades autoexpansivas con oscilacién arbitrariamente pequefia sobre el 4n-
gulo lagrangiano. Dados dos planos R” transversos en C” (con suma de dngulos caracteristi-
€0s menos que 1), muestran que existe una subvariedad autoexpansiva lagrangiana asintética
a esa pareja de planos. Por tanto, podrian servir como modelos locales para cirugia en el flujo
lagrangiano de la curvatura media.

Alaraiz de la Nota 2.2.3, queremos destacar la siguiente cuestién abierta planteada por Ne-
ves.

Problema 2.2.4 ([Nel1]). Encontrar alguna condicién sobre un toro lagrangiano de C? que im-
plique que el flujo lagrangiano de la curvatura media (F;)o<:<T Se extinga en tiempo T y, tras un
reescalamiento, F; converja al toro de Clifford.

2.2.2. SOLITONES DE TRASLACION LAGRANGIANOS

Recopilamos en el siguiente resultado algunas propiedades interesantes de los solitones de
traslacion lagrangianos.

Proposicion 2.2.5. Sea ¢ : M"™ — C" un solitén de traslacion lagrangiano con vector de trasla-
cion e. Entonces, la aplicacion dngulo lagrangiano verifica:

1. B=—(¢,Je)+ Po, para alguna constante By.
2. AB+(Vp,e)=0.
3. Alg,e)=|HP.

Demostraciéon. Usando (2.2) y (1.13) tenemos que V3 = —JH = —Je+ = —(Je)" y usando que
vl = V(¢,v), Vv € R™ tenemos que VS + V(¢p,Je) = —(Je)T +(Je)" = 0, lo que prueba el
apartado 1. Si ahora usamos 1.y (2.2) de nuevo, A3 = —A(¢, Je) = —(V 3, e) que demuestra el
apartado 2. Finalmente de (1.13) deducimos 3, usando de nuevo que A¢ = H:

A(g,e)=(H,e")=|H".
O
En particular el apartado 1. de la Proposicion 2.2.5. dice que un solitén de traslacién lagran-

giano siempre tiene clase de Maslov trivial y del apartado 3. de la misma proposicién deduci-
mos facilmente que no hay solitones de traslacion lagrangianos compactos.
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Podemos encontrar ejemplos sencillos de subvariedades lagrangianas en C” como productos
de curvas planas. Si buscamos solitones de traslacion para el flujo de la curvatura media de este
modo, basta involucrar rectas y curvas “grim-reaper”, que dada por

71 i
F(x,y)=(y(y),x)+1(1,0), r(y)=(—logcosy,y), <Y< x €R.

Podemos reparametrizar y por el arco s = 2arctanh (tany/2) obteniendo
(2.8) 7(s)= (logcoshs,2arctan(tanhs/2)), seR.

Es notable que la curvatura x, de y verifica

(2.9) Ky($)=—15(8)=—

coshs’

Usando (2.9) es un ejercicio comprobar que la inmersién producto

(2.10) (s1,52) €ER* = (7(s1),7(52))

es un soliton de traslacion lagrangiano con vector de traslacion (1,1) € C? y, por tanto,

2.11) (s1,52) €R? > (7(s1)+1(s2), 7(51) — 7(52))

es un soliton de traslacion lagrangiano con vector de traslacion (1,0) € C2.

Ejemplos 2.2.6. Los solitones de traslacién descubiertos por Joyce, Lee y Tsui en ([JLT10]) pue-
den escribirse en el caso n = 2, como F; = % + t(1,0) donde & puede describirse (véase
[NeT07, Seccién 1.]) como se sigue:

Sea w una curva plana cuyo vector curvatura & satisface k = w*', es decir, w es una curva
autoexpansiva. Se puede tomar « de modo que el dngulo 8 que forma el vector tangente a w y
el eje x tenga una oscilacion arbitrariamente pequefia. Entonces .% viene dado por

lw(y)l? —x2

(2.12) F(x,y)= ( 7

—iH(y),xw(y)), (x,y)€R2

Ademads, el &ngulo lagrangiano de 7 coincide con 8 y, por tanto, su oscilacién puede hacerse
arbitrariamente pequeiia.

Sigue estando abierta la cuestién que aparece en [JLT'10] y [NeT07] sobre si los solitones de
traslacion de los Ejemplos 2.2.6 pueden surgir como un “blow-up” de una singularidad en tiem-
po finito para el flujo lagrangiano de la curvatura media. Seria muy importante responder esta
pregunta para desarrollar una teoria de regularidad para el flujo lagrangiano de la curvatura
media.
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SOLUCIONES AUTOSEMEJANTES
LAGRANGIANAS EN EL PLANO EUCLIDEO
COMPLEJO

El contenido de este capitulo se corresponde mayoritariamente con el del articulo [CL10]. Se
obtiene una clasificacion local completa de todas las soluciones autosemejantes para el flujo
lagrangiano de la curvatura media que son estacionarias hamiltonianas en el plano euclideo
complejo. Es quizds uno de los pocos resultados de clasificacién local sobre este tipo de solu-
ciones del flujo de la curvatura media que pueden encontrarse en la literatura, que aprovecha
fuertemente técnicas del Andlisis Complejo para conseguir una integracién explicita en térmi-
nos de funciones elementales de las ecuaciones que gobiernan localmente este tipo de superfi-
cies lagrangianas en C?. En la citada clasificacion aparecen por un lado, familias uniparamétri-
cas de superficies autoexpansivas lagrangianas y, por otro lado, dos familias uniparamétricas
de superficies autocontréctiles lagrangianas, que generalizan los ejemplos ya existentes estu-
diados en [[Wa09] y en el caso 2-dimensional de [LWal0] y [JLT'10]. Desde un punto de vista
constructivo, todos nuestros ejemplos pueden interpretarse en términos de una construccién
geométrica a partir de sencillas curvas de Legendre esféricas e hiperbdlicas.
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3.1. CONSTRUCCION CON CURVAS ESFERICAS E HIPERBOLICAS

En esta seccién realizamos una ligera generalizacion de una construcciéon de superficies la-
grangianas en C? en términos de curvas de Legendre en la 3-esfera y en el 3-espacio anti De
Sitter, realizada por Castro y Chen en [CCh06]. Destacamos las propiedades geométricas que
nos resultardn de interés posteriormente para la construccion de soluciones autosemejantes
lagrangianas en C?. En el Apéndice A pueden consultarse algunas de las propiedades de las
curvas de Legendre que usaremos en la demostracion del siguiente resultado.

Proposicién 3.1.1. Seana=a(t): [, CR—-H}(—-p) S C?%, p >0y r=7(s): L CR—-S3(R) S C?,
R > 0 curvas de Legendre en Hi’(—p) y S3(R) respectivamente, donde I e I, son intervalos de R.
Definimos

®: [ x[LCR*—-C*=CxC

O(t,s)=(a1(t)y1(s), az(t)r2(s)).
Entonces ® es una inmersion lagrangiana cuya métrica inducida es

3.1 Y= (R2las 2+ 021y 2 |a/|2d 2 |7"|2d 2
3.1 (,)=(R*lanl* +p*I1?) re 1t g ds
y cuya curvatura media viene dada por

Rp (pKa

(3.2) H=
R?|a|?+ p2|71

Jjo +RKY]<1>)
Rl|” " plyl” )

donde’ denota derivacion respectoat y " respectoas.
Demostracion. Por simplicidad, escribimos ® =(a171, az272).

Veamos en primer lugar que ¢ es una inmersién lagrangiana. Tenemos que ®.0;, = ¢, =
(a’lyl, a’zyz) y 8.0 = ®; = (171, @272). Calculamos su producto hermitico teniendo en cuenta
que 7y a son curvas de Legendre:

(@1, @)=\ a1, + @ylay2T, =yt (T171+T272) =0;
se tiene entonces que (®;, d;) =0y (P, J®5) =0, lo que prueba que @ es lagrangiana.
Calculamos la métrica inducida por ®. Usando las propiedades de a y y obtenemos:

(3.3) 1D * = | Ply1l* + | Ply 2 = ) Pliri 1P + 1) P(R? = Ir1]?)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
=1\ ’ly 11+ R |, )* — Ir11P1a|” = | Ply1* + R* ||
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Por otro lado, tenemos ;@ = a,a, por ser a una curva de Legendre en H3 (—p). Tomando
modulos en la anterior igualdad resulta

2 2
&) Plaa | = oy P lasl* = |, P (p* +ea]?)

2 2
=p |(Z2| +|a1| |a2|

De la igualdad anterior se concluye que |a;[?|a’|* = p?|aj|? y, por tanto, contando con (3.3) se
obtiene:

RZ
19> =o' (|Tl|2 +— |a1|2)
p?
Andlogamente, usando de nuevo las propiedades de a y 7, se tiene:

(3.4) @512 = a1 P71 + |z |72 = laa 17112 + 17212 (0% + ea ?)
= a1 P7117 4 p2l72* + a1 Ply2* = 17 Plea | + pl72l?.

Por otro lado, tenemos 717, = —727, por ser y una curva de Legendre en S*(R). Tomando mé-
dulos en la anterior igualdad resulta

1711y 1 P =172y 2l = 172 A(R? = Ir11%)
= R?|y2* = Iy1 Iyl

Simplificando se llega a que |y1[?|y|> = R?|y2|? v, por tanto, obtenemos sustituyendo en (3.4)
que

2 R2
@2 =55 17 (w + |a1|2) .

Luego la métrica inducida por @ es (R?|a1 >+ p?|r1]?) (";—lzlzd 12+ lf?—ljdsz).

Consideramos la base ortonormal orientada {e, = 2=, e, = %} del plano tangente a ®(I; x )

I‘I’I |<I>\
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con objeto de calcular el dngulo lagrangiano 3 de ®.

e'Pr = detc(®.e1, 0 e2) = detc (|¢t| |‘I’S|)
N

Rp
= - dete(®,, ®;)
[ (R?ar P+ p2 )~
Rp ajyr ayye

T (R P+ p2 ) | et asps

Rp ((Z/N’laz}"z - alha’ﬂ/z) Rp (allTlaz)"z + al%)’g)

l|l7| (R2a1 2+ p2Ir112) |yl (RE|eal? + p21y1l?)
Pa;?(lhlzlazlz+Ia1|2IVzI2):Rp(a;f(lr 2(p?+]a:1?) + a1 [2(R? - |7’1|2)))
la/l17] (R? e |? + p?y11?) l/lI7] (R? e |? + p2 ly1[?)

a2 P2lril?+ R? |y |? Rp d\y2

@7, 1|7 (R?an P+ p2ri ) 1llyl @7,

De modo similar, calculamos e’freif«, donde By ¥ Ba son los dangulos legendrianos de v y a,
respectivamente (véase el Apéndice A):

oifr piBu — 1 ' a ail 71 7?1 :(a1a/2—aza'1)(71?’2—rz7*1)
Rpld|lfl| a2 a, || r2 T2 Rp ||yl
_o1ayy1y2 — a1y Y21 — Qe Y172 + Q2 Y2
Rpla’llf’l
1 ) |all ay yalyal? Talyal?
= a — —|—aa
Rp |l (“72" @ eanntaeTy
_ 1 ajye 20, 12 2012 v e 12 |y (2 ]mn |2
= Rp 7 25, (I Plaa +1ar Plyzl = laalPlr® =z Ply2l)
1 172 2 2910 (2 2 231nn |2
= oz, (el ~laPInP +(al ~la:PirF)
__PR a1z
|7 a2y,

Por tanto, ei/f® = —eiPreife y se tiene entonces que

(3.5) /3«1; = ﬁy + ﬁa + 7 (mOdZTE).
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Calculamos entonces H a partir de (2.2) y (3.5), utilizando de nuevo la referencia ortonormal
{e1, ex} antes definida.

H=]Vfs=e1(Pfo)Je1+exfs) ] ez

Rp P Ka Rxy
= ® )
e (e

T jo
Rla'| plyl”

habiendo usado en la tdltima igualdad (3.1) y los Lemas A.1.1 y A.2.1, quedando probado asi
(3.2). O

3.2. NUEVOS EJEMPLOS

En esta seccién presentamos tres familias uniparamétricas de superficies lagrangianas estacio-
narias hamiltonianas en C? que son soluciones autosemejantes del flujo de la curvatura media
y describimos sus principales propiedades geométricas.

La primera familia que describimos proporciona nuevas superficies autoexpansivas con la
topologia de un plano, un cilindro o una banda de Moebius.

Proposicion 3.2.1. Definimos
(3.6) ®5:R*—C? 6 >0,

D5(s,1)= (i55 cosht e7¥, tssenht eiw) ,

dondess =senh 6, c; =coshd yt; =tanhd. Entonces ®5 es una inmersién conforme lagrangia-
na estacionaria hamiltoniana que verifica H = ®*, es decir, es una solucién autoexpansiva del
flujo de la curvatura media.
. 2 . . . . . s
Sicosh” 6 #Q, ®;5 es, ademds, un plano autoexpansivo embebido (véase la Figura 3.1) asinto-
tico al cono lagrangiano estacionario hamiltoniano

(3.7) {(ixle_%,xg eicés) (x1,x2)€R?, sER, xfzcoshzﬁxg}.
Sicosh®6=p/qeQ,(p,q)=1, p > q, entonces ®5 viene dado por

(3.8) ®,,:R*—>C? p>q,

i —i\/js 1 . i\/?s
<I),(s,t)=\/p—q(—coshte r’,—sinhte fl)
- va /P
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y verifica que ®p, 4 (s +2m/Pq,t) = ®p 4(s,1), Y(s,t) € R?, induciendo una inmersion lagran-
giana estacionaria hamiltoniana de un cilindro autoexpansivo (véase la Figura 3.2).

Ademds, si p es impary q par, entonces ®p 4 (s +7my/Pq,—t) = Pp4(s,t), V(s,t) € R?, indu-
ciendo una inmersion lagrangiana estacionaria hamiltoniana de una banda de Moebius auto-
expansiva (véase la Figura 3.3).

Figura 3.1: Proyecciones de un plano autoexpansivo ®s, cosh?§ # Q,
en los 3-espacios coordenados de C? = R4.

Nota 3.2.2. Cada inmersion ¢5, 0 > 0, es congruente a la que se obtendria siguiendo la cons-
truccién de la Proposicion 3.1.1 a partir de la geodésica legendriana de H3(—1) dada por

ao(t)=(senht,cosht)
y la curva legendriana de curvatura constante en S3(Rs)
ro(s)=(ts e'*,iss e /%)

donde Rs = /t5 + 53, con s; =senh, c; =coshd y t; =tanhd.
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Figura 3.2: Proyecciones del cilindro autoexpansivo ®3;, en los 3-
espacios coordenados de C? =RR*.

La segunda familia aporta ahora nuevas superficies autocontréctiles con las mismas topolo-
gias que las descritas en el Proposicién 3.2.1.

Proposicién 3.2.3. Definimos
(3.9) YT,:R*—C% 0<p<m/2
To(s, t)= (—isg cosht e ,t, senht e s) ,

dondes, =sinp, c, =cosp yt, =tanp. Entonces Y, es una inmersion conforme lagrangiana
estacionaria hamiltoniana que verifica H = —Té, es decir, es una solucion autocontrdctil del
flujo de la curvatura media.

Sicos? o0 #Q, Y, es, ademds, un plano autocontrdctil embebido (véase la Figura 3.4) asintético
al cono lagrangiano estacionario hamiltoniano

(3.10) {(—ixleg,xg e‘ic@s) ((x1,%2)€R?, sER, xfzcoszgxg}.
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Figura 3.3: Proyecciones de la banda de Moebius autoexpansiva ®3 2,
en los 3-espacios coordenados de C? = R*.

Sicos?p=p/q€Q,(p,q)=1, p <q, entonces Y, viene dado por
(3.11) Ty R*—C% p<gq,

—7 - [q 1 P
Tpvq(sr t)= V Cl—p (\/_; COShtelﬁs,ﬁ senht‘e lﬁs)

y verifica que Y, 4 (s +2m/Pq,t) =Tpq(s,t), V(s,t) € R?, induciendo una inmersion lagran-
giana estacionaria hamiltoniana de un cilindro autocontrdctil (véase la Figura 3.5).

Ademds, si q es pary p es impar, entonces Y 4 (s +7ypq,—t) =Y, 4(s, 1), V(s,t) €R?, indu-
ciendo una inmersién lagrangiana estacionaria hamiltoniana de una banda de Moebius auto-
contrdctil (véase la Figura 3.6).

Nota 3.2.4. Cada inmersién Y, 0 < o < /2, es congruente a la que se obtendria, siguiendo la
construcciéon de la Proposicién 3.1.1, a partir de la geodésica legendriana de ]I-]I‘;’ dada por

ao(t)=(senht,cosht)
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yla curva legendriana de curvatura constante en S3(R, ) dada por
ro(s)=(tye %%, —is, /%)

donde R, =/} +55, consy =sinp, cp =CosQ y tp =tanp.

Figura 3.4: Proyecciones de un plano autocontractil T, o # Q, en los
3-espacios coordenados de C2 =R4.

Nota 3.2.5. Podemos recuperar los ejemplos autoexpansivos lagrangianos estacionarios ha-
miltonianos & y autocontréctiles . estudiados por Lee y Wang en la Proposicién 2.1 de [LWa09],

observando que &(u,0)= ,/pp—_”; d)p,q.(,/pq O, u)yS(u,0)=i % Ypq(vPGO,u)cond,,
y Tp 4 dados en (3.8) y (3.11), respectivamente.

Nota 3.2.6. Tomando x; = pT_q cosht >0yx,= pp%q senh ¢, podemos reescribir

() ) a (VP00 = (sre 0 xae®?), x4 pai=q-p<o
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Figura 3.5: Proyecciones del cilindro autocontrictil Y;3, en los 3-
espacios coordenados de C? =RR*.

y tomando x; = ,/ % cosht>0yx,= ? senh t reescribimos

( (l) (1) )Tp,q (\/ﬁe,t)z(xleiqe,xze_ipg), gxi—px;=q—p>0,

donde 0 < 0 < 27. De esta forma se llega a los ejemplos dados en la Proposicién 2.1 de [[Wal0]
en el caso 2-dimensional. Restringiendo 6 € [0, ), en la Proposicién 2.2 de [[Wal0] se prueba
que estos ejemplos son orientados siy s6lo si p — g es par y embebidos siy sélo si g =1.

Finalmente, remarcamos que ®5 y T, los generalizan aunque podrian ser incluidos en la
observaciéon que aparece en la Nota 2.1 de [LWal0].

Demostracion de las Proposiciones 3.2.1 y 3.2.3. Llamamos ® = &5 por abreviar la notacién. Es
un ejercicio probar que

(3.12) |®s|* =5 cosh®t +s5senh® t =&, %,  (D5,8,)=0.
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Figura 3.6: Proyecciones de la banda de Moebius autocontrictil Y »,
en los 3-espacios coordenados de C? = R*.

Esto demuestra que ® es una inmersién conforme lagrangiana cuya métrica inducida viene
dada por

()= ez”(t)(ds2 +dt?), e2u(t) = tfs cosh? t + s(zs senh?t.

Consideramos la base ortonormal orientada {e; = %, e, = Tfl‘
S t

ta referencia se obtiene ficilmente que eife = ¢i%°/%_ Asi concluimos que ® es estacionaria
hamiltoniana ya que ¢ dependo s6lo de s. Usando (2.2) y la referencia anterior {e;, e2} no es
dificil obtener que el vector curvatura media de ® viene dado por

} y aplicando (2.1) usando es-

2 ,—2u
:sge

H<I> ](I)s

Cs
y cumple que Hy = &L

Para probar que ® es un embebimiento, supongamos que ®(s;, t;) = ®(s2, £2), y entonces es
claro que cuando (s1, t1) # (82, £2) necesariamente cf; es un niimero racional.
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Finalmente, ® es asintético al cono lagrangiano estacionario hamiltoniano dado en (3.7),
teniendo en cuenta que si ¢ — 400, entonces cosh ¢, senht ~ ef/2 y si t — —o0, entonces
cosht~e~t/2ysenht ~—e~!/2.

El razonamiento para Y, seria completamente similar, por lo que lo omitimos. O

La tercera familia que presentamos proporciona finalmente nuevas superficies autocontrac-
tiles con la topologia de un cilindro, un toro o una botella de Klein.

Proposicion 3.2.7. Definimos

(3.13)

U, :S'xR—C? v>0,

. it .
U, (e”,t) = (CV coss e ,t,sens e’s"’),

dondes, =senhv, ¢, =coshv yt, =cothv. Entonces ¥, es una inmersion conforme lagrangia-
na estacionaria hamiltoniana que verifica H = —lllﬁ, es decir, es una solucion autocontrdctil del
flujo de la curvatura media.

Sisenh?v #Q, W, es, ademds, un cilindro autocontrdctil lagrangiano embebido.

Sisenhv =m/neQ, (m,n)=1, entonces ¥, viene dado por

(3.14)

W :S!XxR—C? (m,n)=1,

1 . I 1 . m
Uals,t)=vm+n —cosse"/%t,—sense’\/;t )

Ademds, ¥ =V, ,, satisface las siguientes propiedades:

@)

&)

U(s+2m,t)=W(s,t)=W(s, t +2nv/mn), V(s, t) € R?; si, ademds, m y n son impares ¥(s +
T, t+mymn)=V(s,t),V(s, t) €R?. Sea A, el reticulo generado por(2m,0) y (0,27 mn)
(respectivamente (27,0) y (7, T/ mn)) cuando m o n son pares (respectivamente cuando
m y n son impares) ¥ Ty.n = R?/Am, n el correspondiente toro autocontrdctil (véase la
Figura 3.8). Entonces:

. %, m o n pares,
Al‘ea(gm,n): (m+n)27r2 .
~Jmn M ynimpares

Si m es impary n es par, entonces W(2n — s, t + ny/mn)=Y(s, t), Y(s,t) €R?. Si m es par
y n impar, entonces O(1 — s, t +wymn) =W(s, t), Y(s, t) € R?. En ambos casos, m + n es
impary Im.n es el recubridor de la correspondiente botella de Klein autocontrdctil X, p,
(véase la Figura 3.9).
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(3) El toro de Clifford 71,1 (véase la Figura 3.7) es el tinico toro que es embebido en la familia
Yon.

Figura 3.7: Proyecciones del toro de Clifford autocontractil 7,1, en los
3-espacios coordenados de C? =R*.

Nota 3.2.8. Cadainmersiéon ¥,, v > 0, es congruente a la que se obtendria, siguiendo la Propo-
sicion 3.1.1, a partir de una curva legendriana de curvatura constante en H3(—p,) dada por

av(t)z (C'V eit/s”,tv eisvt)

donde p, = /c2 +t2, con s, =senhv, ¢, = coshv y t, = cothv, yla geodésica legendriana de
S3(1) dada por

y0=(coss,sens).

Nota 3.2.9. La inmersion Warcsenn1 = 1,1, correspondiente al toro de Clifford puede compro-
barse que es la tinica superficie Willmore en esta familia. Salvo isometrias, es suficiente consi-
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Figura 3.8: Proyecciones del toro autocontractil 7 3, en los 3-espacios
coordenados de C? =R*%.

derar v € (0,arcsenh 1] (y por tanto m < n) ya que ¥;, con 7 = log(cothv/2), es congruente a

w,.
1: —_— 2 = —_— y i i
Tomando x MiN cossy X Min sen s, podemos reescribir
n m
U (s,\/m n 9) = (x1 e x, e’me) , nxf—l— mx§ =C:=m+n>0.

Asi llegamos de nuevo a otros ejemplos considerados por Lee y Wang en la Proposicién 2.1
de [[Wal0] en el caso 2-dimensional. Remarcamos que W, los generaliza aunque, al igual que
pasaba con las familias ®5 y T, podrian ser incluidos en la observacion de la Nota 2.1 de
[LWa10].

Nota 3.2.10. Usando la Proposicién 2.2.1 también obtenemos que el funcional Willmore # (M) :=
fM |H|?d u de los toros 7, ,, viene dado por

4 2 2
%, m o n pares,

%, m y n impares.
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Figura 3.9: Proyecciones de la botella de Klein autocontractil .7 », en
los 3-espacios coordenados de C? = R*.

Por otro lado, es claro que los toros lagrangianos estacionarios hamiltonianos 7;,,, admiten un

grupo unoparamétrico de isometrias. Usando la notacién de [CU98], no es complicado com-
. . . . /2

probar que sus recubridores universales corresponden con las inmersiones 7 5 sen BeqQ.

Demostracion de la Proposicién 3.2.7. SeaW =W, por abreviar la notacion. Es un ejercicio com-
probar que

|\115|2=ti coszs+ci sen’s = |0, %, (W, T, )=0.

Esto demuestra que ¥ es una inmersién conforme lagrangiana cuya métrica inducida viene
dada por

(3.15) (., )=ez”(5) (dsz—l—dtz), ez"(s):ti coszs—l—ci sen’s.

W, 0, e, = W, 0,
121’2~ Tal

(2.1), es sencillo obtener que eife() = —j eIt/ De este modo, concluimos a la vista de (3.15)

Consideramos la base ortonormal orientada {e; =

} v usando esta referencia en
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que ¥ es estacionaria hamiltoniana ya que By s6lo depende de ¢. Usando (2.2) y la anterior
referencia {e;, e»}, no es dificil obtener que el vector curvatura media de ¥ viene dado por
C2 e—2v

Hy=— JV;
SV

y satisface que Hy = —Wt,

Es facil obtener que ¥ es un embebimiento ya que W(sy, 1) = W(s2, £2) y (1, 11) # (2, £2) impli-
can que s? es un niimero racional.

Las propiedades geométricas de ¥, , se deducen de los datos anteriores yla Nota 3.2.8. [

3.3. CLASIFICACION DE LAS ESTACIONARIAS HAMILTONIANAS

No es fécil encontrar en la literatura resultados de clasificacion local de soluciones autoseme-
jantes del flujo de la curvatura media. En el siguiente teorema clasificamos aquellas que son
lagrangianas estacionarias hamiltonianas en el plano euclideo complejo.

Teorema 3.3.1. Sea ¢ : M? — C? una solucién autosemejante lagrangiana estacionaria hamil-
toniana del flujo de la curvatura media.

(a) Si ¢ es autoexpansiva, es decir H = ¢, entonces ¢ es localmente congruente a alguna
inmersion ¢s : R? — C2, 6 > 0 (descrita en la Proposicién 3.2.1).

() Si¢ es autocontrdctil, es decir H=—¢~, entonces ¢ es localmente congruente a una de las
siguientes inmersiones:
(i) el cilindro circular rectoS! x R;
(ii) el toro de CliffordS' x S;
(iii) Yo :R? — C?, para algtin p €(0,7/2) (descrita en la Proposicion 3.2.3);

(iv) ¥, :S!' x R — C?, para algtinv > 0 (descrita en la Proposiciéon 3.2.7).

Demostracion. En primer lugar, seguimos [CU93] para realizar un estudio local de ¢p. Podemos
asociar a cualquier inmersion lagrangiana ¢ : M — C? una 3-forma diferencial © en M definida
por

6(2) = f(2)(dz)’, con f(z)=4C(2;,2;,0,),
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y una forma diferencial A en M definida por
A(z)=h(z)dz, h(z)=2w(5;,H),

donde z = x + iy es una carta local isoterma en M de forma que la métrica inducida se es-
cribe de la forma ¢*(, ) = e?“|dz|?, siendo |dz|? la métrica euclidea usual, y donde C y w
se extienden C-linealmente a los fibrados tangente complexificados. Aclaramos que aqui & se
corresponde con i en [CU93].

Entonces, puede comprobarse que las ecuaciones de Frenet de ¢ vienen dadas por

e—Zuf
2

h
(3.16) ¢zz=2uz¢z+51¢z+ ]¢Z}

h h
¢ZZ—E]¢2+E]¢Z,

y sus ecuaciones de compatibilidad (véase [CU93, ecuacion (3.3)]) vienen dadas por

R — e |2 _
-
(517 Im(hz)=0,

E= e2” (hz—zuz h)

4u22+ 0,

La ecuacién (2.2), que nos relaciona H con el dngulo lagrangiano 3, se puede escribir ahora
como h = f3;.

Debido a que ¢ es una solucién autosemejante del flujo de la curvatura media, de (1.5) tene-
mos que h=—¢&{¢z, J@), siendo ¢ ==*1, y de (3.16) se deduce que

(3.18) hz=—g Re (R|¢[2).

Teniendo en cuenta en (3.16) que (¢, ¢z) = e?“/2y (¢, ¢.) =0 se tiene que

(3.19) |2, =2¢|h|* +e*"
y
(3.20) 92, =2u|¢l2+& (h*+e " fh).

Como ¢ es también una inmersién lagrangiana estacionaria hamiltoniana, la segunda ecua-
cién de (3.17) nos dice que hz = h; = 8,z = 0. De ahi deducimos que A es una diferencial
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holomorfa, y podemos normalizar h = u, u > 0, ya que h y H tienen los mismo ceros y a # 0.
Asi, (3.18) dice que la funcién g :=|¢|? satisface g, = 0; esto es, g = g(y). Ademds, de (3.19) se
sigue que g satisface la ecuacion diferencial ordinaria

(3.21) g =4(2eu*+e*).

En particular, obtenemos que u = u(y) también depende sé6lo de la variable y. A partir de
(3.20), podemos expresar f en términos de g y # como

_ezu &£, € 7 2
(3.22) f= p (zug 4g u).

Si ¢ T denotala componente tangente de ¢, usando que |h| = % |H|? y tomando mé6dulos en
la igualdad

¢p=¢ +eH,
tenemos que
g"”
(3.23) 8= e 2u (T +4,LL2) .

Esto implica que g > 0.

Combinando (3.21) y (3.23) llegamos a la siguiente ecuacién diferencial ordinaria para g:
(3.24) gg’—g*=16u? (l—l—%g).

La ecuacién (3.24) no admite soluciones constantes si a # —1y, para a = —1, tiene como
unica solucién constante g = 2. En este caso, de (3.21) o de (3.23) se tiene que e?* =2u?y
(3.22) nos dice que f = —2u3. La integracion de las correspondientes ecuaciones de Frenet
(3.16), que en este caso se expresan simplemente como ¢xx = ¢yy = U J Py, Pxy = U J Py, n0S
lleva al toro de Clifford S! x S!. Esto prueba del apartado (b)(ii).

En el caso general, obtenemos una integral primera para (3.24) dada por
(3.25) g?=P(g):=4Eg?>—16cu’g—16u?, EE€cR.

Nuestro objetivo ahora es encontrar una ecuacién diferencial ordinaria para el parametro
conforme de la métrica inducida. Usando (3.23) y (3.25) tenemos que

(3.26) e’ =Eg—4u?/a.
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Entonces (3.25) se traduce en

(3.27) u?—4eu’Ee 2" 44y’ F?e " =,
y asi
(3.28) u’+4eu?Ee " —8u* E*e™*" =0.

Usando (3.26) y (3.27), (3.22) implica que
(3.29) f=u(e*—4¢E),

que es compatible con las ecuaciones (3.17) y (3.28).

Usando la expresién de f obtenida en (3.29), podemos reescribir las ecuaciones de Frenet
(3.16) del siguiente modo:

Pxx =_u/¢y + (Z‘U—ZS‘uEe_zu) J ¢z,
(3.30) ¢xy = u,¢x +23HEe_2u]¢y»
Gyy=u'¢py+2euEe " Jp.

Después de un largo calculo, usando (3.30), (3.27) y (3.28), obtenemos que ¢yyy = E@y y
¢yyy = E ¢,. Salvo traslaciones, podemos considerar

(3.31) ¢,y =E¢,
y de (3.30)
(3.32) ¢xx:_E¢ +2M]¢x.

En particular, H=2p e 2% J .

Por un lado, cuando E = 0, de (3.25) se tiene necesariamente que ¢ = —1. Obtenemos que
e’ =4y? de (3.26) y f =4 u3 de (3.29). Integrando las correspondientes ecuaciones de Frenet
(3.30), obtenemos simplemente que ¢x =2u JPx, Pxy = ¢y =0, lo que conduce al cilindro
circular recto S! x R. Esto prueba el apartado (b) ().

Por otro lado, cuando E # 0, el discriminante del polinomio de segundo grado P(g) en (3.25)
es 256 u? (u?+ E). Como P(g) = g’?, debe ser no negativo para g > 0 (y observamos que
P(0) < 0), distinguimos dos casos segln el signo de la energia E para alcanzar las siguientes
conclusiones:
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= Caso (a): Si E >0, entonces g estd acotada inferior y superiormente.

» Caso (b): Si E <0, necesariamente se tiene E > —u?, y g estd inferiormente acotada. Ob-
servamos que (3.26) muestra que si E < 0, entonces necesariamente € = —1, y apuntamos
también que el caso E = —u? corresponde precisamente con el caso constante g =2.

Procedemos ahora a integrar explicitamente (3.30) a través de (3.31) y (3.32). En vista de (3.26)
no se pierde generalidad si suponemos que ©’(0) = 0. Sea « := ¢2%(%) > (. Entonces (3.27) nos
dice que

ea
(3.33) E=ca 1-{—4—#2 .

Caso (a) (E > 0). Usando (3.30), (3.31) y (3.32), obtenemos

¢(x,y)=cosh (\/Ey) Ci(x)+senh (\/fy) Cy(x),

donde Ci(x) = 2%“](,bx(x,o) y Co(x) = \/Lf ¢y(x,0). Es claro que (Cy(x), C2(x)) = 0y, ademds,
(3.30) y (3.33) implican que

—iea 2ieuE
Cx), Cx="E

Ci(x)= Ca(x).

Eligiendo en C? la base unitaria £, = ¢(0,0)/va, &2 = ¢,(0,0)/+/a, llegamos a que

¢(x,y): (Zlg‘u COSh(\/Ey) exp (—ig—ax) ,E Senh(ﬁy)exp (ZZZ‘LLE.X)) .

Ja 2u vE

Introduciendo el nuevo pardmetro b := g(0) > 0 y usando (3.23), tenemos que b = 4752. Por
tanto, de (3.33) deducimos que 1+¢b = 4‘; ZE. Observemos que si € = —1, entonces 0 < b < 1
ya que estamos en el caso E > 0. Haciendo el cambio de coordenadas x +iy = \%E(s +it),

finalmente tenemos

' vb
¢)(s,t)=(:|:i bcoshtexp( TS ) senhtexp(:l:i\/l—i—ebs) )

Viteb) Viteb

siendo el signo + segtin que £ = =£1.

Si £ =1 escribimos que b = senh?§, § > 0, y esto prueba el apartado (a); si £ = —1, ponemos
b=sen?p, 0< p <7/2,y esto prueba el apartado (b)(iii).
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Caso (b) (—u? < E < 0). En este caso, recordamos que necesariamente ¢ = —1 y el razona-
miento es similar. Usando (3.30), (3.31) y (3.32), obtenemos que

¢(x,y)=cos (\/ —Ey) Ci(x)+sen (\/—Ey) Ca(x),

donde Ci(x)= —27“ Jpx(x,0)y Ca(x)= \%E ¢y(x,0). De nuevo (3.30) y (3.33) implican que

ia 2iUE
Ci)=5, 00, G=- K

a

Cg(x).

De esta forma, ¢ viene dada por la expresion

21 ] 2iuE
o(x,y)= (—% cos (\/ —Ey) exp (%x) , ‘/\/;‘;senh( —Ey) exp (— 15 x)) .

Introduciendo el nuevo pardmetro ¢ := g(0) > 0 y usando (3.23), se tiene que ¢ = %. Usando

ahora (3.33), llegamos a que —1+c¢ = _4(;25 (observamos que —u? < E < 0 implica que ¢ > 1).

Haciendo el cambio las coordenadas x +iy = ﬁ (t+is), tenemos que

¢(t,s):(—i\/fcossexp( i ) ve sensexp(i\/—1+ct)),

v=1+c) v=1+c¢

donde ¢ > 1. Finalmente poniendo ¢ = cosh?v, v > 0, se prueba la parte (b)(iv). O

Consecuencia del Teorema 3.3.1 es la siguiente caracterizacién de los toros 7, , que estudia-
ron Lee y Wang (véase la Nota 3.2.9).

Corolario 3.3.2. Los toros 7,,,,, (descritos en la Proposicion 3.2.7) son las tinicas soluciones auto-
semejantes lagrangianas estacionarias hamiltonianas del flujo de la curvatura media compactas
y orientables en el plano euclideo complejo.






SOLITONES DE TRASLACION LAGRANGIANOS
EN EL PLANO EUCLIDEO COMPLEJO

En este capitulo construimos numerosos nuevos ejemplos de solitones de traslacion lagran-
gianos en C?, haciendo uso de ciertas soluciones del flujo de “acortamiento” de curvas, que
incluyen curvas autocontractiles, autoexpansivas o espirales. Nuestros ejemplos generalizan
extensiblemente (en el caso 2-dimensional) los sorprendentes solitones de traslacién encon-
trados por Joyce, Lee y Tsui en [JLT10].

Todos ellos quedaran caracterizados localmente en términos de una condicién analitica so-
bre el producto hermitico del vector de posicién de la inmersién y el vector de traslacién, que
nos permitird una separacién de variables en el proceso de integracion.

El ejemplo (no trivial) mds sencillo de nuestra familia, construido a partir de una recta y una
circunferencia, se caracteriza como el tinico solitén de traslacién lagrangiano estacionario ha-
miltoniano (no totalmente geodésico) para el flujo de la curvatura media en el plano euclideo
complejo.
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4.1. CONSTRUCCION DE SUPERFICIES LAGRANGIANAS CON CURVAS PLANAS

En esta seccion describimos una construccion de superficies lagrangianas en C? en términos
de curvas planas ([CL13]) que goza de buenas propiedades geométricas en el sentido que son
similares a una construccién tipo a un producto de curvas. Destacamos en el siguiente resul-
tado aquellas propiedades geométricas que nos resultardn de interés posteriormente para la
construccion de solitones de traslacion lagrangianos en C2.

Proposicion 4.1.1. Sean a := a(t): 1 - C\{0}, t € I, y w := w(s) : [, —» C\ {0}, s € I, curvas
planas, donde I, e I, son intervalos deR. Para cualquier ty € I y so € I», definimos

d=axw: [ XxLCR>?->C?>=CxC

®(t,5)= ( f d)(y)mdy_f o (x)a(x)dx, a(r)w(s)),

0 to
donde’ y " denota la derivada respecto a t y a s respectivamente.
Entonces ® es una inmersion lagrangiana cuya métrica inducida es

4.1 ()= (laP +1ol?) (I Pde* +1olds?),
cuya aplicacion dngulo lagrangiano viene dada por
(4.2) Bo =arga’ +arg o+ (mod 27)

¥ cuya curvatura media es

(4.3) Hgp (K J®; + Ko JPs),

e+l

dondexq y K, denotan las curvaturas dea y w.

Demostracion. Veamos en primer lugar que ® es una inmersién lagrangiana. Es facil obtener
que

(4.4) 0.0, =0, =d/ (-, w), P0=0;=w(w,0Q)
Por tanto, deducimos que

4.5) @2 = (|laP +]wP), (@,®)=0, [&2=|af(laf+]w?).
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Asipues, ¢ es una inmersion lagrangiana cuya métrica inducida viene dada por (4.1).

Consideramos ahora la base ortonormal orientada {e; :Tfl’ , e :Tfi‘} del plano tangente a
t s

® (I, x I) con objeto de calcular el dngulo lagrangiano 8 de ® segtin (2.1). Usando (4.4) y (4.5),
se tiene que

. o, &,
e'Pe = detp(Dye;, Drer) = detc (—,—)
T || |
B o’ w -a o | _ a’ o
|l (laP +|wP)] o « ll|w]’

que implica (4.2). Calculamos finalmente Hg a partir de (2.2) utilizando de nuevo la referencia
{e1, e»} antes utilizada. Usando que (arga’)’ =(a”, Ja') /1Py (argw) = (&, Jw)/|w|?, es facil
concluir la expresion dada para Hg en (4.3).

O

Nota 4.1.2.

1. Intercambiando los papeles de a y w obtenemos superficies congruentes en C2. Igual
ocurre con rotaciones de a y/o w. Pero solo considerando la misma homotecia para a y
para w llegariamos a conseguir inmersiones lagrangianas homotéticas. Concretamente
laxlw=1?a%xw,Y1>0.

2. Observamos ademds, a la vista de (4.1), que si (¢*, s*) € R? verificase que a(t*) = 0 = w(s*),
entonces (t*, s*) seria un punto singular de a*w. Por ello, se exige en el Proposicién 4.1.1
que las curvas a y w generatrices de a * w no pasen por el origen.

Si tomamos en nuestra construccién « * w descrita en la Proposicion 4.1.1 las curvas més
sencillas posibles, esto es, rectas que pasan por el origen,

(4.6) ag(t)=t, teR; wo(s)=s, seR

obtenemos una parametrizacion del plano lagrangiano totalmente geodésico dada por

§2 2
4.7) (ao*a)g)(t,s)=( ,ts).

2

Cuando consideramos como curvas generatrices circunferencias centradas en el origen,

(4.8) ag(t)=Rie'’, teR, Ri>0; wg(s)=R:e’, s€R, Ry>0
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recuperamos el cilindro circular recto R x S! (R; R,) parametrizado por

4.9) (ar, *wr,) (£,5)=(Ris —R3t, RiR, e’ *").

De especial interés en este capitulo serd la superficie lagrangiana 3 := a; * wg (véase la Figura
4.1) dada por

2 .
(4.10) m(t,s)z(%—it,e”s), (t,s)€R?
cuyos datos geométricos son
(4.11) P, ) =(1+5%) (d*+ds*), Bpt)=1+37/2, Hy =22
1452

Usando (4.11), es facil concluir que By es armonico y, por tanto, se trata de un embebimiento
lagrangiano completo del plano R? que es estacionario hamiltoniano.

Figura 4.1: Proyecciones del solitén de traslaciéon a; * wq estacionario
hamiltoniano, en los 3-espacios coordenados de C? = R*.
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En [CL13] estudiamos la familia a*w introducida en la Proposicién 4.1.1 bajo diferentes ecua-
ciones relacionadas con las curvatura media. Comentar que es posible incluso obtener super-
ficies lagrangianas compactas para adecuadas curvas generatrices a y w, como Lemniscatas de
Gerono o curvas Lissajours.

4.2. NUEVOS EJEMPLOS

Comenzamos esta seccion describiendo en el siguiente resultado una familia 2-paramétrica de
curvas planas que proporcionan una curiosa solucién para el flujo de “acortamiento” de curvas
(1.14).

Lema4.2.1. Sea o una curva plana parametrizada por el arco. Supongamos que existena, b €R,
no nulos simultdneamente, tales que la funcién curvatura x , de a satisface

(4.12) ke =ala(t),Ja'(t))+b(a(t), (1))
donde’ denota la derivada respecto al pardmetro arco de a. Entonces la familia de curvas

(4.13) at:\/Zat+1ei%1°g(2“t+l)a, 2at+1>0,

es una solucion del flujo de la curvatura media para curvas

i Lo
(4.14) (Eat) =Kq;

tal que oy = a. Ademds, K, satisface la siguiente ecuacion en derivadas parciales

(4.15) KoK — K24+ K2 (a-i—Ki)—i—beZ:O.

Nota 4.2.2. En los casos limites b =0y a — 0 recuperamos soluciones bien conocidas del flujo
de la curvatura media para curvas:

= Sib=0, (4.12) nos dice que el vector curvatura de « satisface k, = aa y, por tanto, a es
una solucién autosemejante del flujo para curvas, autocontractil (véase la Figura 1.3) o
autoexpansivo (véase la Figura 1.4) dependiendo de que a < 0 o a > 0 respectivamente;
usando (4.13) el flujo a; = v/2at + 1 a viene dado por homotecias de a en este caso.
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£

I
i

(\{\ I \
e

Figura 4.2: Curvas que rotan bajo el flujo de “acortamiento” de curvas.

= Cuando a — 0, obtenemos de (4.12) que x4 = b(Ja)' y, por tanto, a es una espiral con
velocidad |b| (véase [ChZ01]); usando (4.13) el flujo a; = e?*a viene dado por rotaciones
de a en este otro caso (véase la Figura 4.2).

Demostracion del Lema 4.2.1. Usando que el vector normal de a; viene dado por J ), /v2at +1
y que ko, = Kq/v2at + 1, resulta que (4.14) es equivalente a (%at,]a’t) = K. Es un ejercicio
comprobar que

(4.16) <%at,]a’t>=lm((a+ib)ﬁla).

Pero precisamente la condicion (4.12) que verifica k, puede reescribirse como x, = Im((a +
ib)@ @), lo que prueba que la familia o, dada en (4.13) verifica (4.14).

Para demostrar la tiltima parte del lema, definimos f := (¢, a) y g := (¢, Ja); de esta forma,
la curvatura de « se expresa de la forma x, = b f — a g. Usando las ecuaciones de Frenet de
a, se obtiene que f' =1—x, g, g = Kkq f y es claro que f?+ g2 = |a|?. Calculamos ahora por
separado cada componente de la ecuacién diferencial (4.15):

Kakg=a'g?f?—2a’bg f2+3a’bgf+6a’bg®f —10a’b? f*g*
—a’g’—a'g*+6ab3fig+ab*g®>—2abg’ f+a*b’g* +a’b* f*
_ZabeZ_b4f4_b3gf+b4f2 2’

K.=a'g’f*—2a’bg f*+a’b*f*+2a°bg f—2ab’f*+2a°bg’ f
—4a’b*f?g*+2ab’g f* +b*+2ab’g* —2b°fg +a’b?g"
—2ab3f g3 +b*f?g?,
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K'i (a-i—l('i) =a’g?-2a’bfg+ab’f*+a'g*—4a’bg+6a’b’>g*f*?
—4ab’f3g+bife,
bkg=—a’bgf+ab’f>—b*—ab’g*+b3fg.

Entonces, tras este calculo, obtenemos que x, satisface (4.15).

O

Nota 4.2.3. Elflujo descrito en (4.13) ha sido también estudiado independientemente por Hall-
dorsson en [Hal2]. El comportamiento geométrico de las curvas de esta familia 2-paramétrica
depende de los valores de las constantes a y b que aparecen en la ecuaciéon (4.12). Destacamos
por ejemplo, las siguientes propiedades:

= Sia >0y b #0 las curvas son propiamente embebidas, tienen un punto més cercano al
origen y consisten en dos brazos que salen de este punto y se van al infinito. Cada brazo
tiene curvatura total infinita y giran infinitamente alrededor del origen. Bajo el flujo de
la curvatura de “acortamiento” las curvas rotan y se expanden (véase la Figura 4.3).

=

S

p —
N
/// / / \\\
\\\ \

(\ (‘\ C\)\)

\

Figura 4.3: Curvas que bajo el flujo de “acortamiento” de curvas se ex-
panden y rotan, para los valoresa =1y b = 1.

» Sia <0y b # 0 tenemos dos tipos de curvas: curvas cuyo comportamiento limite es
enrollarse alrededor de la circunferencia de radio 1/v/—a, en el sentido de las agujas de
reloj cuando b < 0 y en sentido contrario si b > 0 (véase la Figura 4.4) y curvas cuya
curvatura nunca cambia de signo y cuyos finales tienen comportamientos distintos: uno
se enrolla alrededor de la circunferencia de radio 1/v/—a en sentido de las agujas del
reloj si b < 0y en sentido contrario si b > 0; el otro final gira infinitamente alrededor del
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origen y tiene curvatura total infinita (véase la Figura 4.5). Bajo el flujo de la curvatura de
“acortamiento” las curvas rotan y se contraen.

Figura 4.4: Curvas que bajo el flujo de “acortamiento” de curvas se con-
traen y rotan, para los valores a =—1y b #0.

Independientemente del propio interés en si de las curvas definidas en el Lema 4.2.1 que
acabamos de describir, sorprendentemente algunas de ellas van a ser el ingrediente clave pa-
ra construir nuevos ejemplos de solitones de traslaciéon lagrangianos del flujo de la curvatura
media. Esencialmente, tomando en la construccién a * w definida en la Proposicién 4.1.1 una
pareja de curvas generatrices descritas en el Lema 4.2.1 siendo a = —cosp, b =seny paraa y
a=cosy, b=—seny para w, para cierto pardmetro angular ¢ € [0, 7) fijo.

Proposicion 4.2.4. Dado ¢ € [0,7), seana =a(t), t € ) CR, yw = w(s), s € I, C R, curvas
planas parametrizadas por el arco cuyos vectores curvatura satisfacen
(4.17) Ke=—cospat+seny (Ja)t, kg=cospw'—senp (Jo),

donde~ denota componente normal e I, I, son intervalos en R.
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Figura 4.5: Curvas que bajo el flujo de “acortamiento” de curvas se con-
traen y rotan, para los valores a =—1y b #0.

Se defineyp : I x I, CR? — C? por

|w(s)P” = la(r)P?

(4.18) p#ET/2: p(t,s):( 2cos g

+ (tany — i) (arga’(¢) +arga(s)), a(t) co(s))

t N
(4.19) p=n/2: p(t,S)=U (a’,]a>(x)dx—f (@, Jw)(y)dy
11 So

0

—i(argd'(t)+argal(s)), a(t)a)(s)),

donde ' y * denotan las derivadas respecto a t y s respectivamente, ty € I y so € I». Entonces p
es un soliton de traslacion lagrangiano del flujo de la curvatura media con vector de traslacién
(1,0)eC2.



64 Capitulo 4. SOLITONES DE TRASLACION LAGRANGIANOS EN C?

Demostracion. Las hip6tesis (4.17) sobre a y w son claramente equivalentes a
(4.20) Ko =cosp(d'(t), Ja(t)) +sen{a’(t), a(t)),
Ko =—c0s p{w(s), Jw(s)) —sin p(w(s), w(s)).

Considerando a(t) y w(s) como funciones complejas, podemos reescribir (4.20) como

4.21) ke =Im (e d'(1)a(t)), ko =—Im (e i(s)ew(s)) .

Para cualquier ty € I1 y sy € I, usando (4.20), (4.17) o (4.21), que (Ialz)/ =2(c,a), (o) =
2(, w) y que (arga’) =K, (argw) =K, ya que a y w estan parametrizadas por el arco, no es
dificil comprobar que tanto si ¢ # 71/2 como si ¢ = 7/2, p puede escribirse, salvo traslaciones,
para cualquier ¢ € [0, ) de la siguiente manera

N t i
4.22) p(t,s)= (ei“" U @(y)mdy—J a’(x)mdx) ,a(t)w(s)) :( eogo (1’ ) axw.

0 o

Por tanto, salvo una rotacién p es congruente a la inmersion a * w.

Usando la Proposicién 4.1.1 tenemos que p es una inmersion lagrangiana conforme con
métrica inducida e?* (dt?+ds?), e?* = (|a]®>+|w|?) y resulta que su dngulo lagrangiano es
Bp=m+ ¢ +arga’ +argw y su vector curvatura media viene dado por

(4.23) Hy=e 2" (K Jp: + Ko IPs).

Finalmente, calculamos (1,0)! usando que la métrica inducida es conforme, (4.21) y (4.22):

(420 (1,00" = e (((1,0), Jpe)Tpe +((1,0), Jp2)Tps)
= e~ (Im((1,0),p;) Jp; +Im((1,0), ps) Jps)
=e¢ % (Im (e'¥aa’) Jp, —Im (e¥ &) Jps)
=e 2" (ko P +Kwps),

Por tanto de (4.23) y (4.24) se sigue que (1, 0)* = H,. Asi pues, p es un soliton de traslacion con
vector de traslacion (1,0) € C2. O

Nota 4.2.5. Las condiciones (4.17) y (4.21) son invariantes por rotaciones de las curvas a y w.
En el caso ¢ = 7/2, a y w deben satisfacer ka=(J 05)l y Ko=—0J w)l, respectivamente. Por



4.2. NUEVOS EJEMPLOS 65

tanto, dos espirales con velocidades opuestas 1 (véase la Nota 4.2.2)) nos proporcionan bajo
la construccién (4.19) un solitén de traslacién lagrangiano para el flujo de la curvatura media.
Debido a que en este caso k4, = (@, ') y ko, = —(@, w), tenemos que el &ngulo lagrangiano en el
caso (4.20) se reduce a ¢ = 11/2 viene dado, salvo constantes, por (|a(¢)|> —|w(s)?) /2.

En el siguiente resultado, prestamos nuestra atencién al caso ¢ =0.

Corolario 4.2.6. Sean a.» y we dos soluciones autosemejantes del flujo de la curvatura para cur-
. P . - . . b d
vas con diferente cardcter, es decir, a.» es una curva autocontrdctil verificando k', = —a; Ywe
una curva autoex, s ] do ¥ o, = wk. E LI x I, cR? — C? vi
pansiva verificando k', = wg. Entonces a.y * we : I} X I, C R* — C* viene
dada por

|w(s)P” —la()]?

(4.25) (ay*wg)(t,s):( 5

—i(argd/(t)+argw(s)), a(r) w(s))

y es un solitén de traslacion lagrangiano para el flujo de la curvatura media con vector de tras-
lacion (1,0) e C2.

En particular, considerando las rectas ao(t) =t y wo(s) = s, y circunferencia a,(t) = e’ obte-
nemos los siguientes ejemplos:

(i)
lwe(s)? t? )

(ap*xwe) (t,8)= (T —iargwe(s)— PX twe(s)

que se corresponden con los Ejemplos 2.2.6 de Joyce, Lee y Tsui descritos en (2.12).
(ii)

(1 xwe) (£,5)= (@ —iargwe(s)—it, e”wg(s))

para los que d; es un campo de Killing.
(iii)

2 lag(0)P

(ay*wo)(t,8)=(2 5

—iarga’, (1), ay(t)s)

cuyo dngulo lagrangiano es el dngulo que forma el vector tangente o', (t) con una direccion

fija.
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Demostracion. El resultado se obtiene directamente tomando ¢ = 0 en la Proposicion 4.2.4
teniendo en cuenta (4.22). La observacion del caso particular (ii) se sigue del hecho que la
métrica viene dada por (1+|w(2)|?) (dt?+ ds?). Para el caso (iii), el &ngulo lagrangiano de
a7 * wy, salvo constantes, es el argumento de afy,(t). O

Para finalizar esta seccion, consideramos en el Corolario 4.2.6 (ii) el ejemplos P = a; * wy,
que ya presentamos en el Seccién 4.1.

Corolario 4.2.7. Sea‘p : R? — C? dada por

B(r,s)= (;—it,e”s).

Entonces*P es un soliton de traslacion del flujo de la curvatura media (con vector de traslacion
(1,0) € C?) embebido completo que es lagrangiano estacionario hamiltoniano. Ademads, B(R?) =
M, donde

M= {(z, w)eC?: w*=2Rez e ?M? Rez 20}.

Demostracion. Es obvio que B3 es un embebimiento. Segtin lo comentado en la Seccién 4.1 yla
Proposicion 4.2.4 3 es un solitén de traslacion. Sélo resta probar que 3 (R?) = ..

Es un ejercicio comprobar que B (R?) c .. Por otro lado, (z, w) € .4, tomamos t =—Imz y
s = w e'Mz ya que s2 =2Rez > 0 por la definicion de B, s estd bien definido y es facil ver que

B(t,5)=(z,w). O

4.3. CARACTERIZACION DE LOS NUEVOS EJEMPLOS Y CLASIFICACION DE LAS
ESTACIONARIAS HAMILTONIANAS

En esta seccién caracterizamos localmente los solitones de traslacién lagrangianos introduci-
dos en la Proposicién 4.2.4 bajo una hip6tesis analitica que nos permitira separar variables en
la integracion de las ecuaciones que se deducen de (1.13).

Teorema 4.3.1. Sea ¢ : M? — C? un solitén de traslacion lagrangiano para el flujo de la curva-
tura media con vector de traslacion e. Supongamos que existe una coordenada local isoterma
z=x+1y tal que la funcién compleja diferenciable (¢, e) satisface aﬁ;y (¢,e)=0. Entonces ¢ es
(salvo homotecias) localmente congruente a una de las siguientes inmersiones:
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(i) el producto de una “curva grim-reaper” (1.4) y una recta;
(ii) el producto de dos “curvas grim-reaper” (véase (2.10) o (2.11));
(iii) la inmersionp descrita en la Proposicion 4.2.4 para algtin ¢ € [0, 7).

Demostracién. Comenzamos considerando sin restriccion el vector de traslacion e =(1,0) € C?
y denotamos por

F:=(¢g,e), G:=(p,]e).

Entonces

¢ =(F+iG,y),

donde ¢ : M — C es la segunda componente de ¢. Trabajamos en la carta local isoterma z =
x+iy de M, de forma que la métrica inducida, se escribe de la forma ¢*(, ) = e?*|d z|?, siendo
|d z|? la métrica euclidea usual.

Dado que ¢.0x = ¢x = (Fc +iGx, ) Y 90y = ¢, = (F, +iGy, 4, ), el cardcter conforme de
¢ en la coordenada isoterma z = x + iy se traduce en

(426) FxZ+G§+|¢x|2:ezu:P;/Z+G§+|¢y|2y FxFy+GxGy+<¢xr¢y):O
y el cardcter lagrangiano de ¢ implica que

(4.27) GxFy_FxGy"'(lpxr]wy):O-

Puesto que ¢, y ¢, son ambos vectores en C, podemos escribir ¢, = A1), para alguna fun-
cién compleja A. Usando (4.26) tenemos que

(4.28) |7L|2= |¢xlz _ ez: —Fi—Gg'
NN =Ty e

Por otro lado, ya que ¢, = Ay, de (4.26) se sigue que
o 2 _ 2u _ 2 _ 2
Yoty = Ayy 2 =2 (e = F2-G2),
yde (4.27)

(W h)) +i(r, Jy) =—FFy — GeGy +i (FGy — G F)) .
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De estas dos tiltimas ecuaciones, deducimos que

(4.29) A2 = (FxFy+GxGy)2+(FxGyz—GxFy)z'
(e~ F-c?)

Igualando las dos expresiones obtenidas para |4/, (4.28) y (4.29), obtenemos que
2u _ 2 2 2 2
(4.30) e =F+F+G+G,
y por tanto, usando (4.26) junto con la ecuacién (4.30) obtenida para la métrica, tenemos que

(4.31) Y«l?=F +G2, Iyl =F; +G.

De la Proposicion 2.2.5, junto con (1.13) y (2.2) también deducimos que F y G deben cumplir
las ecuaciones en derivadas parciales

(4.32) Fix+Fy=G;+G;, Gu+Gyy=-FGi—FGy
y i verifica a su vez esta otra ecuacion en derivadas parciales:

(4.33) Yux+yy =—GeJpx— Gy Iy,

Desde ahora, por la hip6tesis de separabilidad del enunciado del Teorema 4.3.1, podemos
asumir que la coordenada isoterma en la que estamos trabajando verifica que (¢, (1,0)) xy =0
Esto significa precisamente que

(4.34) Fy =0=Gyy.

Observamos que sumar una constante a F o G produce inmersiones congruentes. Hacemos
uso de (4.34) del siguiente modo:

Por un lado, existen funciones reales diferenciables £ = £(x)y 8 = 6(y) tales que

Glx,y)=—(E(x)+0(y)).

Consideramos entonces las curvas planas a = a(x), xe I CRy w = w(y), y € I» C R, parame-
trizadas por el arco, cuyas funciones curvatura son precisamente ko(x) = &(x) y ko, (y) = é(y),
respectivamente. Salvo rotaciones, podemos escribir

(4.35) d(x)=eW,  Gy)=e0V),
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y salvo una constante, también podemos escribir

x y
(4.36) G(x,y)=—arga’(x)—argd)(y)z—J Ka(t)dt—f Keo(t)dt,

X0 Jo
conxop €, yo € Ip.

Remarcamos que, acorde con la Proposicién 2.2.5 (1), el 4ngulo lagrangiano 8 de ¢ viene
dado por

B(x,y)=<E(x)+0(y)+ o, Po<R.

Por otro lado, existen funciones reales diferenciables A = A(x)y B = B(y) tales que
(4.37) F(x,y)=A(x)+ B(y).
Sustituyendo (4.36) y (4.37) en (4.32) obtenemos que
A"+ B=x2+x2, K +ko=—KqA =K B.

Por tanto, existen A, u € R tales que A y B satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales
ordinarias:

(4.38) A'=xk2-2, kA =p-x,

(4.39) B=x2+2,  KoB=—ku—pu.

Notemos que el sistema (4.38) que obtenemos para A es el mismo que el que obtenemos para
B (4.39), intercambiando los papeles de A y u por —A y —u, respectivamente. Estudiamos, por
ejemplo sélo las ecuaciones para A. Si x, = 0, entonces u = 0y A” = —A; es decir, salvo cons-
tantes, A(x) =—Ax2/2—b; x, con by €R. Si, por el contrario, k, # 0, fuera de los ceros de kg, la
segunda ecuacion de (4.38) nos dice que A’ = (u — k’,)/k € integrando llegamos a que

A(x) =f - ‘(‘x) dx —loglka(x)l.

Si ahora sustituimos esta solucién A(x), en la primera ecuacién del sistema (4.38) obtenemos
que k, debe verificar la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

(4.40) KoKl — K;z + uK, = K‘i ()L — K‘i) .
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Por un razonamiento andlogo tras la anterior observacion, si k., =0 entonces u =0y B(y) =
Ay?/2+byy, con by € R, salvo suma de una constante y si k,, # 0, fuera de los ceros de k,,,
tenemos que

B(y)= —f Kwu(y) dy —logl|ku(y)l,

donde x,, es una solucién de la ecuacion diferencial

4.41) Kok — K2 — ke =K% (—A—Kfo).

Por tanto estamos obligados a estudiar las ecuaciones (4.40) y (4.41). Lo hacemos en el si-
guiente lema que tiene interés por si mismo en el &mbito de la Teoria de Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias. Reconocemos (4.40) y (4.41) en el Lema 4.2.1 tomando a = FAy b = £u
respectivamente. Esto nos va a dar la pista clave para probar el siguiente resultado.

Lema 4.3.2. Dados A, u € R, consideramos la ecuacion diferencial ordinaria
(4.42) Kk — ik + 1% (A+K) = pk.

= Si (A, 1) =(0,0), entonces k% /% + k2 = p?2 > 0 es una integral primera de (4.42) yx(y) =
p/cosh(py),y €R, es la solucién que satisface k(0) = 0.

n Si(A,u) #(0,0), seak,, la curvatura de una curva w plana, parametrizada por el arco, que
verifica k , = —A{w, Jw) — u{w, w). Entonces x, es la solucion general de (4.42). Ademds,
K, verifica:

(o +p)?
K2,

(1) +x2 = (A2 +u?) |w?,

) —10g|Ka)|—f‘u/K'w—l'wa= ()\—i—i,u)fd)a,fuemde los ceros dex .

Demostracion del Lema 4.3.2. El caso (A,u) = (0,0) es un simple ejercicio. Cuando (A,u) #
(0,0), se demostro en el Lema 4.2.1 que «,, verifica (4.42). Volvemos a usar la misma notacién
que usamos en la demostracion del Lema 4.3.2, es decir, sea f = (0, w) y g = (®, Jw); de esta
forma, la curvatura de w se expresa de la forma x, = —Ag — uf. Volviendo a usar que

(4.43) f=1-x,g  &=kof [fP+g°=|wl

puede comprobase directamente la parte (1) de lema.
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Para probar la parte (2) derivamos en el primer miembro y volvemos a usar (4.43)

’ . A'_'_ '_
(—loglkwl—f’(ﬁdy—ifkwdy) —K—w—i—iszw+i(1g+uf)

Ko Ko Ko

=Af—ug+i(Ag+uf)=A+iu)(f+ig)
=(A+iu) oo,

lo que demuestra la parte (2).

Finalmente, dadas condiciones iniciales arbitrarias k¢ = x(0) y k1 = ¥(0) para (4.42), el sistema
de ecuaciones —Ag(0)—u f(0) =xo, ug(0)—Af(0) = u+x, tiene una tinica solucion gracias a que
(A, 1) #(0,0). Esto muestra que x, es la solucion general de (4.42) y concluye la demostracién
del lema. O

Procedemos ahora a integrar ¢ = (F +1i G,l/)) usando la informacién obtenida de (4.37),
(4.36), (4.30) y (4.31). Distinguimos los siguientes casos segiin la posible nulidad de las cur-
vaturas de a y w:

Caso (1): kq =0=k,. En particular y =0y G es constante. Por tanto 8 es también constante
y, por consiguiente, ¢ minimal. Ademads tenemos que

A A
Fquz—Ex?—mx+§y?+my, e? V) =(Ax+ b P+ (Ay +bo)°.
Caso (2): x4 =0y K, # 0. En particular y = 0. Por tanto, F y G quedan de la siguiente manera:

A
Fu40=—§x*4nx—bmmdwh GUO=—dewd%

y el factor conforme de la métrica inducida es

Ko(y)?

e V) =(Ax+ b)) + 5
Ko(y)

+ Ka)(y)zy

donde x, es una solucién de (4.41) con u =0.

Caso (3): kq #0Yy Kk, =0. En particular u = 0. Andlogamente al caso anterior, obtenemos que
Fy G quedan de la forma

A
F(x,y)=—loglka(x)|+§y2+bgy, G(x)=—JKa(x)dx,
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y el factor conforme de la métrica inducida se escribe como

K’ (x)?
et = —K“EX; K+ (Ay +b2)°,
a

donde x, es una solucién de (4.40) con u =0.

Caso (4): k4 #0y K, 7 0. En este caso, u # 0y Fy G quedan de la siguiente forma:

U
Ka(x)

dx—logllcw(y)l—J . ‘u(y)dy,
w

F(x,y)z—loglka(x)lJrf
G(x,y)= —f Kq(x)dx —f kKo(y)dy,

y el factor conforme de la métrica inducida se escribe como

(Kﬁx(x)—u)z

Ko(x)?

(kw(.)/)‘i'.u)z

e2ulxy) —
Ko(y)

+Kalx)+ +xu(y)?,

donde x, es una solucién de (4.40) y x,, una solucién de (4.41).

Para usar el Lema 4.3.2 analizamos las dos posibilidades dadas en el mismo. En primer lugar,
consideramos (A, u) # (0,0). Usando el Lema 4.3.2, sabemos que w y a deben satisfacer x, =
—A, Jw) —ul{o,w) ykqe =2, Ja)+ u{a’,a) y, salvo constantes, tenemos ademds que

(4.44) (F+iG)(x,y)=(A+iu) (J o(y)o(y)dy — f a’(x)&(x)dx)
y
(4.45) V) = (22 +p2) (la(x)? +]w(y)?)

En los casos (1), (2), (3), necesariamente tenemos que A # 0 ya que u = 0. Si hacemos el cam-
bio de variables (x — x +b; /A, y — y + b2/A) entonces las ecuaciones (4.44) y (4.45) también
se verifican (salvo una traslacién) considerando a(x) = x y w(y) =y, cuando k, =0y k,, =0
respectivamente.

Ademés, teniendo en cuenta (4.26), (4.27), (4.30), (4.31) y (4.45) junto con el Lema 4.3.2, no es
dificil comprobar que

(4.46) |l = (A2 +p) |0l Yy P= (A +ud)lal, (Yoyy)=(A+u*)ddow.



4.3. CARACTERIZACION DE LOS NUEVOS EJEMPLOS Y CLASIFICACION DE LAS ESTACIONARIAS
HAMILTONIANAS 73

Analizando (4.33) tras considerar (4.36), usando (4.35) y (4.46), concluimos que existen dos
funciones complejas c; = ci(x,y), i =1,2 tales que

(4.47) Yr=c1d, Yy =20, (c))y @ +(c2)y =0, aci=wcs.

Ya que [c1]2 = [{«? y [cof?> = |y, [, de (4.46) y (4.47) podemos encontrar dos funciones reales
vi=vi(x,y), i=1,2, de forma que

c1 =/ A2+ p?|wle™, Co =1/ A2+ u?|ale™.
Podemos reescribir ahora, las dos tltimas ecuaciones de (4.47) del siguiente modo
(4.48) lw| (v1)y oz’eivl+|0£|(V2)ya')e”2 =0, lw|lae™ =|a|we?,

que conducen a (v1), w @’ +(v2), @ a=0. Como ay &’ (respectivamente, w y ©) son necesaria-
mente linealmente independientes en este caso, de (4.48) deducimos que (v1), = 0=(v2), y por
tanto existe una constante v tal que |w
de (4.48). Usando la primera dos ecuacién de (4.47), llegamos a que

Yr=VA2+pute™d w, Yy =V A2+ ute™ad.

Por consiguiente, salvo rotaciones y traslaciones, tenemos que

(4.49) Y(x,y)= A2+ u? a(x)w(y).

e /w=|ale?2/a = e gracias a la dltima ecuacion

Asi pues, de (4.44) y (4.49) concluimos que

P(x,y)= ((M i) U o) wy)dy —f a’(x)@dx) A2+ u? a(x)w(y)) :

donde a y w satisfacen ko, = —A (@, Jw)—u{w, w) y kg = A{a’, Ja)+u (a’, a). Salvo homotecias,
podemos tomar sin restriccion A+ iy = ei%, con ¢ € [0,27). Luego la expresion de ¢ obtenida
coincide con la expresién (4.22) de los ejemplos a * w introducidos en la Proposicion 4.2.4.
Intercambiando los papeles de a y w es suficiente considerar ¢ € [0, 7). Concluimos pues, que
¢ es uno de los ejemplos mencionados en la parte (iii) del Teorema 4.3.1.

Por tltimo, estudiamos el caso (A, u) = (0,0). Remarcamos que en los casos (1), (2) y (3) s6lo
tenemos que considerar A =0 ya que u es necesariamente cero en esos casos.

En el caso (1), A = 0 implica que u es constante y por tanto, la inmersiéon es llana ademas
de minimal. Por tanto, es totalmente geodésica. Recordamos que g * wg recupera al plano
lagrangiano totalmente geodésico.
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En el caso (2), siguiendo el Lema 4.3.2, salvo constantes tenemos que

dy

(4.50) (F+iG)(x,y)=—b1x +logcosh (py) — ipf cosh (py)

Haciendo el cambio de coordenadas (f,s) = —p(x,y) y tomando —b;/p =senhd, 6 €R, rees-
cribimos (4.50) del siguiente modo:

d
(F+iG)(t,s)=—senhdt +logcoshs + if S _ —sinhét +7(s),
coshs

donde 7(s) es justo el grafo (—logv,v), v € (—7/2,71/2) parametrizado por el arco. Estudian-
do (4.33) de forma similar al caso anterior, usando ahora (4.26), (4.27) y (4.30) junto con las
expresiones de F y G tenemos que

Y(t,s)=t+senhd y(s).

Entonces tenemos que ¢(t,s) = A(y(s), t), siendo A la matriz ( g e ) Por tanto, llega-
mos al apartado (i) del Teorema 4.3.1.

El caso (3) es completamente analogo al caso (2) cambiando w por a y by por —b,, con lo que
llegamos a la misma conclusién.

En el caso (4), aplicando dos veces el Lema 4.3.2 y el mismo razonamiento del caso (2) dedu-
cimos que

(F+iG)(s1,s2)=7(s1)+7(s2),  Y(s1,s2)=7(s1)—7(s2).

Por tanto, llegamos al apartado (ii) del Teorema 4.3.1. O

Corolario 4.3.3. Sea ¢ : M — C? un solitén de traslacién lagrangiano estacionario hamiltoniano
(no totalmente geodésico) del flujo de la curvatura media. Entonces ¢ es, salvo homotecias, lo-
calmente congruente a la inmersion*J descrita en el Corolario 4.2.7.

Demostracion. Realizamos la siguiente eleccién del vector de traslaciéon y usamos la misma
notacién que al principio de la demostracién del Teorema 4.3.1. Podemos asociar a cualquier
Lagrangiana ¢ : M — C? una forma diferencial T en M siguiendo [CU93], definida por

Y(z)=h(z)dz, h(z) = w(: H),
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donde z = x + iy es una coordenada local isoterma en M y w se extiende C-linealmente a
los fibrados tangente complexificados. Entonces (2.2) se traduce en i = 3z, con f el d&ngulo
lagrangiano de ¢. La ecuacién de Coddazi de ¢ viene dada por Im(h;) =0 (véase [CU93]).

Asi h; = h, = f,; =0, yaque 8 es una funcién armonica por ser ¢ estacionaria hamiltonia-
na. Por tanto, T es una diferencial holomorfa. Si Y = 0, es facil deducir que ¢ es totalmente
geodésica. En otro caso, los ceros de h estdn aislados y podemos trabajar en una carta isoterma
local donde normalizamos h =—1/2.

Usando la Proposicién 2.2.5 (1), tenemos que 8 = —G + o, y por tanto h = f; = —G; y asi
Gy =—-1y Gy =0, tras la anterior normalizacion. En particular, G, = 0. De la segunda ecuacién
de (4.32) se sigue que F; = 0y entonces Fy, = 0. Con lo que hemos probado que ¢ verifica
la hip6tesis del Teorema 4.3.1 y necesariamente debe ser uno de los ejemplos « * w asociado
a cierto ¢ € [0, 7). De la Proposicién 4.2.4 sabemos que la métrica inducida es conforme vy,
usando la expresion de su dngulo lagrangiano, tenemos que a* w es estacionaria hamiltoniana
siy sélo si k/, + k., = 0. Usando (4.15) obtenemos que k, = ¢} ER y k, = ¢2 €R, tales que
(4.51) cf (cf—cosgp)=0=c§ (c§+cosg0).

Si ¢; =0, a debe ser una recta y esto implica que ¢ = 0y siguiendo la notacién del Corolario
4.2.6, @ = ap. Usando ahora (4.51) tenemos que ¢, =0y, con un razonamiento similar llegamos
aque w = wy. En este caso, ¢ es totalmente geodésica.

Si ¢; # 0, de (4.51) tenemos que ¢? = cosy, 0 < ¢ < /2,y ¢, = 0. Esto tltimo implica que
w debe ser una recta, ¢ =0y w = wy. Asi ¢; = 1 y finalmente deducimos que a = ;. Por
consiguiente, se llega al ejemplo ® = a; * wy y el Corolario 4.2.7 termina la demostracién. O






EL TORO DE CLIFFORD COMO SUPERFICIE
AUTOCONTRACTIL

En el dltimo capitulo de esta memoria nos centramos en el toro de Clifford (véase la Figura
5.1), que es el ejemplo topolégicamente mdés sencillo de superficie autocontrictil compacta
lagrangiana de C? debido a la no existencia de esferas en esta clase (véase el Teorema 2.2.2).
Aportamos tres nuevas caracterizaciones del mismo en este contexto que lo revelan como el
ejemplo més regular de esta clase de superficies autocontractiles de R*. El contenido de este
capitulo, que se corresponde con el articulo [CL12b] (publicado online a primeros de diciembre
de 2012), puede resultar ttil en el intento de resolver la cuestion abierta planteada por Neves
en [Nell] (véase el Problema 2.2.4), acerca de la existencia de alguna condicién inicial com-
pacta lagrangiana que converja al toro de Clifford tras reescalamiento. Ya que, para tener una
oportunidad de resolver esta cuestion, es crucial comprender primero al toro de Clifford como
superficie autocontractil.

Aunque las demostraciones de nuestros resultados puedan parecer elementales, ciertamen-
te son consecuencia de resultados mucho més fuertes que, aplicados adecuadamente en este
contexto, conducen a los resultados de unicidad obtenidos.
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Figura 5.1: Proyecci6n estereogréfica del toro de Clifford.

5.1. EJEMPLOS COMPACTOS DE SUBVARIEDADES AUTOCONTRACTILES

Recordamos (véase la Definicion 1.3.1) que una inmersién ¢ : M" — R™ define una subvarie-
dad autocontractil si

(5.1) H=—¢%,
donde H = trazao es la curvatura media de ¢ y ¢ denota la componente normal del vector
de posicién de ¢.

Podemos encontrar muchos ejemplos de subvariedades autocontrictiles en la clase de las
subvariedades autocontrdctiles esféricas. Concretamente, estudiamos cudndo una inmersién
esférica ¢ : M" — S™~1(R) CR™, R > 0, es una subvariedad autocontractil. Notamos por & y H
la segunda forma fundamental y el vector curvatura media de ¢ : M — S™~1(R).

Dados v, w € TM se tiene que

(v, w)
RZ

(5.2) o(v,w)=0(v,w)—

Q.
Por tanto, deducimos de (5.2) que

_g_nre
(5.3) H=H- R
Asumiendo que ¢ es esférica, de (1.6) resulta que ¢ " =0, esto es, ¢ = ¢L. Asi pues, de (5.3) se
sigue que H = —¢+ siy sélo si H=0y R = y7. Es decir, M es una subvariedad minimal en la
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hiperesfera de radio /7. En este caso, H= —¢ y por tanto |H|> = |¢|*> = n. Ademas, de (5.2) se
tiene que

(5.4) lo|? =1+|5)%.

Siguiendo esta idea, las subvariedades autocontréctiles esféricas mds sencillas seran las to-
talmente geodésicas (00 = 0), que conducen al ejemplo més conocido de subvariedad auto-
contractil compacta: la esfera S (/n)c R"**1, con |o|?> = 1. Destacamos otros tres ejemplos en

estalinea (considerando subvariedades minimales en hiperesferas de radio /=) todos ellos con
norma de la segunda forma fundamental también constante.

Ejemplo 5.1.1. Para cualesquiera n,, n, €N tal que n; + n, = n, la que llamaremos inmersién
de Clifford

Sm (\/n_l) % Sng (m) <_>Rn+2

es una subvariedad autocontractil compacta de codimension 2 con |o|2 = 2.

Ejemplo 5.1.2. El producto de n-circunferencias de radio uno
Stx M), xSt s R?"

es una subvariedad autocontrictil compacta llana con |o|> = n que es, ademads, lagrangiana en
R2n =Cnr,

Ejemplo 5.1.3. Lainmersiéon
S'xs" ! -t =R?", (e”,(xl,...,xn)) — vnel (xi,...,x5)

es una subvariedad autocontractil compacta con |0 |2 = % €[2,3), que también es lagrangia-
naenR2? =Cn",

Nota 5.1.4. Merece la pena destacar que las tres subvariedades autocontractiles compactas re-
sefiadas en los Ejemplos 5.1.1, 5.1.2 y 5.1.3 coinciden cuando n = 2, obteniendo sencillamente
el conocido foro de Clifford

S! xS! s RY=(2

que es una superficie autocontractil compacta llana de codimensién 2 en R4, con norma de la
segunda forma fundamental constante |o|> =2y, ademas, es el ejemplo estdndar de superficie
lagrangiana monétona en C2.
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La observacién comentada en la Nota 5.1.4 podria llevar a pensar que el toro de Clifford es
un ejemplo muy peculiar de superficie autocontréctil compacta. Pondremos de manifiesto en
la Seccién 5.3 que, en cierto sentido, es asi en tanto en cuanto posee interesantes caracteri-
zaciones en el seno de la familia de superficies autocontractiles compactas de R*. Esta clase
es enorme si se tiene en cuenta que cualquier superficie minimal en la 3-esfera pertenece a la
citada familia. Pero incluso restringiéndonos a la topologia de género 1, podemos encontrar
hasta cuatro familias infinitas numerables de toros autocontractiles de R*, geométricamente
diferentes, que incluyen todas al toro de Clifford como el miembro més regular de las mismas.
Estudiamos a continuacién cada una de ellas describiendo sus propiedades geométricas mas
interesantes de cara a nuestros posteriores resultados de rigidez de la Secci6n 5.3.

Ejemplos 5.1.5. Toros de Abresh-Langer. Los toros de Abresch-Langer se definen simplemente
como el producto I'; X T, de dos curvas cerradas de Abresch y Langer [AL86] (véase la Figura
1.3). Es decir, son el producto de dos curvas cerradas autocontréctiles.

El vector curvatura de dichas curvas satisface

(5.5) ®r,=-T+ © xr, =(I,il}), i=1,2

donde ’ denota la derivada respecto al parametro arco. La tinica cerrada simple en la familia

de las curvas Abresh-Langer es la circunferencia unidad y el producto de dos circunferencias

de radio 1 proporciona obviamente el toro de Clifford S x S!. La ecuacién (5.5) admite una

familia numerable de soluciones cerradas no circulares, la cual estd parametrizada por primos

relativos p; y g; tales que p;/q; €(1/2,1/v2), i =1,2. Ademds, se puede deducir de (5.5) que
kr,=piei’?, =Tyl r? (1— r.’z) el =p? i=1,2

1 1

siendo p; > 0 una constante positiva dependiendo de p; y g;, i =1, 2.
Los toros de Abresch-Langer son toros lagrangianos llanos cuya segunda forma fundamental
y vector curvatura media satisfacen

2 2
(5.6) lof® =HP =} +x7, =p} e 4 p2el2f >0,
El tnico toro de Abresch-Langer embebido es el toro de Clifford.
Ejemplos 5.1.6. Toros de Anciaux. Usando el caso n =2 en el Teorema 1 de [An06], podemos
definir los toros de Anciaux mediante las inmersiones dadas por

(5.7) Ppq: IXR—C? p,qgeN, (p,q)=1, p/qge(1/4,1/2)

P p,q(t,8)=7pq(t)(coss,sens)



5.1. EJEMPLOS COMPACTOS DE SUBVARIEDADES AUTOCONTRACTILES 81

donde y = rp,q(t), t € I C R, es una curva cerrada (véase la Figura 5.2) tal que su curvatura
satisface la ecuaciéon

/i
(5.8) Ky = (ymzﬂ (r?-1)

donde ’ denota la derivada respecto al parametro arco. Es claro que y(t) = v2 eit/ V2 satisface
(5.8) dando lugar al toro de Clifford en el seno de esta familia.

TSI
27T <> N
PSS SN

77735
P iz SN
(220
997557 I SN
a7 N
e W
i sy
N
\\\\H\‘.ﬁ‘\“‘\‘a ﬂf"”
& 1717
71

Figura 5.2: Curvas cerradas de Anciaux (n =2).

Siguiendo [An06] deducimos de (5.8) que

_ Ee™/2(r2-1)

59 = ,or=lyl, rt(1-r?) e =E?

r3

siendo E > 0 una constante positiva que depende de p y g.
La norma del vector curvatura media de un toro de Anciaux viene dada por

E2e’
2 _
(5.10) Hpql"=—3

yla norma de la segunda forma fundamentar de un toro de Anciaux se expresa como

2 ,r?
(5.11) Iqu|2=E—e (r4—2r2+4).
» rﬁ

Todos los toros de Anciaux son lagrangianos en C?, pero el tiinico toro embebido en esta fa-
milia es el toro de Clifford aplicando el Teorema 3 de [An06]. Puesto que los toros de Anciaux
son SO(2)-invariantes, pueden considerarse como toros autocontractiles de revolucion.
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Ejemplos 5.1.7. Toros de Lee-Wang. A partir de [CL10] y [[Wa10], definiremos los toros de Lee-
Wang, que notaremos por 7, ,, mediante las inmersiones doblemente periédicas dadas por

(5.12) U :R2—C? m, neN, (m,n)=1, m<n,
1 e 1 .
Uuls,t)=vVm+n —cosse’\/%t,—sinse"/;t )

El toro de Clifford se corresponde con 7; 1, ya que Wy 1(s, £)= v2 el (cos s,sen ).
Los toros de Lee-Wang son toros lagrangianos estacionarios hamiltonianos y verifican que

m+n m+n

) 9 ) m+n
< |Upmnl :—(m cos“s +n sen s)s .
mn

m

(5.13)

Tras un célculo sencillo, puede comprobarse que la norma del vector curvatura media de un
toro de Lee-Wang viene dada por

m+n m+n <m+n

(5.14) 1< < |Hpnl?=

ncos:s+msen?s - m

y la norma de la segunda forma fundamental y la curvatura de Gauss de un toro de Lee-Wang
verifican que

(5.15) 3m2+n2<|0 2< m?+3n?

' nm+n)~" """ T m@m+n)
y

n(n—m) m(n—m)

5.16 - _.

( ) m(m+n)~ = n(m+n)

El tnico toro de Lee-Wang embebido es el toro de Clifford, teniendo en cuenta la Proposicién
3.2.7.

Ejemplos 5.1.8. Toros de Lawson. Definiremos los toros de Lawson (véase [L.a70]), que notare-
mos por J,, mediante las inmersiones doblemente periédicas dadas por

(5.17) ®y:R>—C% aeQ, a>1,
Oy(x,y)= V2 (cosx el sinx eiy) .
El toro de Clifford se corresponde con 7, ya que ®1(x,y) = v2e’¥ (cosx,senx).

Los toros de Lawson son toros esféricos (y, por tanto, |Hy|? = |®4]> = 2, Va > 1) cuya norma
de la segunda forma fundamental viene dada por
1 ) a? )
(5.18) 1+— <lof=1+ S <1l+d%
a (a?cos? x +sen?x)
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La curvatura de Gauss de un toro de Lawson verifica que

1

(5.19) 1-0*<K,<1-—.
a

El tnico toro de Lawson embebido es el toro de Clifford, que es ademads la tinica superficie

lagrangiana en esta familia.

5.2. RESULTADOS SOBRE CLASIFICACION DE SUBVARIEDADES AUTOCONTRAC-
TILES

Gracias al Teorema 1.2.3, sabemos que la comprension de las singularidades de Tipo I para
el flujo de la curvatura media esté estrictamente relacionada con las clasificacién de las sub-
variedades autocontrictiles. Pero una clasificacién total de las mismas estd atin muy lejos de
conseguirse, por tratarse de un problema de considerable dificultad que permanece abierto en
su version mds general.

Solamente en el caso de curvas (n = 1), se tiene la clasificacién de las curvas autocontractiles
dada por Abresh y Langer en [AL86] (véase Seccién 1.3.1).

Existen muchos trabajos interesantes sobre resultados de rigidez para subvariedades (hiper-
superficies, principalmente) autocontractiles bajo diferentes hipétesis de tipo geométrico. Al-
gunos de ellos ya se han comentado en la Seccién 1.3.1. En esta seccién, prestamos nuestra
atencion a resultados de rigidez para subvariedades autocontractiles compactas (sin borde) de
codimension arbitraria.

Pero comenzamos con el caso m = n +1 (con n > 2), en el que Huisken probé en [Hu90] que
la inica hipersuperficie autocontréctil compacta “convexa en media” es la n-esfera (de radio

Jn):

Teorema 5.2.1 ([Hu90]). Sea M" una superficie autocontrdctil compacta de dimensién n > 2 en
R™+1.Si H> 0 entonces M" es la n-esfera S™ (v/n) en R"*+1.

La situacién se complica notablemente conforme la codimensién aumenta. Una extensién
natural del Teorema 5.2.1 de Huisken es el siguiente resultado de Smoczyk que caracteriza las
subvariedades autocontractiles esféricas que estudiamos en la Seccién 5.1.
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Teorema 5.2.2 ([Sm05]). Sea ¢ : M" — R™ una inmersién autocontrdctil de una variedad com-
pacta M. Entonces son equivalentes:

1. ¢ esesférica (esto es, ¢ es una inmersion minimal en la hiperesferaS™='(/n) deR™).

2. |H| >0 yel normal principal de ¢, v := H/|H|, es paralelo en el fibrado normal de ¢, esto
es, Vv =0.

Ya comprobamos enla Seccién 5.1 que las subvariedades autocontractiles esféricas satisfacen
que |H?=n.

El ejemplo mads simple de subvariedad autocontractil esférica fue caracterizado en el siguien-
te resultado de salto sobre la norma de la segunda forma fundamental, debido a Cao y Li
[CaLill] (que Le y Sesum en [LeSel1] demostraron primero para el caso de hipersuperficies).

Teorema 5.2.3 ([LeSell, CaLill]). Sea M" una subvariedad autocontractil compacta en R™. Si
|o|> <1, entonces |o|> =1y M" es la n-esfera S”(y/n) en R"+1.

Observamos en los dos resultados anteriores (Teoremas 5.2.2 y 5.2.3) que, con el fin de ca-
racterizar la esfera S” (1/n) en el seno de las subvariedades autocontréctiles, se necesita alguna
hipétesis adicional bien en la curvatura media o bien, en la norma de la segunda forma funda-
mental.

Muy recientemente, Li y Wei en [LiWel2] han obtenido el siguiente resultado de rigidez para
otros ejemplos de subvariedades autocontrictiles bajo ambos tipos de hipétesis (sobre H y
sobre |0[?), en codimension 2 y para superficies.

Teorema 5.2.4 ([LiWel2]).

1. Sea M"™ una subvariedad autocontrdctil compacta en R"+2, Si H # 0 y Vtv = 0, donde
v = H/|H| es el normal principal, y1 <|o|> <2 entonces:

a) |[oc>?=1yM eslan-esferaS"(yn) enR"*1, 0
b) |o?=2yM es la inmersion de Clifford de S™ (y7n7) xS (y712), n1+n2 = n en R"2,

2. Sea M? una superficie autocontrdctil compacta en R**P, p > 0. SiH#0 yV+v =0, donde
v = H/|H| es el normal principal, y1 <|o|? < g entonces:

a) |02 =1yM eslaesferaS?(vZ) enRR3, 0
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b) |o[2=2 y M es la superficie de Veronese S?(vV6)— S*(v2)— R°.

3. Sea M? es una superficie autocontrdctil compacta en R**P, p > 0. SiH # 0 y Viv =
H/|H|=0, dondev es el normal principal, y g <|o|?< % entonces:

a) |lo)2= g ¥y M es la superficie de Veronese S?(v6)— $*(v2)— RS, 0

b) |o)?= % ¥ M es la esfera de Boruvka S?(v/12)— S*(v6)— R.

También Cheng y Peng obtuvieron un resultado de rigidez en la linea de los apartados 2 y
3 del Teorema 5.2.4, pero considerando ahora como hipétesis sobre la norma de la segunda
forma fundamental que sea constante.

Teorema 5.2.5 ([ChPel2]). Sea M? una superficie autocontrdctil compacta en R>*P, p > 0. Si
|H| > 0 y el vector normal principal v = H/|H| es paralelo en el fibrado normal de M? y|c|? es
constante, entonces:

1. M es la esfera S? («/E) enR3, conlol?=1,0

2. M es la esfera de Boruvka SZ(\/ m (m+ 1))—>SZ’" (VZ)cR?m+1 conlo|? =2 - m, 0

3. M es una superficie minimal, llana y compacta en S*™+1(/n)C R?"+2 con |o > =2.

5.3. NUEVAS CARACTERIZACIONES DEL TORO DE CLIFFORD

Nuestra primera contribucién en la linea de los Teoremas 5.2.3 y 5.2.4 es un resultado de rigidez
sobre subvariedades autocontractiles compactas de dimensién y codimension arbitrarias, que
involucra una hipétesis sobre la norma de la curvatura media (mds débil que la de los Teoremas
5.2.3 y 5.2.4) y una cota sobre la norma de la segunda forma fundamental en términos de la
codimension de la subvariedad.

La clave de su demostraciéon consiste simplemente en trasladar resultados clasicos de Si-
mon [Si68], Lawson [La69] y Chern-Do Carmo-Kobayashi [ChCK78] sobre rigidez intrinseca
para subvariedades minimales en la esfera unidad y usar algunas observaciones ya referidas en
[CaLill].
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Teorema 5.3.1. Sea M" una subvariedad autocontrdctil compacta en R"*P. Si |H|? es constante
overificaque|H? <no|H?>ny,

(5.20) lo)? < ——
2p-3
entonces:

(1) |o?=1yM eslan-esferaS"(y/n) enR"*! (i.e.p=1),

@) olo)2= gz_:; ¥ M es bien

(@) la inmersion de Clifford de S™ (/7i1)XS"2(/712), n1 + nz = n, (con|ol? =2) en R"+2
(ie.p=2),
(b) o la inmersion Veronese de S*(V8) (con|o|>=5/3) enR® (i.e. n=2, p =3).

Demostracion. En primer lugar, por tratarse M de una subvariedad autocontréctil tenemos que
0= fM(n —|H[?)du sin mds que integrar en (1.7) y aplicar el Teorema de la Divergencia. Es
sencillo entonces concluir simultdneamente, bajo cualquiera de las tres posibles hipétesis so-
bre |H|%, que necesariamente |H|> = n. Poniendo esta informacién en (1.7) concluimos que
Alp|?> =0, esto es, |¢|?> es armonica, luego constante por la compacidad de M. Razonando co-
mo en la Seccion 5.1, deducimos que |¢|> = n y que ¢ es pues una subvariedad minimal de la
esfera S"+P~1(/n).

Ademas, de (5.4) y (5.20), obtenemos que la segunda forma fundamental & de ¢ como in-
mersion esférica satisface

(5.21)

Ahora aprovecharemos los resultados bien conocidos de [Si68], [La69] y [ChCK78] sobre rigi-
dez intrinseca para subvariedades minimales de las esfera unidad, que podemos recuperar de
la siguiente manera:

Si M" es una subvariedad minimal compacta de S"+9 con segunda forma fundamental G tal
que|o|?<n/(2—-1/q), entonceso|G|> =0y M" esla n-esfera unidadS",o|c1>=n/(2—-1/q) y
M™" es la inmersion de Clifford de S* (\/g) x Sn—k ( ”T"‘) en S"*1, 1<k <n-1,o0lainmersion
Veronese de S?(V3) enS*.

Salvo una dilatacién en R"*4 > S"*+4 de radio /71, podemos reescribir el anterior resultado
del siguiente modo:
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Si M™" es una subvariedad minimal compacta de S"*9(./n) con segunda forma fundamental &
talque|G 1> < q/(2q—1), entonces o |G|> =0y M" es lan-esferaS™ (v/n), 0|G1?=q/(2q—1) y M"
es la inmersion de Clifford de S* (vVE)xS"*(vVn—k) enS"*1(vn), 1 <k <n—1, o la inmersion
de Veronese deS*(v/6) enS*(v2).

Tomando g = p — 1, gracias a (5.21), estamos en condiciones de aplicar el resultado anterior
para terminar la demostracién del Teorema 5.3.1. O

Nota 5.3.2. Segun (5.20), la hipétesis sobre la norma de la segunda forma fundamental en
nuestro Teorema 5.3.1es|[o?<1sip=1,|o? <2sip=2y|o|? <5/3si p = 3. Puesto que nues-
tra hipétesis sobre la curvatura media es mdas débil que la exigida del paralelismo del normal
principal en el fibrado normal, podemos decir que nuestro resultado generaliza los apartados
1.y 2. del Teorema 5.2.4 de Li y Wei [LiWe12].

Para nuestro propdsito en esta seccién, el verdadero interés del Teorema 5.3.1 es observar
qué ocurre sila dimensién n y la codimension p de la subvariedad autocontréctil M coinciden
(lo que ocurre, por ejemplo, cuando M es lagrangiana). Notemos que en (1) p = 1 y estamos
suponiendo n > 2, en (2.a) p =2 yen (2.b) n =2y p = 3. Consecuentemente obtenemos la
siguiente sorprendente caracterizacion del toro de Clifford S' x S!.

Corolario 5.3.3. Sea M" una subvariedad autocontrdctil compacta de codimension n > 2 en
R2". Si|H|? es constante, o verifica que |H>? <n o|H?>ny

(5.22) lo|* <

entonces necesariamente n =2, |o|> =2 y M es el toro de Clifford S' x S' en R*.

Nota 5.3.4. Como reafirmaciéon de este resultado, es conveniente sefialar que la norma de la
segunda forma fundamental de los Ejemplos 5.1.5, 5.1.6 y 5.1.7 satisface la condicién (5.22)
s6lo en el caso 1 = 2, pues es un ejercicio comprobar que 2 < 314 5 < 311y 3n-2 < 3nd
ysélo si, n =2.

4
an3 =2, 3Y 5 =2,35b

El Corolario 5.3.3 pone de manifiesto que pueden ser esperables algunos otros resultados
de rigidez sobre el toro de Clifford. Resultados que ademds serian deseables pues recordemos
que este regular ejemplo no estd ni mucho menos aislado, pues de la Seccién 5.1 conocemos
infinitos ejemplos de toros autocontractiles de R*. Asi pues, cualquier nuevo resultado de ca-
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racterizacion del toro de Clifford en este contexto es bienvenido y puede resultar de gran utili-
dad parar tratar de obtener algtin progreso relacionado con el problema abierto planteado por
Neves en [Nell].

Nuestra contribucion en esta linea va a centrarse en el contexto lagrangiano donde el toro de
Clifford es el candidato natural en virtud del Teorema 5.3.1. En los tres siguientes resultados,
s6lo impondremos un tipo de hip6tesis geométrica: bien sobre la curvatura media H o bien
sobre la norma de la segunda forma fundamental |o|2.

Teorema 5.3.5. Sea M? una superficie autocontrdctil compacta lagrangiana en R*. Si |H|? es
constante o verifica que |H|*> <2 o |H|?> > 2, entonces M es el toro de Clifford S' x S!.

Demostracion. El mismo argumento de la primera parte de la demostracién del Teorema 5.3.1
implica que ¢ es esférica. Sabemos de la Seccién 5.1 que |¢|?> = |H|?> = 2 y el Teorema 5.2.2
(de Smoczyk) nos dice que V- H = 0. Pero al ser M lagrangiana, tenemos que JH es un cam-
po tangente paralelo sin ceros en M, por lo que M ha de ser llana necesariamente. Usamos
entonces el Teorema 3 de [Ur87] para deducir que M debe ser necesariamente un toro estan-
dar, S!(ym)xS!(y/72), producto de dos circunferencias de radios arbitrarios. Usando finalmen-
te que M es autocontractil, M sélo puede ser el toro de Clifford, es decir, r; =r, = 1. O

Como consecuencia del Teorema 5.3.5 obtenemos que el toro de Clifford es la tinica superficie
autocontrdctil compacta esférica lagrangiana en R*.

Nota 5.3.6. El Teorema 5.3.5 podriamos decir que juega el papel del Teorema 5.2.1 de Huis-
ken [Hu90] en el contexto lagrangiano 2-dimensional, sin olvidar que no existen esferas auto-
contréctiles lagrangianas en R* (véase el Teorema 2.2.2). Cualquiera de las condiciones sobre
|H|? podrian interpretarse como la version de convexidad sobre H que caracteriza al toro de
Clifford en este contexto. Es obvio que la hip6tesis del cardcter lagrangiano de la superficie au-
tocontractil en el Teorema 5.3.5 es necesaria, pues cualquier superficie compacta minimal de
S3 (ﬁ) es autocontractil y satisface que |H|? =2 (véase Seccion 5.1). Por otro lado, a la vista de
los Ejemplos 5.1.5, 5.1.6 y 5.1.7, que son todos lagrangianos, no puede prescindirse de la hip6-
tesis sobre |H|?2 que se considera en el enunciado del Teorema 5.3.5 para caracterizar al toro de
Clifford en este contexto.

Considerando todos los resultados previos, parece interesante el estudio de las superficies
autocontréctiles compactas con |o|?> < 2, en la biasqueda de un resultado analogo al Teore-
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ma 5.2.3. Usando fuertemente que no existen esferas autocontractiles lagrangianas (véase el
Teorema 2.2.2) y haciendo una combinacién apropiada del Teorema de Gauss-Bonnet con la
férmula (1.8), que expresa el funcional de Willmore como un mdltiplo entero del drea de una
superficie autocontréctil compacta, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.7. Sea M? una superficie autocontrdctil compacta orientable lagrangiana de R*.
Si|o|? < 2, entonces ||? =2 y M es un toro. Si, ademds, la curvatura de Gauss K de M es no
negativa o no positiva, entonces M es el toro de Clifford S' x S!.

Demostracion. Usamos el Teorema de Gauss-Bonnet en la ecuacién de Gauss de M
(5.23) 2K =|HP?-|of

obteniendo

(5.24) 87 (1—gen(M)) =2f
M

Kdu= JM (1HE - o) du=fM (2~10F) dp,

la dltima igualdad gracias a (1.8).

El Teorema 2.2.2 implica que M no puede ser una esfera. Por tanto, de (5.24) se tiene que 0 >
f (2—|o|?) d . Justo entonces la hipétesis |o'|? < 2 implica que |o[> = 2 y deducimos también
de (5.24) que M es un toro.

Asi, volviendo a (5.23) se tiene que 2K = |H|>—2.Si K >0 0 K <0, obtenemos que |H|>>2 o
|H|?> < 2. Entonces el Teorema 5.3.5 nos dice que M es el toro de Clifford. O

Para conseguir un resultado completamente semejante (en nuestro contexto lagrangiano 2-
dimensional) al obtenido en el Teorema 5.2.3 que caracteriza la esfera S” (y/n) como la tinica
subvariedad autocontractil compacta con |o|? < 1, tendriamos que evitar la hipétesis adicional
sobre la curvatura de Gauss de la superficie en nuestro Teorema 5.3.7, que es la que permite
determinar al toro de Clifford. Aplicando férmulas de tipo Simon sobre A|o|?> no hemos sido
capaces de suprimir la necesidad de tal hip6tesis. Pero el estudio de los Ejemplos 5.1.5, 5.1.6,
5.1.7 y5.1.8 tampoco nos permite concluir que la citada imposicién sobre K sea absolutamente
necesaria. Por todo ello, nos atrevemos a establecer la siguiente conjetura:

Conjetura 5.3.8. Sea M? una superficie autocontrdctil compacta orientable lagrangiana en R*.
Si|o|? <2, entonces |o|> =2 y M? es el toro de Clifford S' x S.
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En el Teorema 3.3.1 clasificamos todas las superficies autosemejantes lagrangianas estacio-
narias hamiltonianas en el plano euclideo complejo. La hipétesis de tipo varacional (ser es-
tacionaria hamiltoniana) equivale a una ecuacién diferencial sobre el campo tangente JH de
la superficie; concretamente, que su divergencia sea idénticamente nula. Basdndonos en esta
clasificacion, afiadiendo una hipétesis de tipo topolégico como es el ser embebida, obtenemos
nuestro dltimo resultado de rigidez para el toro de Clifford.

Teorema 5.3.9. Sea M? una superficie compacta autocontrdctil lagrangiana embebida en R*. Si
M es estacionaria hamiltoniana, entonces M es el toro de Clifford.

Demostracion. En el Corolario 3.3.2 demostramos que los toros de Lee-Wang 7, ,, descritos
en los Ejemplos 5.1.7 son las tinicas superficies compactas orientables autocontréctiles lagran-
gianos estacionarias hamiltonianas en C2. Puesto que el toro de Clifford es el tinico embebido
en esta familia (véase la Proposicién 3.2.7), concluimos la demostracién del Teorema 5.3.9 ha-
ciendo uso del hecho (probado en [Nm09, Sh09]) que las botellas de Klein no admiten embe-
bimientos lagrangianos en C?. O

Finalizamos este capitulo proponiendo una nueva conjetura que persigue suprimir la hip6-
tesis relativa al vector curvatura media (divJH = 0, esto es, estacionaria hamiltoniana) en el
Teorema 5.3.9 para intentar caracterizar al toro de Clifford asumiendo solamente una hipéte-
sis de tipo topoldgico, en la linea de la famosa Conjetura de Lawson, recientemente resuelta en
sentido positivo por Brendel en [Br12].

Conjetura 5.3.10. El toro de Clifford es la tinica superficie autocontrdctil compacta lagrangiana
embebida en R*.



REPRESENTACION DE CURVAS DE LEGENDRE

A.1. CURVAS DE LEGENDRE EN LA 3-ESFERA Y CURVAS ESFERICAS

Sea S3(R) la hiperesfera de radio R > 0 en (C?,(, ), J) dada por

S*(R)={(z, w) € C?: |z|* +|w|* = R*}.

Seay=(y1,72): [ SR — S3(R) una curva regular en S3(R). Diremos que 7 es de Legendre si

(1’» ]'}’) = <7./1’ l‘rl) + (7}2) 17’2) =0.

Definimos el dngulo de Legendre o dangulo legendriano de y, que notaremos por f3,, mediante
la expresién
1

elfr= —
Ryl

detc(y, 7).

Por ejemplo, el 4ngulo de Legendre de la geodésica y(s) = R(cos s, sins) es 0 (mod 27).

LemaA.l.1. Seay : I, CR — S3(R) € C? una curva parametrizada por el arco.
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a) Siy es una curva de Legendre, entonces es solucion de la ecuacion diferencial
(A1) F+L =k, 7
: R2 =Ky JYs
dondex, es la curvatura dey en S3(R).

b) El dngulo de Legendre [3, satisface [5’7, =Ky.

Demostracion. a) Consideramos la base ortonormal de C? =R* {%, %, 7, J7}. Por caer y en

S3(R) y estar parametrizada por el arco se tiene que (¥,7) = =1y (¥,7) = 0. Por ser de
Legendre, (¥, Jy) =0. Luego 7 en dicha base se expresa de la forma

L1 L 1 ,
r=—g vt JnJr=—ggr+rJ.
b) De la definicién de dngulo legendriano de 7 se tiene que R e!fr =17, — 717,. Entonces

iRePrf,=(r172— 1172y =11 (iKﬂ"z - %) - (iKﬂ"l - %) T2
=ixy(r172—172)= i Rxye'fr,
donde en la segunda igualdad se ha utilizado (A.1).

O

Nota A.1.2. Siy=(y1,72) es una curva de Legendre en S3(R), es facil comprobar que (ei?y1,72)
y (r1,e?y,) son también curvas de Legendre para todo 6 €R.

Via la fibracion de Hopf, las curvas de Legendre en S3(R) son proyectadas en curvas esféricas.
Sea S2(R/2):={(x1, X2, x3) €R3: x?+ x5 + x2 = R?/4} la 2-esfera de radio R/2 en R3. La fibracién
de Hopf 7 : S3(R) — S?(R/2) viene dada por

1
n(z,w) = (22,121 — lw), (z,w)eS*(R)c C?
7 estd bien definida (|2zw|? + (|z]? — |w|?)? = R*) y es una submersion Riemanniana. Para cada
curva de Legendre y = y(s) en S3(R), la proyeccion £ = oy es una curva en S?(R/2). Por otro
lado, toda curva & C S2(R/2) se levanta horizontalmente via 7t a una tinica curva & en S3(R)
salvo rotaciones. Esta curva £ es una curva de Legendre en S3(R).
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Puesto que la fibracién de Hopf 7 es una submersién Riemanniana, toda curva de Legendre y
en S3(R) se proyecta en una curva & en S?(R/2) con la misma curvatura. De la propia definicion
de 7 es facil ver que

R .
lri®=R (534- 5) v Y Jr)=(Ex&),

donde el subindice 3 denota la proyeccion en la tercera coordenada de R3 donde cae S?(R/2).

Estudiamos una posible representacion de una curva y de Legendre en S3(R). Usando las
funciones latitud ¢ y longitud A de la curva en S?(R/2)

R .
(A.2) §:§(cosg0e’k,seng0), —E§g0<g, —nT<ALT,

2 <
la cual se proyecta en y via la aplicaciéon de Hopf (moy =£&) .

Tomamos y = R (cosi) eV, sen) e’#) en S3(R), para que y sea de Legendre se tiene que veri-
ficar

(A.3) v cos? 1) + f1sen®yp = 0.

Si imponemos que oy = &, la condicién ser de Legendre A.3 se traduce en la ecuaciéon 2p =
—A(1+sen). Podemos escribir p=—1 f A(1+seny)ds, en funcién de las funciones ¢ y A.

Por tanto, y puede representarse en funcién de ¢ y A del siguiente modo:

R i3 :
r(s)= i o3 J Ms)(1+seng(s))ds (,/ 1+sengp(s)e™), / l—sengo(s)).

A.2. CURVAS DE LEGENDRE EN EL 3-ESPACIO ANTI DE SITTER Y CURVAS HI-
PERBOLICAS

Sea Hi’(—p) el espacio anti De Sitter en C? dado por
H}(—p)={(z, w)eC*: |z|* — |w|* = —p?}.
Consideramos Hj(—p) C (C3,((, ))).
Seaa=(aj,az): [, CR— H?(—p) una curva en H?(—p). Diremos que a es de Legendre si

(o, Ja)) = (a}, i) = {ay, iaz) = 0.



94 Apéndice A. REPRESENTACION DE CURVAS DE LEGENDRE

Definimos el 4ngulo de Legendre o dngulo legendriano de @, B, a partir de la expresion

eibe .= detc(a, ).

1
ple]

Por ejemplo, el dngulo de Legendre de a(¢)=(senht,cosht)es 0 (mod 27).

LemaA.2.1. Seaa : [, CR —H3(—p) C C2 una curva parametrizada por el arco.

a) Sia es una curva de Legendre, entonces es solucién de la ecuacion diferencial
a
v /
(A.4) o' —— =Kdd,
Jol
donde k es la curvatura de o en Hzl‘(—p).

b) Eldngulo de Legendre B, satisface B}, =K.

Demostracion. a) Consideramos la base ortonormal de (Cf =R*{a/, J, ﬁ, ﬁ}. Por caer a
en H?(—p) y estar parametrizada por el arco se tiene que ({(@”,a)) = -1y ({(a”,a’)) = 0.

Por ser de Legendre, ((¢”, Ja)) =0. Luego a@” en dicha base se expresa de la forma
a’ = %—I—((a/’,]a’))]a’: %—Hca]a’.
P P

b) La demostracién de este apartado es anédloga a la del apartado b) del Lema A.1.1.

O

NotaA.2.2. Si @ =(a;,a2) esunacurva de Legendre en Hi’(—p), es facil comprobar que (e? ay, as)
y (a1, e @) son también curvas de Legendre para todo 0 € R.

Via la correspondiente fibracién de Hopf, las curvas de Legendre en H3(—p) son proyectadas
en curvas del plano hiperbélico. Sea H?(—p /2) := {(x1, X2, x3) € R3 : x2 + x5 — xZ = —p?/4, x3 >
p/2} el modelo real del plano hiperbélico de curvatura —4/p?2. La fibracién de Hopf 7 : H3(—p) —
H?(—p/2) viene dada por

1
@ w) =5 (22w, |2 +wP?), (2, w)eH}(—p)CC?.

7 estd bien definida (|12zw|>—(|z|*+|w|?)?> = —p*) y es una submersion Riemanniana. Para cada
curva de Legendre a = a(¢) en Hj(p), la proyeccién 1) = 7o & es una curva en H?(—p/2). Por
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otro lado, toda curva n en H?(—p/2) se levanta horizontalmente via 7w a una tinica curva 7] en
H3(—p) salvo rotaciones. Esta curva 7] es una curva de Legendre en H3(—p).

Ya que fibracién de Hopf 7 es una submersién Riemanniana, toda curva de Legendre a en
H3(—p) se proyecta en una curva ) en H2(—p/2) con la misma curvatura. De la propia defini-
cién de 7 es facil ver que

P =p (Tls - g), (a, Jar)=(mxn)s

donde el subindice 3 denota la proyeccion de la tercera coordenada de R3 donde cae H?(—p /2).

Estudiamos una posible representacion de una curva « de Legendre en H}(—p). En funcién
de las funciones 6 y § provenientes de la curva en H?(—p/2)

(A.5) nzg(coshe ei5,senh9), 0>0, —t<6<m,

la cual se proyecta en ¢ via la aplicacion de Hopf (toa=n) .

Tomamos a = p (senhre’”,coshre’*) en H3(—p), para que a sea de Legendre se tiene que
verificar

(A.6) v'senh? r — u’ cosh? r = 0.

Si imponemos que oy = &, la condicién ser de Legendre A.6 se traduce en la ecuacion 2p =
0’(cosh 8 —1). Podemos escribir yu = % f 0’(coshf —1)dt, en funcién de las funciones 8 y 6.

Por tanto, @ puede representarse en funciéon de 6 y ¢ del siguiente modo:

a(t)= % o2 TN OO-Dt (\[cosh §(1)—1e'1), /cosh 6(r) +1).






ABSTRACT AND CONCLUSIONS

The mean curvature flow is possibly the most important geometric evolution equation of sub-
manifolds in the Geometric Analysis. A family of smooth submanifolds F = F(:, t) evolves un-
der the mean curvature flow if the speed fi—f at each point of the submanifold is given by the
mean curvature vector at that point. Hence the mean curvature flow is an evolution process
under which a submanifold deforms in the direction of its mean curvature vector. By the first
variation formula, the mean curvature vector points towards the direction where the volume
decreases most quickly.

Mullins [Mu56] proposed mean curvature flow to model the formation of grain boundaries in
anneling metals. The applications in picture treatment, Simplectic Topology and Mirror Sim-
metry are quite important as well.

Classically, the mean curvature flow has been studied from several points of view, such as
Partial Differential Equations, Geometric Measure Theory, Level Sets or Numerical Methods.

There are very interesting results on regularity, global existence and convergence of the mean
curvature flow in several ambient spaces. In this thesis we are interested in the Euclidean am-
bient space. In this situation, the mean curvature flow is the solution to a system of parabolic
equations that can be considered as the heat equation for submanifolds. We first fix an im-
mersion, which plays the role of the initial condition, and once the existence and uniqueness
of solutions of the mean curvature flow are guaranteed in a maximal time interval [0, T), the
assymptotic behaviour of the mean curvature flow is studied by the immersed submanifolds
when ¢t — T. Unless the flow has an eternal solution (i.e., it is defined for all ¢), the mean curva-
ture flow fails to exist after a finite time, giving rise to a singularity. This behaviour appears, for
instance, when the submanifold is compact in the Euclidean ambient space. The singularities
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are completely determined by the blow up of the second fundamental form o (see the Section
1.1).

A natural question is to understand the geometric and analytic nature of these singularities.
As a first approximation, the singularities of the mean curvature flow are classified depending
on the blow-up rate of the second fundamental form. The so-called Type I singularities (see
Definition 1.2.1) are those such that the second fundamental form blow-up rate is best contro-
lled; the rest of the singularities are known as Type II singularities. It is interesting to mention
that there are many similarities between the Ricci flow singularities and the mean curvature
flow singularities. In fact, both flows, the singularities often model on soliton solutions.

The main objective of this thesis is to study a special class of solutions that preserve the shape
of the evolving submanifolds: the self-similar solutions. They are those whose evolution is by
homotheties of the ambient space, and their study is essential to understand the Type I singula-
rities, as we will see later. Moreover, the so-called translating solitons, which are submanifolds
evolving by translations of the ambient space with constant speed, are the mean curvature flow
eternal solutions and the most important Type II singularities.

Eliminating the time variable, the self-similar solutions reduce the mean curvature flow pa-
rabolic equation to a non-linear elliptic equation on the initial submanifold. More precisely, it
is given by

*) H:a(pi, a R,

where H denotes the mean curvature vector (defined as the trace of the second fundamental
form) and ¢1 denotes the normal component of the initial immersion ¢ : M" — R™. In this
case, the family of immersions homotetic to ¢ is given by

F=+2at+1¢, 2atr+1>0,

and it is a solution of the mean curvature flow with initial condition F = ¢. If a = 0, the sub-
manifold is minimal and stationary under the action of the flow. If a # 0, then we can restrict to
the cases a = %1 up to dilations. When H = —¢ 1, itis said that M is a self-shrinker submanifold
and the submanifold shrinks in finite time to a single point under the action of the mean cur-
vature flow. If, on the contrary, H = ¢1, it is said that M is a self-expander submanifold and the
submanifold will expand with the same shape and, in this case, it is necessarily non-compact.

The flow for hypersurfaces in arbitrary Riemannian manifolds is well understood. Neverthe-
less, little is known when the codimension is greater than one. In higher codimension the mean
curvature H is a vector whose direction we are not able to control, in contrast to the codimen-
sion one case, where H is essentially a scalar function whose sign is preserved along the flow. In
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the last few years, the mean curvature flow in higher codimension submanifolds has attracted
special attention, mainly when the initial submanifold is Lagrangian in complex Euclidean spa-
ce C"; see [An06], [ChChH09], [ChLi04], [GSSmZ07], [HLi09], [JLT10], [LWa09], [LWa10], [Ne07],
[Nel0], [Nell], [Nel3], [NeT07], [SW003], [Sm96], [Sm99], [Sm02], [Sm04], [Sm12], [SmWa02],
[SmWall], [TY02], [Wa01], [Wa08]. for example. A reason for this increasing interest is that the
Lagrangian condition is preserved by mean curvature flow (see [Sm96]). In addition, as the gra-
dient flow of the volume functional, the mean curvature flow seems to be a powerful approach
to the construction of special Lagrangians, which are volume minimizers that play a critical
role in the T-duality formulation of Mirror Symmetry [SYZ96].

Some interesting problems rather far from trivial in this setting are, on the one hand, to un-
derstand the possible singularities that can occur along the flow in finite time and, on the other
hand, to determine if it is possible to show that the singularities for Lagrangian mean curvature
flow are isolated. A. Neves constructed in [Ne07] examples of Lagrangians in C? whose lagran-
gian angle is as small as desired, and for which the Lagrangian mean curvature flow develops
a finite-time singularity. But he also proved in [Ne07] that assuming certain properties on the
initial Lagrangian surface, like almost calibrated (i.e. the oscillation of the Lagrangian angle
to be strictly smaller than 7), if one rescales the flow around a fixed point in space-time, the
connected components of this rescaled flow converge to an area-minimizing union of planes.

The study of this type of solutions is hoped to give a better understanding of the flow at a
singularity since, by Huisken’s monotonicity formula [Hu90], any central blow-up of a finite-
time singularity of the mean curvature flow is a self-similar solution.

Examples of self-similar solutions for mean curvature flow in C” were first constructed by
Anciaux [An06] in 2006. In order to produce eternal solutions of the Brakke flow (a weak for-
mulation of the mean curvature flow), Lee and Wang [[Wa09], [LWal0] constructed in 2007
interesting examples of Hamiltonian stationary self-shrinkers and self-expanders for Lagran-
gian mean curvature flows, which are asymptotic to Hamiltonian stationary cones generali-
zing Schoen-Wolfson ones [SWo01]. All of them have been generalized very recently by Joyce,
Lee and Tsui in [JLT10] providing examples with different topologies.

As mentioned before, and due to results of Huisken [Hu90], it is expectable that the unders-
tanding of the singularities of the mean curvature flow will rely on the classification of self-
similar solutions. But it is a hard and open problem to classify the vast family of self-similar
solutions for the mean curvature flow.

The first important contribution we highlight in this thesis [CL10] is the classification of those
ones in complex Euclidean plane that are, in addition, Hamiltonian stationary Lagrangians (see
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Theorem 3.3.1). The classification result is purely local and, a part from the cylinder S! x R and
the Clifford torus S! x S (which are the standard examples), the following three one parameter
families, which are described in terms of elementary functions, are characterized:

> ¢5:R?—C% 6>0

Ps(s, )= (i35 coshte % ,t5sinh teicﬁs) ,

with ss = sinh 6, cg = cosh 6 and ts = tanho. Ifcosh2 0 ¢ Q, then ¢s is an embed-
ded self-expander plane, whereas we can recover the 2-dimensional examples of Lee-
Wang ([LWa09]) for cosh® & = p/q € Q; they are either self-expander cylinders or self-
expander Moebius strips.

> Y, :R*—C?% 0<p<m/2

Yols, )= (—isg coshree,t, sinhte‘icé’s) ,

wheres, =sinp, c, =cosp andt, =tanp. Ifcos?y ¢ Q, then Y, is an embbeded self-
shrinker plane. If cos? p = p/q € Q, we then recover the 2-dimensional surfaces studied
by Lee and Wang ([LWa09]), whose possible topologies are cylinders and Moebius strips.

> U, SIXxR—-C?, v>0

U, (e’s, t) = (cv cossec ,t, smse‘s"t),

where s, = sinhv, ¢, = coshv and t, = cothv. If sinh®v ¢ Q, then b, is an embbe-
ded self-shrinker cylinder. Ifsinh®v = m /n, we obtain the self-shrinker tori of Lee and
Wang [LWal0], which cover Klein bottles provided that m + n is odd. The Clifford torus
is the only embbeded example in this family and it corresponds to the casem =n =1.

The classification we have obtained is based on techniques of Complex Analysis, as well as
the fact that the Hamiltonian stationary Lagrangian condition is equivalent to the existence of
a certain holomorphic differential. The normalization of this differential allows us to integrate
explicitly the Frenet equations of immersion, which is possible because we have previously
obtained the norm function of the position vector, in terms of elemental functions, by solving
the differential equation it satisfies.

It is worth to mention that these three families can be included in a more general construc-
tion of Lagrangian surfaces by means of spherical and hyperbolic curves (a slightly more ge-
neral procedure than the method appearing in [CCh06]). Our examples are obtained by the
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aforementioned construction when only geodesics and constant curvature curves are conside-
red.

Returning to the study of singularities which appear in the Lagrangian mean curvature flow,
we hightlight that, under certain conditions on the initial submanifold (e.g., when it is almost
calibrated, see [Wa01] and Chen and Li [ChLi04]). Therefore it is of great interest to understand
dilations of the flow where the point at which we center the dilation changes with the scale,
called Type II dilations, which converge to an eternal solution with second fundamental form
uniformly bounded. One of the most important examples of Type II singularities is a class of
eternal solutions known as translating solitons, as mentioned before. All of them have the La-
grangian angle globally defined and, eliminating the time variable, these solitons reduce the
mean curvature flow parabolic equation to the following equation:

(x%) H=e",

where e is a fixed nonzero vector which indicates the direction of the translation. Such a trans-
lation has constant speed and the corresponding solutions are given by

Ft=¢+te, teR.

The simplest examples of translating solitons are obtained by the cartesian product of straight
lines and the only convex solution of (xx) restricted to curves: the so-called grim-reaper. It is
defined as the graph x = —logcosy, y €(—n/2,7/2).

The first results in this direction are due to Neves and Tian ([NeT07]), who gave conditions
that exclude the existence of nontrivial translating solutions to Lagrangian mean curvature
flow. More precisely, they proved that translating solutions with an L? bound on the mean cur-
vature vector are planes and almost calibrated translating solutions which are static are also
planes. Nevertheless, Joyce, Lee and Tsui found out in [JLT10] new surprising translating so-
litons for Lagrangian mean curvature flow with oscillation of the Lagrangian angle arbitrarily
small. They play the same role as cigar solitons in Ricci flow and are important in studying the
regularity of Lagrangian mean curvature flow. Moreover, together with the grim-reaper, these
examples show that the geometric conditions on the above results in [NeT07] are optimal.

Our contribution to this problem [CL12a] in this thesis is double. On the one hand, we gene-
ralize Joyce, Lee and Tsui [JLT10] 2-dimentional examples to a considerable extent. It is remarked
in [NeT07] that they are associated to planar curves w in C such that w, := V2tw, for t >0, is
a solution to curve shortening flow in C. However, our general construction is based on two fa-
milies of planar curves @ and w depending on an angular parameter ¢ < [0, 7r) that are special
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solutions to curve shortening flow, in the sense that their flows are a kind of composition of di-
lations and rotations with suitable velocities depending on ¢. For instance, in the case ¢ = 7/2
we must consider @ and w spirals (i.e., travelling waves in the polar angle, see [ChZ01]) with op-
posite velocities; and in the case ¢ =0, we require this time self-similar solutions for the curve
shortening flow of opposite characters, that is, @ must be a self-shrinking curve while « must
be a self-expanding one. Just when in this particular case ¢ =0 we consider « as a straight line
passing through the origin, we arrive at the above Joyce, Lee and Tsui examples [JLT10].

We characterize (see Theorem 4.3.1) locally all our examples in terms of an analytical condi-
tion on the Hermitian product of the position vector of the immersion and the translating vector
that allows us separation of variables. As a consequence, we get the classification of the Hamilto-
nian stationary Lagrangian translating solitons for Lagrangian mean curvature flow in complex
Euclidean plane. In contrast to the self-similar case, only one example appears: a embedded
complete nontrivial plane given by

M ={(z,w)eC?: w*=2Rez e ?'™? Rez >0}.

It corresponds in our construction to the simplest nontrivial possible choice of a (the circle
a(t)=e'?) and w (the line w(s)=s) in the particular case ¢ =0.

We consider now the problem of studying self-similar solutions from a global point of view.
An elegant result due to Smoczyk (see Theorem 2.2.2) allows us to conclude that Lagrangian
self-shrinker spheres do not exist. When we think about more complicated topologies, the first
observation to take into account is the fact that the class of self-shrinker tori in R* is enor-
mous. Since they include infinite families of Lagrangian tori in C?, such as the product of self-
shrinker Abresh-Langer curves (see Examples 5.1.5), Anciaux tori (see Examples 5.1.6) or the
Lee-Wang tori (see Examples 5.1.7), as well as minimal tori in the 3-sphere (e.g., the Lawson
tori, see Examples 5.1.8).

It is quite remarkable that the above families coincide when n = 2, giving rise to the Clifford
torus S' xS! in R%. Thus, rigidity theorems in the family of compact (Lagrangian) self-shrinkers
in R* are welcome and the Clifford torus is the natural candidate for this purpose. This sort of
results may be useful to try to get some progress related with the open Question 7.4 of [Nell].
Our contribution [CL12b] to this problem consists of three different new characterizations of
the Clifford torus in the class of compact Lagrangian self-shrinker surfaces in C2. Another mo-
tivation to find new theorems about this regular example is the following surprising result in
the direction of the recent results in [LiWe12] and [ChPel2]:
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Let M" be a compact self-shrinker submanifold with codimension n > 2 in R?>", If|H|?
is constant or |H|? < n or |H]?2 > n and |o|? < 22:4, thenn =2, |0|? =2 and M is the
Clifford torus S' x S! in R4.

Then, if we pay attention to the 2-dimensional case in the Lagrangian setting, we can charac-
terize the Clifford torus with only one geometrical hypothesis, either on the mean curvature
vector H or on squared norm of the second fundamental form.

The first result (see Theorem 5.3.5) can be considered as the 2-dimensional Lagrangian ver-
sion for the Clifford torus of the classical result of Huisken [Hu90] that the sphere is the only
compact self-shrinker with H > 0.

The Clifford torus is the only compact Lagrangian self-shrinker in C? such that |H|? is
constant or |H|?> <2 or|H|? > 2.

Any condition about |H|?> would play the role of the convexity hypothesis about the mean
curvature in the previous cited result of Huisken.

Trying to prove a gap result similar to that obtained by Le and Sesum [LeSel1] and Cao and
Li [CaLill] that the sphere S™ (v/7) is the only compact self-shinker submanifold in R™ with
|o|?> <1, we obtain the following result (see Theorem 5.3.7):

Let M? be a compact orientable Lagrangian self-shrinker in C?> with |o|?> < 2, then
|o'|? =2 and M? is a torus. If, in addition, the Gauss curvature K of M? is non-negative
or non-positive, then M? is the Clifford torusS' x S!.

Finally, if we introduce the topological hypothesis of being embedded, we prove in Theorem
5.3.9 the following weak version of the characterization of Clifford torus in the sense of the
famous Lawson’s conjecture, which has been recently solved by Brendel [Br12].

The Clifford torus is the only compact embedded self-shrinker Hamiltonian stationary
Lagrangian surface in C?.

The Hamiltonian stationary condition is equivalent to the vanishing of the divergence of the
tangent vector field JH, which is precisely the Euler-Lagrange equation to the corresponding
variational problem.

The proofs of these three uniqueness results are certainly elementary, though they are based
on stronger results which, combined in an appropriate way, lead us to the desired uniqueness
of the Clifford torus with the natural hypothesis explained above.
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