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Resumen

La teoria del punto fijo, surge a finales del siglo XIX y su primordial objetivo consiste en
establecer la existencia y unicidad de soluciones para cierto tipo de ecuaciones diferenciales
e integrables. En el trabajo realizado se estudian procesos iterativos los cuales son la com-
posicién de un elemento consigo mismo en forma repetitiva partiendo de un punto inicial
dado. Se construyen procesos iterativos con algunos términos extras que llamamos pertur-
baciones, demostrando que dichos procesos convergen algtin punto fijo de algiin operador
que cumpla con ciertas condiciones de contractividad, todo esto enmarcado en espacios
métricos de curvatura no positiva. Los resultados obtenidos mejoran y amplian resul-
tados reportados en diversos articulos. También proporcionamos ejemplos para ilustrar
el comportamiento de convergencia de los algoritmos propuestos y asi comparar numéri-
camente la convergencia de los esquemas iterativos propuestos con los esquemas existentes.

Palabras claves: Punto fijo, Espacios Métricos de Curvatura No Positiva, Iteraciones, Per-
turbaciones.

Abstract

The theory of the fixed point, arises at the end of the XIX century and its main objective
is to establish the existence and uniqueness of solutions for certain types of differential and
integrable equations. In the work carried out, iterative processes are studied which are
the composition of an element with itself in a repetitive way, starting from a given start-
ing point. Iterative processes are built with some extra terms that we call perturbations,
showing that these processes converge to some fixed point of some operator that meets
certain contractivity conditions, all this in metric spaces of non-Positive curvature. The
results obtained improve and extend the results reported in various papers. We also pro-
vide examples to illustrate the convergence behavior of the proposed algorithms and thus
numerically compare the convergence of the proposed iterative scheme with the existing
schemes.

Keywords: Fixed point, Metric Spaces of Non-Positive Curvature, Iterations, Perturbations.
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INTRODUCCION

La teoria de la existencia de un punto fijo de una funcién o un operador constituye un
campo que ha sido ampliamente estudiado en las 1ltimas cinco décadas. El problema del

punto fijo (con base a la teoria del punto fijo) puede expresarse como:

Dado X un conjunto, A y B dos subconjuntos no vacios de X, tal que ANB # 0 y

f A — B una aplicacion, ;Existe un punto v € A de modo que f(z) = x?.

Los teoremas del punto fijo tienen aplicaciones en muchas ramas tan diferentes de las
matematicas como el andlisis, la geometria o los sistemas dinamicos. Ademas, proporcio-
nan herramientas de resolucién utilizadas en otras areas del conocimiento sin una conexion
aparente con la matematica. Por ejemplo, muchos problemas de equilibrio y estabilidad
propios de la economia o de la teoria de juegos se pueden estudiar y modelar utilizando la

existencia y estabilidad de puntos fijos de ciertos operadores.

A grandes rasgos, la teoria del punto fijo se divide en tres areas principales: Teoria
métrica del punto fijo, Teoria topoldgica del punto fijo y Teoria discreta de puntos fijos.
Histéricamente, los limites entre las tres areas fueron definidas por el descubrimiento de
tres teoremas principales respectivamente como lo enunciamos a continuacion: Teorema
del punto fijo de Banach [60], Teorema de punto fijo de Brouwer [39] y Teorema del punto
fijo de Tarski [6]. En este documento nos centraremos principalmente en la primera area
(Teoria métrica del Punto fijo) teniendo en cuenta que en algunas ocasiones podemos
referenciar de vez en cuando conceptos claves de las otras dos areas. Esta teoria se ha
diversificado en multiples direcciones, mediante la generalizaciéon de instrumentos clasicos

y la mejora constante de conceptos y resultados.

La teoria del punto fijo es una herramienta potente y prometedora de lo que actualmente
se conoce como matematicas modernas y a su vez puede considerarse uno de los tema
principales del andlisis no lineal. En los ultimos 50 anos, la teoria del punto fijo ha sido
un area de bastante interés en la cual se han obtenido importantes resultados en diversas

lineas de investigacién. Los inicios de la teoria del punto fijo, surge a finales del siglo
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XIX y su primordial objetivo consiste en establecer la existencia y unicidad de soluciones
para cierto tipo de ecuaciones diferenciales e integrales. Es importante senalar que la
formulacién abstracta de Banach se acredita como el punto de partida para la teoria
de punto fijo métrico,. Stefan Banach en 1922 publicé la demostraciéon de un magnifico
teorema que recogia las condiciones necesarias para la existencia y unicidad del punto
fijo para aplicaciones T : X — X donde X es un espacio métrico completo y T" es una

contraccion, es decir, una aplicacion 1" que satisface la desigualdad siguiente:
d(Tz,Ty) < kd(z,y)

para todo z,y € X con k € (0,1) fijo (llamada constante de Lipschitz). Ademads, este
resultado proporciona un método constructivo (conocido como iteraciones de Picard) para
encontrar el punto fijo de la aplicaciéon a través de la convergencia de las iteradas de
la misma y en ¢l se determina la velocidad de convergencia de las iteraciones de Picard
al tnico punto fijo. Desde entonces, este principio ha sido continuamente mejorado y

extendido en muchas direcciones.

Otra etapa en el desarrollo de la teoria métrica de punto fijo se inicia con el resultado
de punto fijo para operadores no expansivos de Kirk [81], donde se establece que en un
espacio de Banach cualquier operador no expansivo definido sobre un conjunto no vacio,
débilmente compacto, convexo y con estructura normal tiene un punto fijo. Este teorema
generalmente se conoce en una forma particular como el Teorema de Browder-Gohde-Kirk
porque Browder [22, 23] y Gohde [20] también probaron independientemente el resultado
en espacios de Hilbert y espacios de Banach uniformemente convexos. Estos resultados han
llamado la atencién de un gran nimero de investigadores que han comenzado a estudiar
con mas detalle la interaccién entre las propiedades geométricas del espacio de trabajo y la
existencia de puntos fijos y la convergencia de iteraciones para varios esquemas iterativos

o condiciones de contraccién.

Ahora bien, si en lugar de considerar contracciones (como anteriormente) en espacio
métricos completos X, consideramos contracciones no expansivas, i,e. aplicaciones T :
X — X que satisfacen

d(Tz,Ty) < d(z,y)

para todo x,y € X, entonces en el contexto general de espacios métricos no necesariamente
se garantiza la existencia de puntos fijos para estos operadores. Podemos encontrar en la

literatura ejemplos simples de operadores no expansivos en los cuales la iteracién de Picard
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{T"x(} no converge a ningtin punto zo € X. Kirk [82] ha demostrado un teorema del punto
fijo para operadores no expansivos en espacios métricos acotados para los que existe una

estructura convexa que es normal y numerablemente compacta.

En 1955 el matemdtico Krasnoselskij en un brillante trabajo [48] realizé una de-
mostraciéon de manera constructiva para un operador no expansivo T' : M — M con
M C X compacto y X uniformemente convexo y considerando la orbita del operador
T, = :T + 31. Finalmente Krasnoselskij llego a la conclusién que la iteracién de Picard
T% converge a un punto fijo de 7. Schaefer extendié el resultado de Krasnoselskij en
una publicacion hecha en 1955 [27] considerando T, = aT + a (1 — «) I para cualquier

a € (0,1) y X uniformemente convexo.

A partir de este trabajo muchos autores han continuado bajo esta linea de investigacién
dando grandes avances, uno de estos tantos trabajo fue el realizado por Groetsch [15]
en 1972 considerd la iteracion de Mann generalizada, hoy conocida como iteracién de

Krasnoselskij-Mann, definida por
Tpr1 = (1 —ap) xy + @ Ty

donde «,, € (0,1) para todo n € N bajo la suposiciéon » (1 — ax)ar = oo demostré la
regularidad asintética de la iteracion de Krasnoselskii-Mann cuando X es uniformemente

convexo.

En 1976 Ishikawa [66] prob¢ la regularidad asintética de la iteracién de Krasnoselskij-
Mann en un espacio de Banach general suponiendo que > aj diverge y 0 < oy < a < 1

para todo k € N. El proceso iterativo de Ishikawa se formula como
Tpr1 = (1 —ap) xy +a, T [(1 = By) xp + BT,

donde {a,} ", v {Ba},~, son sucesiones de nimeros positivos en el intervalo [0, 1]. Fue
introducida por primera vez por Ishikawa [65] en 1974, para aproximar los puntos fijos
de los operadores pseudocontractivos lipschitzianos, porque en el caso de que T sea solo
pseudocontractivo, la iteracion de Mann no converge generalmente al punto fijo de T,

como lo senalaron Hicks y Kubicek [73].

En los ultimos anos varios autores han estudiado exhaustivamente los esquemas itera-
tivos de uno y dos pasos (incluidos los procesos de iteracién de Mann e Ishikawa como los
casos mas importantes) para resolver ecuaciones de operadores no lineales, en espacios de

Hilbert y Banach, como el propuesto en el 2007 por Agarwal et al. [55] donde introduce



un nuevo metodo iterativo denominado “S-iteration process” el cual es independiente de
las iteraciones de Ishikawa y por lo tanto la de Mann, adema&s converge mas rapido que

éstas dos.

Otro métodos iterativos que valen la pena mencionar en este documento debido a su
importancia en los objetivos a desarrollar a lo largo del escrito son las iteraciones de punto
fijo con errores las cuales fueron introducidas por Liu [40], [41], la idea surge al analizar los
calculos numéricos practicos; varios trabajos investigativos se han enfocado en este tipo

de iteraciones debido al problema de la estabilidad.

Ahora mencionaremos de manera muy general algunos de los ambientes métricos donde
estos esquemas iterativos mencionados anteriormente toman relevancia en la bisqueda de
aproximacién de puntos fijos para operadores de tipo contractivo. Existen actualmente di-
versos espacios métricos debido a que son una herramienta muy importante para modelar
y resolver distintos procesos naturales. La estructura de un espacio métrico es realmente
demasiado general para poder aplicar las teorias que se utilizan en el estudio de estos
procesos. Es por ello que las estructuras métricas ttiles a estos efectos poseen ciertas
caracteristicas y restricciones geométricas que les proporcionan la regularidad necesaria
para poder trabajar con ellas, como lo son ciertas propiedades geométricas (estructura
normal, convexidad uniforme, etc.) las cuales juegan un papel fundamental, asi como la
busqueda de ejemplos de espacios métricos que posean dichas propiedades. Entre los espa-
cios métricos que a este respecto han recibido mas atencion en los ultimos anos destacan
los espacios de curvatura acotada, que son un caso particular de espacio de longitud y
espacio geodésico. La caracteristica fundamental de estos espacios es el hecho de que sus
puntos estan unidos por geodésicas que, en lineas generales, son curvas sobre los espacios

cuya longitud es igual que la distancia entre los puntos que une.

El ambiente principal de trabajo de esta memoria se sitia en los espacios métricos
geodésicos. Esto es, espacios métricos(X, d) dotados de una trayectoria geodésica de un
punto z € X a otro punto y € X que es un operador que conserva la distancia c : [0,(] C
R — X de modo que ¢(0) = z, ¢(l) = y. La imagen ¢(]0,[]) de ¢ forma un segmento
geodésico (no necesariamente tinico) que une a = e y. Un espacio métrico se dice geodésico

si cada dos puntos de él pueden unirse por un camino geodésico.

En esta memoria nos centraremos principalmente en estudiar la convergencia de al-
gunos métodos iterativos del Punto Fijo en algunos de estos espacios métricos. Dentro

de los espacios métricos geodésicos, un conjunto es convexo si incluye algin segmento



geodésico que une cada dos puntos pertenecientes al conjunto. Una clase importante de
espacios métricos geodésicos es la de los espacios de curvatura acotados introducidos por
Alexandrov [2]. El estudio de espacios de curvatura no positiva también conocidos como
espacios CAT(0) tiene su origen con el descubrimiento de espacios hiperbdlicos, trabajo
realizado por el matematico J. Hadamard a principios del siglo pasado y en el trabajo
de E. Cartan en la década de 1920. La idea de lo que significa que un espacio métrico
geodésico tenga una curvatura no positiva (o, mas generalmente, una curvatura limitada
por un numero real k) se remonta al trabajo de H. Busemann y A.D.Alexandrov en la
década de 1950.

Posteriormente, Gromov [50] contribuyé a una mejor comprensién de estos espacios y
los denominé espacios C' AT (k) en honor a Cartan, Alexandrov y Topogonov, cada uno de
los cuales considerd condiciones espaciales similares. La contribuciéon de Gromov condujo
a un desarrollo significativo en la fisica tedrica que atrajo el interés de los investigadores.
Los espacios CAT(0) completos son reflectantes. Una excelente introduccién al estudio de
estos espacios son las conferencias que Mikhael Gromov dio en 1981 en el College de France
en Paris (ver [49]). En esta conferencia, Gromov explicé las principales caracteristicas

de la geometria riemanniana global esencialmente basando su explicacién en la llamada

desigualdad CAT(0).

En [85] se muestra que muchas de las ideas y métodos estandar de el andlisis no
lineal y la teoria del espacio de Banach se transfieren a la clase de espacios que Gromov
bautizé espacios CAT(0). (Las siglas C, A y T hacen referencia a los matematicos Cartan,
Alexandrov y Topogonov.) Se dice que un espacio métrico X es un espacio CAT(0) si esta
conectado geodésicamente, y si cada triangulo geodésico en X es al menos tan “delgado”
como su triangulo de comparacién en el plano euclidiano. Profundizaremos més en estos
conceptos a lo largo del documento al igual que la propiedad, conocida como la desigualdad
CAT(0), la que encapsula el concepto de curvatura no positiva en la geometria riemanniana
y ademas nos permite reflejar el mismo concepto en un entorno mucho mas amplio, como

quedard descrito en la memoria.

Casi siempre asumiremos la completitud de estos espacios también. Los espacios
CAT(0) completos en la literatura a menudo también se denominan espacios Hadamard.
Los espacios CAT(0) tienen una estructura geométrica bastante poderosa y notablemente
agradable, ya que en tales espacios existen angulos en un sentido fuerte, la funcion de

distancia es convexa, ademas poseen convexidad uniforme y proyeccién ortogonal sobre
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subconjuntos convexos, etc. Ademads, debido a su generalidad, los espacios CAT(0) surgen
en una amplia variedad de contextos. En los espacios CAT (0), las contracciones no expan-
sivas surgen naturalmente en el estudio de isometrias o, mas generalmente, en isometrias

locales.

Dentro del marco de espacios hiperbdlicos los espacios métricos CAT(0) son anélogos
de los espacios de Hilbert en el andlisis no lineal. Sin embargo, tal analogia podria ser
enganosa. Los espacios CAT (0) incluyen todos los R-trees y estos espacios tienen poco
parecido a los espacios de Hilbert. Una excelente introducciéon a muchos de los recientes,
y no tan recientes, estudios sobre estos espacios de curvatura acotada son el libro de M.R.
Bridson and A. Haefliger [49], para un anélisis mas elemental de algunos de estos conceptos

se pueden encontrar en el libro de Burago et al. [19].

El objetivo de la primera parte de la tesis es definir iteraciones de dos o tres pasos con
pequenas perturbaciones, esto con el fin de mostrar que dichas perturbaciones logran mejo-
rar la velocidad de convergencia dependiendo de la contractividad, ademas estos esquemas
iterativos poseen como casos especiales los ya mencionanos anteriormente (Iteracién de
Ishikawa, Mann entre otros). Las perturbaciones estédn presentes en varios fenémenos de
la naturaleza por ejemplo en astronomia, una perturbaciéon es la modificacion que experi-
menta el movimiento de un astro a lo largo de su érbita como consecuencia de la atraccién
ejercida por los astros proximos. Otro ejemplo es el de La teoria de perturbaciones la cual
permite obtener aproximaciones de los valores y funciones propios de un sistema tomando
como punto de partida a un sistema referencia, esta teoria a dado grandes frutos en la
mecanica cuantica, en la cual se toma un conjunto de esquemas aproximados para describir
sistemas cuanticos complicados en términos de otros mas sencillos. Estos son algunos ejem-
plos donde las perturbaciones toman gran importancia en los fenémenos naturales, es por
esto que quisimos involucrar este tipo de perturbacién a los esquemas iterativos de punto

fijo, adaptandolos a diversos ambientes métricos.

En una primera instancia empleamos aplicaciones totalmente asintéticas y ademas no
expansivas, demostrando que las iteraciones perturbadas converge al punto fijo de dichas
aplicaciones. En una segunda instancia se propone una iteracién perturbada tomando
como referencia a la iteracion propuesta por Agarwal, esto con el fin de buscar conver-
gencia en aplicaciones no expansivas. Finalmente siguiendo en la buisqueda de procesos
iterativos establecemos unas aplicaciones denominadas monétonas (v, 3)-no expansivas,

demostrando que existen sucesiones aproximadas de puntos fijos que convergen a dichos



puntos.

Groso modo parte de los objetivos de esta memoria es realizar un analisis de la con-
vergencia para aproximaciones de punto fijo para ciertas aplicaciones de tipo contractivo,
para ello se proponen algunos métodos de iteracion de punto fijo demostrando asi difer-
entes tipos de convergencia. Ademds se proponen algunos ejemplos numéricos donde se
evidencia la aproximacion al punto fijo, todo esto bajo ciertos ambientes métricos haciendo
énfasis en los espacios métricos CAT(0). Finalmente este trabajo estd dividido en cuatro
capitulos que a su vez estan subdivididos en diferentes secciones. A continuacién pasamos

a realizar un breve resumen de ellos.

Capitulo 1: En este capitulo se abordan conceptos preliminares por lo tanto reine
fundamentalmente los conceptos méas elementales, cabe aclarar que en su mayoria no son
de nuestra autoria, mas sin embargo se creen necesarios para una excelente comprensién

y lectura de todo el documento.

Capitulo 2: En este capitulo se establecen algunos teoremas de convergencia de itera-
ciones de tres pasos en especifico para el algoritmo CR hibrido modificado con perturba-

ciones en aplicaciones asintéticamente no expansiva en un ambiente métrico CAT(0).

Capitulo 3: En este capitulo utilizamos el concepto de espacios CAT,(0) propuesto
por Anime Khamsi, establecemos A-convergencia y convergencia fuerte de una variacion a
la iteraciéon S propuesta por Agarwal. Finalmente, a partir de ellos deducimos resultados

validos para aplicaciones a-no expansivas.

Capitulo 4: En este capitulo, definimos la clase de aplicaciones monétonas (o, 5)-no
expansivas y demostramos que existe una sucesién aproximada de puntos fijos, en espacios

métricos hiperbdlicos parcialmente ordenados.



CAPITULO
PRELIMINARES

1.1 Espacios Métricos

Los resultados que enunciaremos son ampliamente conocidos pues son resultados clasicos
de la teoria de andlisis y la topologia, es por esto que en los casos, aqui mencionados,
omitiremos sus demostraciones, cabe aclarar que la gran mayoria de estas demostraciones

son de facil consulta en varias referencias bibliograficas.

Definicién 1.1.1. Una métrica en un conjunto no vacio X, es una funcion d — [0, 400 que
asocia a cada par de elementos x,y € X un niamero real positivo d(z,y), llamado distancia

del punto x al punto y, de tal modo que
i. dlz,y) =0 =y
it. d(z,y) = d(y,x) (Simetria)
iii. d(z,z) < d(x,y) +d(y, z) (Desigualdad Triangular)

Un espacio métrico es un par (X, d), formado por el conjunto no vacio X y una métrica
d sobre X.

Ejemplo

Sea X # () y consideremos d : X x X — R la funcién definida por

1 si x#vy
d(z,y) =
0 st x=y
Nuevamente, es claro que d es una métrica sobre X llamada métrica discreta, asi el

par (X, d) es llamado espacio métrico discreto.



Ejemplo
Sea X =R y considere d : X x X — [0,400) definida por
d(z,y) =z —y| Va,yeX.

Nuevamente, es claro d es una métrica sobre X llamada métrica usual, asi el par (X, d) es

un espacio métrico.

Ejemplo

Sea X = C|[a, b] el conjunto de todas las funciones continuas en el intervalo [a, b] y considere
doo + X X X — [0, +00) definida por

doo(f,9) = sup{d (f(2),9()) : = € [a, 0]} .

Nuevamente, es claro que d., es una métrica sobre X llamada métrica uniforme, asi el

par (X, ds) es un espacio métrico.

Definicién 1.1.2. Sea (X, d) un espacio métrico y sea {x,} C X y xo € X. Decimos que

{z,} converge a xy y lo denotamos como {x,} — o, si lim d(z,,z) = 0.
n—oo

En otras palabras, decimos {z,,} — x si y solo si Ve > 0 Iny € N tal que d(z,, z9) <

g, Vn > nyg.

Definicién 1.1.3. Sea {x,} una sucesion en (X,d). Se dice que X es completo si toda

sucesion de Cauchy en X converge a un punto de X.

Definicién 1.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Entonces, {z,} C (X,d) es una

sucesion de Cauchy si, y sélo si, {x,} es convergente en X.

Ejemplo
El espacio métrico (R, |- |) es completo.
Ejemplo

El espacio (0,1) C (R,]|-|) no es completo.
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Definicion 1.1.5. Sean (X, d) y (Y, d) espacio métricos yT : X — Y una funcion. Entonces

T es una funcion.

i. Continua en un punto xq € X siVe >0 30 > 0 tal que, siy € X yd(zo,y) <6 =
4(T(20). T(w)) < <.

1. Continua en X, si T es continua Vr € X.

Definicién 1.1.6. Sean (X, d) y (Y, d) espacio métricos y T : X — Y una funcion. Se dice
que T es uniformemente continua, si Ve > 0 30(g) > 0 tal que, Va,y € X y d(xg,y) <
d=d(T(x), T(y)) <e

Definicién 1.1.7. Sean (X,d) y (Y,d) espacio métricos y T : X — Y wuna funcion. Se
dice que T es semicontinua inferiormente en el punto a € X si para cada € € Y tal que
e < T(a) existe 6 > 0 de forma que si d(z,a) < § entonces k < T(x). Ademds T es

semicontinua inferiormente si lo es en cada punto de X.

1.2 Espacios Normados

Definicion 1.2.1. Sea V un espacio vectorial, una aplicacion que hace corresponder a cada
valor x € V el niamero real ||z||, se llama norma de V si y solo si, verifica los siguientes

axriomas.
izl Z 0y fle][ =02 =0
it. ||ax|| = |al||z]],a € Ryx € V
it ||z +yll < [l=]| + |lyll Vo, y € V

Un espacio normado es un par (V.|| - ||) donde || - || es una norma sobre V

Ejemplo

Consideremos £,n € N, 1 < p < oo, el espacio vectorial que consiste de todas las n-uplas

r = (1,09, -+ ,ay), donde a; € R, V1 <i < n, () con la norma

n l/p
|||, = <Z|Oé¢|p>
i=1

es un espacio normado.
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Ejemplo

Consideremos (7,

a; € R, V1 <4 <n, % con la norma

el espacio vectorial de todas las n-uplas = = (ay, a9, , ), donde

2]]oo = sup {Jas] : 1< i < n}.
es un espacio normado.

Observacion 1.2.1. Dado un espacio vectorial V, recordemos que si tenemos una norma
|| - || definida sobre V, siempre es posible definir una métrica sobre V, consideremos la
funcion definida por

d(x7y>:Hx_yH7 V:c,yEV

d es una métrica en 'V, en consecuencia, todo espacio normado es un espacio meétrico.

Observacién 1.2.2. Cuando la distancia d, asociada a la norma || - || de un espacio V, es
completa, es decir, cuando toda sucesion de Cauchy es convergente, decimos que la norma
|| - || es completa o también que el espacio normado V es completo. Un espacio de Banach

E es un espacio normado completo.

De manera méas general, dado un subconjunto A de un espacio normado V, decimos
que A es completo cuando toda sucesién de Cauchy de elementos de A converge a un
elemento de A; en tal caso, es inmediato comprobar que A es cerrado en V. El reciproco
se da cuando el propio V es completo, es decir: si A es un subconjunto de un espacio de

Banach, entonces A es completo si, y sélo si, A es cerrado en V.

1.3 Espacios de Hilbert

Daremos algunas definiciones bésicas acerca de los espacios de Hilbert, que son los espacios
de Banach mas perfectos desde un punto de vista geométrico, pues verifican todos los

postulados de la geometria euclidea.

Definicién 1.3.1. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K (donde K es R o C ). Un

producto interno en 'V es una funcion (-,-) de VxV — K tal que

i (z,y) = (x,y) para todo x,y € V.
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it (x+vy,z)=(x,z)+ (y,2) para todo x,y,z € V.
i1t (Ax,y) = Mz, y) para todo x,y € V, para todo \ € K.
w (x,z) >0 para todo x € V.
v (z,x) =0 siy solo si x = 0.

Un espacio vectorial dotado de un producto interno es un espacio prehilbertiano.

Ejemplo

Uno de los ejemplos de espacio con producto interno més conocido es el espacio ¢5(Z)

0(Z) = {(In)nez/% eC vy Z lzn? < oo} :

ne’l

En este espacio el producto interno esta dado por

<£E, y> = Z Tnln.-

neEZ

Proposicién 1.3.1. Desigualdad de Cauchy—Schwarz: Sea (X, (-,)) un espacio con

producto interno, entonces para todo x,y € X

N

()] < (@)% (4, y)
Proposicién 1.3.2. Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno. Si definimos
]| = (z,2)"?
entonces ||| es una norma en X.

Ademas, estd norma satisface la ley del paralelogramo, es decir para todo x,y € X:

lz + 1 + lle — ylI* = 2[l=|* + 2]y

Definicion 1.3.2. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial con producto interno que

es completo con respecto a la norma dada por el producto interno.
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Ejemplo

Espacios de dimension finita. Para N > 1y 1 < p < 0o usamos fév los dos primeros
vectores bésicos e; = (1,0,---,0) v e2(0,1,0,---,0), observemos que |le; + egf|, = 21/7
y deducimmos que sélo se verifica la igualdad del paralelograma cuando p = 2. Analogo
razonamiento muestra que £Y tampoco verifica la igualdaddel paralelograma. Reciproca-
mente, sabemos que la norma euclidea en K procede de un producto escalar. Por tanto:

dados N > 1y 1<p< oo, Y es un espacio de Hilbert si y sélo si, p = 2.

Ejemplo

Espacios de sucesiones. El mismo razonamiento del ejemplo anterior se aplica a los espa-
cios de sucesiones £, con 1 < p < oo, usando los dos primeros vectores unidad, con lo que
obtenemos: para 1 < p < oo, el espacio de Banach ¢, es un espacio de Hilbert si, sélo si,

p = 2. El producto interno de ¢, viene dado por:

o0

<x,y>22x(n)y(n) SL’,yE€2

n=1

Este es el ejemplo més relevante de espacio de Hilbert de dimension infinita.

1.4 Espacios Métricos Geodésicos

esta parte del documento es una breve introduccion a la geometria de los espacios geodési-
cos. Las ideas que encontrara aqui son elementales, y las hemos escrito con la intencién
de contextualizar los ambientes métricos en los cuales se desarrollaran los resultados prin-
cipales de este documento. Iniciaremos dando las definiciones de espacios métricos de

longitud. Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera.

Definicién 1.4.1. Sean a y b dos nimeros reales tales que a < b. Decimos que vy : [a,b] — X

es un camino o curva en X st es una aplicacion continua.

Consideremos una particién T de [a,b], es decir, una coleccién finita de puntos T =

{yo, -yt talquea=9y, <y1 <ya <---<y,=b

Definicién 1.4.2. Sea v un camino en X. Llamamos longitud de v, L(7y), al supremo de
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todas las siguientes sumas

N

Z(T) = Zd(ﬁ)/(yifl%fﬂyi)) )

i=1
donde Y waria en el conjunto de todas las participaciones del intervalo [a,b]. Diremos que

el camino v es rectificable si su longitud es finita.

Definicion 1.4.3. Se dice que X es un espacio de longitud st la distancia entre cualesquiera
dos puntos del espacio viene dado por el infimo de las longitudes de todos los caminos

rectificables que los unen, es decir,
d(z,y) =inf {L(y) : v camino rectificable que une x e y} .

Una distancia d que verifique la ultima propiedad descrita recibe el nombre de métrica de

longitud o métrica intrinseca.

De estd definicién podemos deducir que, en un espacio de longitud, todo par de puntos en
X esta conectado por al menos un camino rectificable. Ademas otra consecuencia de esta

definicion es que todo espacio de longitud es un espacio convexo.

Definicion 1.4.4. Una geodésica entre dos puntos x,y € X es un camino gedésico ¢ :
[0,{] = R tal que ¢(0) = z,c(l) =y,y

d(c(t),c(t)) =t —t| para todo t,t" €[0,1].

estd claro que ¢ es una isometria y que d(z,y) = [. La imagen « de ¢ recibe el nombre
de segmento geodésico que une z,y. Si analizamos la definicién de longitud de un camino
también se deduce que L(c) = [ si ¢ es un geodésica. En un espacio de longitud, las
geodésicas son caminos cuya longitud coincide con la distancia entre sus extremos z e y,

entonces

L(d) = d(z,y) = L(c) = [,

cualquiera que sea el camino ¢ que una z e y. Teniendo en cuenta ademéds que las geodési-
cas son los unicos caminos que verifican las condicién anterior que sélo depende de la

longitud de los mismos.

Definicion 1.4.5. Sea I C R un intervalo. Y sea una aplicacion ¢ : I — X, es llamada
geodésica linealmente parametrizada o una geodésica de velocidad constante, si entonces
existe una constante X tal que d (c(t),c(t')) = M|t —t'| para todo t,t' € 1. Bajo las mismas

hipdtesis, decimos que ¢ parametriza su imagen proporcionalmente a la longitud del arco.
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Definicion 1.4.6. Una geodésica local en X es una aplicacion ¢ en un intervalo I CR a X
con la propiedad que para todo t € I entonces eziste € > 0 tal que d (c(t),c(t)) = [t — |
para todo t',t" € I con |t —t'|+ |t —t"| <¢

Es importante resaltar que en la definicién de geodésica es un poco mas restrictiva
que la que usualmente se utiliza en geometria diferencial. Las geodésicas en geometria
diferencial son geodésicas mas de tipo locales de acuerdo a las definiciones que hemos
enunciado. De forma mas general, una geodésica local no necesariamente es una geodésica.
Por ejemplo, si en el circulo S! se da més de media vuelta a rapidez constante se tiene una
geodésica local que no es una geodésica en el sentido estricto. De manera intuitiva, una
de las propiedades de las geodésicas aqui mencionadas es que siempre se alejan del punto

del que inician a medida que son recorridas.

Definicién 1.4.7. (X, d) se dice que es un espacio métrico geodésico (o, simplememte un
espacio geodésico) si cada dos puntos en X estdn unidos por una geodésica. Decimos que
(X,d) es univocamente geodésico si hay exactamente una geodésica que une x a 'y, para

todo x,y € X.

Definicion 1.4.8. Sean X un espacio métrico univocamente geodésico y C' un subespacio

de X. Entonces, C es geodésico si y solo si es un subespacio convero.

Ejemplo

El ejemplo més familiar de un espacio métrico univocamente geodésico es E™, el espacio
euclideo n-dimensional, esto es R™ con la métrica euclidea usual. Ahora el segmento
geodésico unico que une dos puntos z y y es el segmento de linea entre ellos, es decir,
el conjunto de puntos {(1 —¢)z +ty|0 <t <1}. Un subconjunto C' es convexo en el
sentido de la definicion anterior si y sélo si es convexo en el sentido lineal, es decir, si el
segmento lineal que une cada par de puntos de C estd completamente contenido en C.
Un subconjunto X C E™; es un espacio geodésico si y sélo si es convexo. De manera mas
general, cuando esta dotado de la métrica inducida, un subconjunto de un espacio métrico
univocamente geodésico serd geodésico si y solo si es convexo. Por ejemplo, un circulo en
E? con la métrica inducida no es un espacio geodésico, sino simplememte un disco redondo.
[[49], Ejemplo 1.5]

Proposicion 1.4.1. Todo espacio vectorial normado V es un espacio métrico geodésico. FEs

univocamente geodésico si y solo si la bola unitaria en V es estrictamente convexa (en el
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sentido de que si uy y ug son vectores distintos de norma 1, entonces ||(1 —y)u; +us| < 1
para todo t € (0,1)).

Ejemplo

Las normas (' y />* en R". La norma (' del vector x = (z;...7,) € R" se define
como Y |z;| y la norma ¢ de x se define como max; |z;|. Es obvio que las aplicaciones
R™ — R asi definidas son de hecho normas. Denotamos las métricas asociadas por d; y
d~ respectivamente. Sin > 2 entonces ni la bola unitaria en (R",d;) ni la de (R", dy) son
estrictamente convexas, esntonces por la proposicién (1.4.1) estos espacios no son tnicos

geodésicos. [[49], Ejemplo 1.7]

Proposicién 1.4.2. Para todo n € N y para todo nimero real p > 1, la aplicacion x — ||z||,
define una norma en R™. En particular para dos vectores distintos de cero x,y € R,
tenemos

[z +yllp < llzllp + [yl

Ademds, la igualdad en estd expresion se obtiene si y solo si x es un multiplo positivo de
y, por lo tanto, para todo 1 < p < oo el espacio métrico (R™,d,) asociado a la norma (7

es univocamente geodésico.

Demostracion. Para demostrar la desigualdad triangular, considere el niimero real ¢ >

1, definido por

LY (1.4.1)

Afirmamos que para cualquier nimero real a > 0,b > 0 se tiene

al/Ppt/a < @ + é
P q

la igualdad se da, si y sélo si a = b. El caso no trivial se da cuando a > 0y b > 0.

Entonces, dado que la funcién log : [0,00) — R es estrictamente céncava, tenemos
b 1 1
log <2 + —) > —loga+ —logh
p q p q

la igualdad se da, si y sélo si a = b. Al componer ambos lados de estd desigualdad

con la funcién exponencial que bien sabemos que es estrictamente creciente, obtenemos
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a/p+b/q > a'/?b'/1, en donde la igualdad se da, si y sélo si a = b.
Recordemos que dado dos vectores x = (z1...2,) ¥y ¥ = (y1...yn) en R™ tenemos la

desigualdad de Holder

n

Y lallyl < lelpllylly- (1.4.2)

=1

Verificaremos esta desigualdad para el caso no trivial x # 0,y # 0. Aplicando la

desigualdad (1.4.1) a a; = :f;‘l‘z y b= ;f’;dz, tenemos
P P

|@il? |yil” < 1 |2 1|?Jz‘|p
lzllp 1yl — pllels — qllyl

Sumando sobre ¢ = 1,...,n, obtenemos la desigualdad de Holder y vemos que la igualdad
se cumple si y sélo si a; = b;; para cada 1.
Ahora estamos preparados para demostrar la desigualdad tridngular para d,. se tiene para
cadai=1,...,n
i + yil” < |willws + wilP' + |yalles + wilP! (1.4.3)
De la desigualdad de Holder obtenemos
1/q

n n l/p n
Z |||z + vyl < (Z |x¢\p> (Z |z; + y¢|(p1)q> (1.4.4)
i=1 i =1

1/q

n n 1/p n
> lyilla + yil T < (Z |in”> (Z |z + yl-l(p”q) (1.4.5)
i=1 i=i i=1

por lo tanto, como (p — 1) ¢ = p,

n n 1/p n 1/p n 1/q
Slatu < (Siar) (L) (Sbrur)
i=1 i=i i=i i=1

lo que conduce a la desigualdad tridngular.

En la desigualdad triangular anterior, la igualdad puede ocurrir si y sélo si la igualdad

ocurre simultaneamente en (1.4.3), (1.4.4) y (1.4.5). La igualdad en (1.4.3) implica que z;



18

e y; tienen el mismo signo y que si x e y son distintos de cero, entonces x + y también es

distinto de cero. La igualdad en (1.4.4) y (1.4.5) implica que

|zilP _ |z + yil? _ |yi|?
lzllp e +willd Nl
para cada ¢ = 1,...,n, por lo tanto, x tiene que ser un multiplo positivo de y. Ahora

por la proposicién (1.4.1), (R,d,) es univocamente geodésico para todo 1 < p < oo.

O

Por otra parte, una de las propiedades geométricas mas relevante de los espacios de
Banach para la Teoria Métrica del Punto Fijo es la convexidad uniforme. Las caracteristi-
cas geométricas que estd propiedad proporciona a estos espacios lineales permiten un sin
nimero de aplicaciones las cuales se conocen en distintas publicaciones de alto impacto.
En la actualidad, se conocen también distintas aunque similares nociones de convexidad
uniforme en el contexto mas general de los espacios métricos geodésicos. Estas nociones
tratan de rescatar la geometria que la convexidad uniforme proporciona a los espacios lin-
eales en los espacios métricos. Se dice que un subconjunto C' de un espacio métrico (X, d)
es convexo si cada par de puntos z,y € C pueden unirse mediante una geodésica en X y la
imagen de cada geodésica estd contenida en C. Si estd condicién se cumple para todos los
puntos z,y € C con d(x,y) < r, entonces se dice que C' es r-convexo. Ahora bien si para
cada par de puntos x e y en un espacio métrico completo X existe un punto m € X tal
que d(z,m) = d(y,m) = %d(m, y), entonces X es un espacio geodésico. Si tal punto medio
existe para todos los puntos z,y € X con d(z,y) < r, entonces X es r-geodésico. Enfati-
zamos que los caminos que comunmente se llaman geodésicos en geometria diferencial no

necesitan ser geodésicos en el sentido anterior; en general solo seran geodésicas locales.

Definicién 1.4.9. Un espacio métrico geodésico (M,d) se dice que es uniformemente con-
vexo si cualesquiera que seanr > 0 ye € (0,2] existe § € (0, 1] tal que para todo a,z,y € M

con d(xz,a <) yd(x,y) > er se tiene que
d(m7 a) < (1 B 5)7",

donde m denota cualquier punto medio entre los puntos x e y. Una aplicacion § : (0, 00) X
(0,2] — (0,1] que proporciona un § = d(r,€) en las condiciones anteriores para cada r > 0

ye € (0,2] fijos se denomina mddulo de converidad de M.
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Definicion 1.4.10. Un espacio métrico geodésico M se dice que es estrictamente convezxo
si para cualesquierar >0, a,x ey € M con d(x,a) <r, d(y,a) <r yz #y, se tiene que
d(a,p) < r, donde p es cualquier punto entre x ey tal que p # x y p # y, es decir, p es

cualquier punto del interior de un segmento geodésico que une x e y.

Observacion 1.4.1.

e Cualquier espacio métrico estrictamente convexo es univocamente geodésico.

e Clualquier espacio métrico uniformemente convexo es estrictamente convexo.

Se dice que la métrica en un espacio X es convexa si X es un espacio geodésico y todas

las geodésicas ¢; : [0,a1] — X y ¢2: [0, a2] — X con ¢1(0) = ¢2(0) satisface la desigualdad
d(01 (tal), CQ(fCLQ)) S td(Cl (al), CQ(CLQ))

para todo t € [0,1]. Se dice que X es localmente convexo si cada punto tiene una
vecindad en la que la métrica inducida es convexa. Si el espacio métrico es localmente
convexo, entonces, en particular, X es localmente contractil y, por tanto, X tiene un

espacio de cobertura universal X.

Definicién 1.4.11. Llamamos triangulo geodésico en un espacio (X,d), y lo denotamos
generalmente /\(x1,xq, x3), a una coleccion de tres puntos de X, denominados vértices del
trangulo y tres segmentos geodésicos, denominados lados del tridngulo A\, de modo que
tales segmentos unen esos tres vértices del tridngulo dos a dos. Diremos que el triangulo

es degenerado si los tres vértices pertenecen a la misma geodésica.

X oy R

3|

p p

Figura 1.1: Tridngulo geodésico (derecha) y su tridngulo de comparacién (izquierda)
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Cabe resaltar que un tridngulo A = A(p, ¢,7) en E” es llamado tridngulo de comparacién
de A = A(p,q,r) sid(p,q) = d(p,q), d(q,r) = d(q,7) y d(p,7) = (p,7). Dicho tridngulo
A C E" siempre existe, si el perfmetro d(p,q) + d(q,r) + d(r,p) de A es menos del doble
del didmetro D en E”. Escribiremos A = A(p, q,7) 6 A(p, @, 7) segin la eleccion especifica
de p, g, 7 lo requiera. Un punto Z € [g, 7] es llamado punto de comparacién de x € [q,r]| si
d(q,r) = d(q,7). Puntos de comparacién en [p, ] y [p, 7] se definen de la misma manera.
Se llama angulo de comparacién entre ¢ y r en p, y lo designaremos por Zp(q, r), al dngulo
interior de A(p,q,7) € E™ en p. (Este dngulo estd bien definido siempre que ¢ y r sean
ambos distintos de p.) Sip # qy p # r, el &ngulo de A en p es el dngulo de Alexandrov

entre los segmentos geodésicos [p, q] v [p, r] emitido desde p como se define a continuacion,

Definicién 1.4.12. Sea (X, d) un espacio métrico y sea ¢ : [0,a] - X y  : [0,d'] - X
son dos caminos geodésicos con ¢(0) = ¢/(0). Dado t € (0,a] yt' € (0,d'], consideramos el
trigngulo de comparacion A(c(0),c(t),d(t) y el dngulo de comparacion Z.q)(c(t),d (V).
Llamamos dngulo de Alexandrov o dngulo superior entre dos caminos geodésicos ¢ y ¢ al
numero Z(c,c') € [0, 7] definido por:

Z(c, ) == limsup Zeg)c(t), (') =lim sup ZL.g)c(t),d(t).

tt'—0 e=0 0t t/<e

Si existe limy Zc(o)c(t), d(t'), se dice que el dngulo eziste en sentido estricto.

El angulo entre dos segmentos geodésicos que tienen un punto extremo en comun se
define como el angulo entre las tinicas geodésicas que parten de ese punto comin y cuyas
imégenes son los segmentos dados. Se puede expresar Z(c,c) en términos de la funcién
distancia al senalar que

- 1
cos (ZLeyc(t), d(t')) = P (2 4+t —d(c(t),d(t)?)).
Note que en E™, el angulo de Alexandrov es igual al comunmente conocido angulo Euclid-

1ano.

Los espacios modelo )}

El plano euclideo tiene curvatura cero, el espacio esférico 1 y el hiperbdlico —1, estos tres
espacios se denominan espacios modelos, los cuales tienen una de las mas importantes
propiedades ya que son variedades riemannianas de curvatura constante. Trabajar tinica-

mente con estos tres espacios a la hora de determinar la curvatura de un espacio geodésico
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cualquiera resulta en principio insuficiente ya que éstos tan sélo servirian como referencia
para asignar curvatura cero, uno o menos uno a un espacio. El objeto de este apartado es
introducir variantes sobre la métrica de estos espacios que pongan a nuestra disposicién
nuevos espacios de curvatura (de Riemann) cualquiera k, ya sea positiva o negativa, con

los que poder comparar.

Definicion 1.4.13. Dado un nimero real K, denotamos por M, los siguientes espacios

métricos:

1. si k =1 entonces My, es un espacio euclideo E";

2. stk > 0 entonces M se obtiene de la esfera S™ multiplicando la funcion de distancia
por la constante 1/\/k;

3. si k < 0 entonces M se obtiene del espacio hiperbolico H" multiplicando la funcion
de distancia por la constante 1/v/—k

Observacion 1.4.2. Se tiene que E" = MJ,S" = M y H" = M,

Proposicion 1.4.3. M es un espacio métrico geodésico. Si k < 0, entonces M, es
univocamente geodésico y todas la bolas en M) son convexas. Si k > 0, entonces hay un
segmento geodésico tnico x,y € M™ si y solo si d(z,y) < w/y/k. Si k > 0, las bolas

cerradas en M de radio< 7/(2+/K) son convexas.

De ahora en adelante escribiremos D,; para denotar el diametro de M'. Siendo més pre-

cisos, D, :=7/+/k para k > 0y D, := oo para k < 0.

A continuacién, enunciamos una de las definiciones mas importante sobre la curvatura
no positiva estd basandonos en el sentido de Busemann. Sin embargo, este es solo un paso
intermedio para nosotros, ya que necesitaremos una nocién més fuerte de curvatura no

positiva, que aparecerd més adelante, siendo mas precisos en la definicién 1.6.1 .

Definicién 1.4.14. Sea (X, d) un espacio métrico geodésico. Decimos que X tiene una cur-
vatura no positiva en el sentido de Busemann si para cada x,y,x € X se tiene 2d(my, mg) <
d(x,y), donde my es un punto medio de |x, z] yms es un punto medio de [y, z]. De manera

alternativa se dice que (X,d) es un espacio Busemann.
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La condicion geométrica en la definicion significa que un tridngulo en un espacio de
Busemann es més delgado que su tridngulo de comparacion en el lugar euclidiano. Tiene

una contraparte analitica en términos de convexidad de la funcién de distancia.

Proposicién 1.4.4. Un espacio métrico geodésico (X, d) es un espacio métrico Busemann

si y sdlo si, para toda geodésica x,y : [0,1] — X, la funcion t — d(xy,y;) es convera en

0, 1].

Demostracion. Por supuesto, basta con demostrar la implicacion de que en los espacios
de Busemann la funcién t — d(x;,y,) es convexa. Sea m un punto medio de 1 y ypo.

Tenemos
1 1
d <x%ay%> S d (l’é,?’ﬂ) + d <m7y%> S Ed(l‘(by()) + §d<m1ay1) )

es facil ver que,

d<xt7yt) S (1 - t) d(,ﬁl’,’o, ?JO) + td('xlayl)a

por cada diddica t : k/2', con k=1,...2" y [ € [0.1]. Un argumento de aproximacién fécil
extiende la ultima desigualdad para cada t € [0, 1].
Es inmediato que los espacios de Busemann son exclusivamente geodésicos. Un ejemplo

tipico de espacios de Busemann es un espacio de Banach estrictamente convexo. O

Aunque la definicion de Busemann captura muy bien la esencia de la curvatura no pos-
itiva (una variedad de Riemannian completa simplemente conectada tiene una curvatura
seccional no positiva si y sélo si es un espacio de Busemann), es demasiado débil para nue-
stros propésitos. Una gran desventaja de los espacios de Busemann es que las proyecciones
métricas sobre conjuntos convexos cerrados no son, en general, no expansivas. Dado que
la falta de amplitud de las proyecciones métricas sustenta tantos resultados en los teore-
mas principales de la presente memoria, necesitamos una nocion mas sélida de curvatura
no positiva debida a Alexandrov. Usando la terminologia de Gromov, nos referiremos a
espacios de curvatura no positiva en el sentido de Alexandrov como espacios CAT(0) los
cuales describiremos mas adelante. La diferencia entre la curvatura de Alexandrov y la
curvatura de Busemann es similar a la que existe entre los espacios de Hilbert y los espa-
cios de Banach estrictamente convexos. Vale la pena mencionar que también existe una

nocién de espacios de Busemann uniformes, que en cierto sentido corresponden a espacios
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de Banach uniformemente convexos. En realidad, existe una diferencia formulada con pre-
cision entre las curvaturas no positivas de Busemann y Alexandrov. Un espacio métrico
geodésico tiene una curvatura no positiva en el sentido de Alexandrov si y solo si tiene

una curvatura no positiva en el sentido de Busemann y es un espacio métrico ptolemaico;

1.5 Espacios Métricos CAT (k)

Los espacios métricos de curvatura acotada son espacios geodésicos que se definen en base
a determinadas caracteristicas de su geometria. Es decir, se representan midiendo como de
“oruesos” o “delgados” son sus triangulos geodésicos. Por ejemplo, si sus triangulos son “mas
gruesos” que los euclideos, entonces tendremos un espacio de curvatura positiva y si, por el
contrario, son “mas delgados”, entonces tendremos un espacio de curvatura negativa. De
este modo, “el grosor” que tengan los triangulos de un espacio geodésico seré determinante
para lograr establecer su curvatura. Para poder determinar si un triangulo geodésico es
mas o menos “grueso”’, es necesario indicar la manera de medir “el grosor”. El método que se
utiliza para ello es a través de la comparacion. Particularmente, se comparan los triangulos
de un espacio geodésico con los de otros espacios de curvatura (de Riemann) conocida. Es
asi como, segun el resultado de estd comparacién, existiran algunas ocasiones en las que
sea posible determinar que un espacio métrico es de curvatura acotada superiormente por
un valor real k. La definicién formal de los espacios métricos de curvatura acotada fue uno
de los objetivos que Hadamard en un gran esfuerzo perseguia. Inclusive hoy en dia, los
espacios métricos de curvatura acotada y, en particular, los espacios CAT (k) se consideran

una generalizacién de las variedades riemannianas con curvatura seccional acotada.

Definicién 1.5.1. sea (X, d)un espacio métrico y sea k un numero real. Sea A\ un tridngulo
geodésico en X con perimetro menor que 2D,. Sea A C M? un tridngulo de comparacion

para A\. Entonces, /\ se dice que satisface la desiqualdad CAT(k) si para todo x,y € A\,
d(z,y) < d(z,9).

Si k < 0, entonces es llamado espacio CAT (k) (de manera breve X es CAT(k)) si X es un
espacio geodésico cuyos tridangulos geodésicos satisfacen la desigualdad CAT(k)).

Si k > 0, entonces X se llama espacio CAT (k) si X es D,-geodésico y todos los tridngulos
geodésicos en X de perimetro menor que 2D, satisfacen la desigualdad CAT (k). (En estd

definicion admitimos la posibilidad de que la métrica de X tome valores infinitos. Y le
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recordamos al lector que decir que X es D,.-geodésico significa que todos los pares de

puntos a una distancia menor que D, estan unidos por una geodésica).

Definicion 1.5.2. Se dice que un espacio métrico X es de curvatura< r si es localmente un
espacio CAT(k), es decir, para cada x € X eziste r, > 0 tal que la bola B(x,r,), dotada

de la métrica inducida, es un espacio CAT (k).

Si X es de curvatura < 0 entonces decimos que es de curvatura no positiva.

La definicién anterior fue introducida por A.D. Alexandrov. Proporciona una buena
nocién de un limite superior de curvatura en un espacio métrico arbitrario. Los teoremas
clasicos de comparacion en geometria diferencial muestran que si una variedad de Riemann
es suficientemente suave (por ejemplo, si es C?), entonces tiene curvatura< s en este

sentido, si y solo si todas sus curvaturas seccionales son < k.

Proposicién 1.5.1 ([49], pag. 160). Sea X un espacio CAT(k).

1. Hay una geodésica tinica que une cada par de puntos x,y € X (siempre que d(x,y) <

D, si k> 0). Ademds estd geodésica varia continuamente con sus puntos extremos.
2. Toda geodésica local en X de longitud a lo sumo D,, es una geodésica.

3. Las bolas en X de radio menor que D, /2 son convezas. (i.e dos puntos cualesquiera
en dicha bola estan unidos por un segmento geodésico unico y este segmento estd

contenido en la bola).
4. Las bolas en X de radio menor que D,, son contrdctiles.

5. (Los puntos medios aproximados estan cerca de los puntos medios). Para todo A <
D, y e > 0 entonces existe 6 = (K, A\, €) tal que si m es un punto medio de una

geodésica [x,y] C X con d(z,y) < Xy si
1
max {d(z, m'), d(y,m)} < 5d(z,y) + 6
entonces d(m, m') < e.

La desigualdad CAT (k) puede ser reformulada de un gran nimero de formas distintas,
esto se debe a Alexandrov ver [49]. Ahora presentaremos cuatro de ellas. Cuando se
trabaja en estos espacios usaremos indistintamente la definiciéon 1.5.1 o cualquiera de las

siguientes reformulaciones, dependiendo del contexto donde se este trabajando.
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Proposicién 1.5.2 ([49], pag. 161). Sea k € R. Sea X un espacio métrico que ademds es

D,.-geodésico. Las siguientes condiciones son equivalentes (cuando k > 0 asumimos que

el perimetro de cada trangulo geodésico considerado es menor que 2D, ):

1.

2.

X es un espacio CAT (k).

Dados un tridngulo geodésico I\ (p,q,r) en X y un punto x € [p,q], el punto de
comparacion T € [q,7] € A (p,q,7) € M? verifica la siguiente desigualdad

d(p,x) < d(p, 7)

Dados un tridngulo geodésico N (p,q,r) en X y un par de puntos x € [p,q| yy € [p,7]
conx # p ey F#q, los dngulos de comparacion correspondientes a p en los tridngulos

de comparacion A (p,q,v) € M? y A (p,x,y) C M? satisfacen:
Li(x,y) < 25 (q,7).

El dangulo de Alexandrov (definicion 1.4.12) entre los segmentos de cualquier tridn-
gulo geoesico en X con vértices distintos no es mayor que el angulo entre los seg-

mentos correspondientes de sus tridngulos de comparacion en M?2.

Dado un triangulo geodésico /\ (p,q,r) en X conp # q y p # r, si vy denota el
dngulo de Alexandrov entre [p,q] y [p,r] en p y si A (p,q,7) € M? es un tridngulo
geodésico tal que d(p,q) = d(p,q),d(p,7) = d(p,r) y donde Z;(q,T) = =y, entonces
d(q,r) = d(q,7).

1.6 Espacios Métricos CAT(0)

Introducimos ahora espacios CAT(0), que son espacios geodésicos con curvatura no pos-

itiva en un sentido mas fuerte que el de Busemann. Al igual que en la curvatura de

Busemann, comparamos tridngulos geodésicos de un espacio CAT(0) con tridngulos en

el plano euclidiano, pero se requiere una desigualdad mas fuerte para mantenerse. Del

mismo modo, también veremos que esta condicién geométrica se puede expresar analiti-

camente como convexidad de la funcion de distancia y que esta condicion de convexidad

estd cuantificada.
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Definicién 1.6.1. Sea (X,d) un espacio métrico geodésico. FEs un espacio CAT(0) si
para todo tridangulo geodésico con wvertices p,q,r € X yx € [p,r] yy € [p,q| tenemos,
d(xz,y) < d(z,y), donde T y § son respectivamente puntos de comparacion en el triangulo

de comparacion A (p,q,7) .

El significado geométrico de esta definicién se muestra en la Figura 1.2. Se puede ver en
la definicién misma que los espacios CAT(0) son de Busemann. En particular, son exclu-
sivamente geodésicos. Si (X, d) es un espacio CAT(0), entonces cada triangulo geodésico

con vértices p,q,7 € X y x € [q,r] tenemos
d(p,x) < d(p,z), (1.6.1)

donde Z € A (p,q,7). Utilizando un simple calculo elemental con el producto interno en
el plano Euclidiano R?, tenemos una expresién equivalente a la condicién (1.6.1) la cual

es la siguiente
d (p7 xt)2 < (]' - t) d (p7 q)2 +td (pu T)Q —1 (1 - t) d (qv T)2 ) (162>

donde x; := (1 —t) g + tr para todo ¢ € [0, 1]. La desigualdad (1.6.2) dice que la funcién

de distancia en los espacios CAT(0) es al menos tan convexa como en el plano euclidiano.

X R?

r T
T )
p D 2
Figura 1.2: Tridngulo geodésico (derecha) y su tridngulo de comparacién (izquierda)

Finalmente observamos que si x,y1, y2 son puntos de un espacio CAT(0) y si yo es el

punto medio del segmento [y, y2], entonces la desigualdad (1.6.2) implica,
1 1 1
d(z,y0)” < §d(9€7?/1)2 + §d($,y2)2 — 14 (y1,2)° (1.6.3)

porque la igualdad se cumple en la métrica euclidiana. Es importante resaltar que un

espacio métrico geodésico es un espacio CAT(0) si y solo si satisface la desigualdad (1.6.3)
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(que se conoce como la desigualdad CN de Bruhat y Tits). Usando esta desigualdad es
facil ver que si X; y Xs son espacios CAT(0), entonces X; x X5 también es un CAT(0),

donde la métrica en X; x X, esta dada por

d((z1,22), (1, 92))2 = d(z1,11)* + d(22,92)*.

También si d(z,y1) = d(z,y2) = 1y d(y1,y2) > €, entonces de (1.6.3) resulta

52
d(xayO) S 1— Z

y asi se tiene el médulo de convexidad euclidiana habitual en espacios CAT(0). En par-
ticular, d(xayl) S Rv d(-’%QQ S R)7 y d(ylvyZ) Z r 1mphca

e (1-4(3))
donde, §(g) := 1/1 — £

Definicién 1.6.2. Un espacio métrico (X, d) tiene una curvatura < 0 si es localmente un

espacio CAT(0). En este caso, se dice que X es de curvatura no positiva.

Observacién 1.6.1. Tenga en cuenta que en la definicion de un espacio CAT(k) no re-
querimos que X esté completo. Los espacios métricos completos CAT(0) se denominan a
menudo espacios Hadamard. Estos espacios son de especial relevancia para el desarrollo

de este documento.

Teorema 1.6.1 (Teorema Cartan-Hadamard). Sea (X, d) un espacio métrico conezxo y com-

pleto.

1. Si la métrica en X es localmente convexa, entonces la métrica de longitud inducida
en el espacio de cobertura universal X es (globalmente) convera. En particular,

univocamente geodésico y las geodésicas varian continuamente con sus extremos.
2. Si X es de curvatura < 0 es un espacio CAT(0).

Este resultado es uno de los mas fuertes sobre espacios con curvatura no-positiva, el
cual nos da un principio para pasar de la geometria local de tal espacio a su geometria
y topologia globales. En particular este principio implica que un espacio de curvatura
no-positiva es esférico pues su cobertura universal es contractil y ademas este es geodésico
aunque aquel no lo sea. Por otra parte, si un espacio de longitud completo simplemente

conectado es localmente convexo y tiene una curvatura < 0, es un espacio CAT(0).
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Ejemplos

e El espacio euclideo (R, dg,q) es un espacio CAT(0) . Tambien lo es cualquier espacio
preHilbert.

e Una variedad Riemanniana completa M, dotada de su funcién canénica de distancia,

es un espacio CAT(0) si y s6lo si M no tiene curvatura seccional positiva.
e Espacios de Hilbert: los unicos espacios de Banach que son CAT(0).
e El espacio clasico hiperbdlico H"
e R-arboles; un espacio métrico T" es un R-arboles si
— para z,y € T existe una unica geodésica [z, y]

— si [z, y] Ny, z] = {y}, entonces [z, z] = [z,y] U [y, 2]

Proposicién 1.6.2. Si X es un espacio CAT(0) , entonces la funcion de distancia d :

X x X — R es conveza.

Esto significa que dado cualquier par de geodésicas ¢ : [0,1] — X y J[0,1] — X
parametrizadas proporcionalmente a la longitud del arco, la siguiente desigualdad es valida

para todo ¢ € [0, 1]:

d(c(t), c(t')) < (1 = 1) d(c(0),¢(0)) + td (c(1),¢(1)).
Ejemplo (La funcién distancia)
Sea la funcién

r—d(x,xg) z€X,

donde xy es un punto fijo de X, es convexo y continuo.el cuadrado de esta funcién es
incluso estrictamente convexo. De manera mas general, la funciéon de distancia do a un

subconjunto cerrado convexo C' C X, definido como

de = inéd(x,c), reX,

ce

es convexa y 1—Lipschitziana [[49], Proposicién 2.4]
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Ejemplo (Funcién de desplazamiento)

Sea T : X — X una isometria. La funcién de desplazamiento de T es la funcion ér : X —
[0, 00] definida por
57(z) = d(x, Ta),

para todo x € X. Esto es convexo y Lipschitziana [[49], Definicién 11,6.1].

Ejemplo (Funciones de Busemann)
Sea ¢ : [0,00) — X un segmento geodésico. La funcién b, : X — R definido por

be(z) = lim[d(z,c(t) — t)], z€X,

t—o00

es llamada la funcién Busemann asociada al segmento c. [[49], Definicién I1,8.7]. Otro
ejemplo explicito de una funcién de Busemann en el espacio CAT(0) de matrices n X n

definidas de manera positiva con entradas reales, se puede encontrar en [[49], proposicién
10.69]

Proposicién 1.6.3. Sea X un espacio CAT(0) y sea C' un subconjunto convexo de X el

cual resulta completo con la métrica inducida. FEntonces:

1. Para todo x € X eziste un punto unico w(x) € X tal que

d(z,C) :=infd(z,C);

yeC
2. six’ pertenece al segmento geodésico [x,m(x)], entonces (') = w(x);
8. dadox g C yyecC, siy# m(x) entonces Ly (v,y) > §;

4. la funcion m: X — C es una retraccion que no aumenta distancias. Para cada x en
X, sea ¢ : [0,d(z,C)] — X es la geodésica que va de x hasta w(x). La homotopia
H: (z,t) € X x I — ¢, (td(z,C)) € X es una homotopia de la identidad idx de X

en la retraccion w

Corolario 1.6.4. Sea X un espacio CAT(0), y sea C' un subconjunto convezo el cual resulta
completo con la métrica inducida. Denotemos por de a la funcion distancia a C definida
sobre X .

1. d. es convexa y no aumenta;



30

2. para todo x,y € X, se tiene |do(z) — de(y) < d(zx,y);

si x estd en X\C y r es un numero en (0,d(x,C)) entonces la restriccion de d¢

a la esfera de centro x y radio r alcanza su minimo en un unico punto z, el cual
ademds cumple que do(x) — do(z) = .

A continuacién recopilamos algunos datos elementales sobre los espacios CAT(0). Para

ver a detalle estos lemas que enunciamos en seguida, consulte [62]
Lema 1.6.5. Sea (X, d) un espacio métrico CAT(0). Entonces:

(i) (X,d) es univocamente geodésico.

(ii) Sea p,x,y puntos en X, sea o € [0, 1], y sea my y mo, que denotan respectivamente,
los de [p,z] y [p,y] satisfacen

d(p,m1) = ad(p,z) 'y d(p,ma) = a(p,y).
Entonces,

d(my,ms) < ad(z,y).
(111) Sea x,y € X conx #y yz,w € [x,y] tal que d(z,z) = d(x,w). Entonces z = w.
() Sea x,y € X. Para cada t € [0, 1], entonces existe un tinico punto z € [x,y| tal que
d(z,z) =td(z,y) vy d(y,z)=(1—-1t)d(x,y). (1.6.4)

Por conveniencia, de ahora en adelante, usaremos la notacién (1 —t) @ty para el inico
punto z que satisface (1.6.4).

Observacién 1.6.2. Sea (X, d) un espacio métrico CAT(0) y sea z,y € X tal que x # y.
Entonces

(I—-thxedty=(1—s)x®sy siysolosi s=t.
Lema 1.6.6. Sea (X, d) un espacio métrico CAT(0) y sea x,y € X tal que v # y. Entonces
(i) [z,yl ={(1 =)z S ty|t € [0,1]}.
(ii) d(x,z) +d(z,y) =d(x,y) siysolosi z¢€[x,yl.

(111) La aplicacion f:[0,1] — [z,y], f(t) = (1 —t)x & ty es continua y biyectiva.
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Lema 1.6.7. Sea (X,d) un espacio métrico CAT(0). Entonces para todo x,y,z € X y
te0,1],

(i) d((1—t)z Dty,z) < (1 —t)d(x,z) +td(y, 2),

(i) &* (1 —t)x®y,2) < (1 —t)d*(z,2) + td*(y, z) — t(1 — t)d*(z, y).

Seax; € X y A\ €[0,1] parai =1,2,...,n tal que ) ., A\; = 1. Siguiendo la definicién

de tinico punto (1 — a)x & ay en un segmento geodésico [z, y|, se contruye las siguientes

. 2 . .,
notaciones @;_; \iz; = = ~T1 D >\1)‘\~‘2>\2 Zy. Por induccién tenemos,

A
A1+

i )\1 )\2 )\n—l
ie? z ( )(1_/\n$1@1_)\nxz@ 691_/\nl‘ 1)@ T

A partir del lema 1.6.7, se puede escribir lo siguiente:

Lema 1.6.8 ([28]). Sea (X,d) un espacio métrico CAT(0) con z,z; € X y \; € [0, 1] para

i=1,2,...,n tal que ;" N\; = 1. entonces

(i) d(Di_y vy, x) < Y000 d(w, x);
(ii) d (D, /\ixi,x)2 <3r, Nid?(zy, x) — NN dP (2, 25) para i, j € {1,2,--- ,n}.

De las proposiciones y definiciones anteriormente dadas; observamos que los espa-
cios CAT(0) comparten muchas propiedades de los espacios de Banach uniformemente
convexos. Por ejemplo, los conjuntos convexos cerrados son unicamente proximales, las
sucesiones descendentes de conjuntos cerrados y convexos no vacios tienen una interseccion
no vacia, y se aplican técnicas de “centro asintético”. Ademas los espacios CAT(0) también
disfrutan de ciertas propiedades de los espacios de Hilbert por ejemplo, las proyecciones de
puntos mas cercanos sobre conjuntos cerrados y convexos no son expansivas y existe una
nocion de angulo para la que se aplica una ley de cosenos. Ademas, la familia de todos
los subconjuntos convexos cerrados acotados de un espacio CAT(0) dado es normal en el

sentido descrito en [86] y de alli el siguiente teorema,

Teorema 1.6.9. Suponga que K es un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un espacio
completo CAT(0) y suponga f: K — K es no expansiva. Entonces el conjunto de puntos

fijos de f es mo wvacio, cerrado y convezo.
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Corolario 1.6.10. Sea K un subconjunto cerrado, acotado y convero de un espacio X

completo CAT(0). Suponga f : K — X es un operador no expansivo para el cual
inf {d(z, f(z)):x € K} =0.
Entonces f tiene un punto fijo en K.

Antes de finalizar estd secciéon queremos resaltar que la referencia fundamental donde
se puede encontrar las respectivas demostraciones de la proposiciones aqui escritas y que
le servira al lector si asi lo desea profundizar de manera mas estricta acerca de los es-
pacios de curvatura acotada es el magnifico libro de M.R. Bridson y A. Haefliger [49].
Finalmente, cabe resaltar que cualquier resultado que sea verdadero para espacios CAT(0)
es automéaticamente vélido también para espacios CAT(k) con £ < 0. Resaltamos esto,
debido a que la gran mayoria de resultados que se conocen en la literatura en el contexto

de espacios CAT (k) estan formulados inicamente para espacios CAT(0).

1.7 Espacios Métricos CAT,(0)

En la definicién de un espacio métrico CAT(0), el tridngulo de comparacién es un subcon-
junto del espacio vectorial euclidiano R%. M. A. Khamsi y S.A Shukri [47] plantearon la
hipdtesis acerca qué tipo de estructura y que tipo de propiedades se pueden obtener si se

permite que los tridangulos de comparacién pertenezcan a algin espacio vectorial normado

V.

Definicién 1.7.1. Sea (X, d) un espacio métrico geodésico. Se dice que X es un espacio
CAT,(0), para p > 2, si para cualquier tridngulo geodésico /\ en X, existe un tridngulo
de comparacion A en ¢y, tal que satisface el axioma de comparacion, es decir, para todo

z,y € A\ y todos los puntos de comparacion x,y € /\, tenemos
d(z,y) < |z -yl

Es obvio que ¢,, para p > 2, es un espacio CAT,(0). Se puede intuir que un ejemplo
no lineal lo dard la bola unitaria abierta de ¢, dotada de la distancia de Kobayashi [74].

A continuacion, enunciamos algunas de las propiedades de los espacios métricos CAT,(0).

Teorema 1.7.1 ([47]). Sea (X, d) un espacio métrico CAT,(0), con p > 2. Entonces para

cualquier x,yy,ys € X, se tiene

S¥ 1
d? (L a 5 y2> < @ (@) + 5d(2,y2) — 5, d"(y1,92), (1.7.1)
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a la cual se llama la desigualdad (C'N,).

Demostracion. Sea x,y;,ys € X y sea A el trangulo geodésico asociado en X. Dado
que X es un espacio métrico CAT,(0), existe un tridngulo geodésico de comparacién A

en {,, con p > 2. Los puntos de comparacién asociados en ¢, los cuales denotamos como

T,Y1 v 2. Por el axioma de comparacién tenemos

d<%yﬁﬁw>< _ Nty

2 - 2 ’

lo que implica

p R —
d xj%@?ﬁ < T_y1+yz
2 2

Ahora recordando lo que se conoce como la desigualdad de Clarkson [29] en £,

lz+y P+ 12—y "< 227 (=[] + [lyll") .

para cualquier z, y en £, para p > 2. Aplicando estd desigualdad para a = i_—;’_l yb =52,

tenemos:

p

= —||P = — = —P __ = —|P
T—Y T T—Y T Y2 1 L= L= Y2
<2p _ “-
> T2 || T2 T2 = ( 2 2 )’
T 7] | R =P+ L P — L el P
o= 2| < S = i+ g - P - syl -

Puesto que ||T — ;|| = d(x,y;), para j € {1,2}, se obtiene

) 1 1 1 1
d? (537 £ 5 yz) < §dp($,y1) + §dp(33ay1> + §dp(1’>y2) - %dp(th)-

]

Note que si p = 2, entonces la desigualdad (C'N,) coincide con la clasica desigualdad

(CN). Una consecuencia directa de la desigualdad (C'N,) es el siguiente resultado:

Teorema 1.7.2 ([47]). Cualquier espacio métrico CAT,(0), con p > 2, es uniformemente

eP 1/p
5(7’,6)21—(1—5) ,

para todo r > 0 y para cada € > 0.

convero. Ademds tenemos
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Los espacios de Banach ¢,, p > 1, no sélo son uniformemente convexos sino que tienen
una propiedad geométrica conocida como p-uniformemente convexo. El teorema (1.7.2)
implica que los espacios métricos CAT,(0) también son p-uniformemente convexo.

Naor y Silberman [3] ampliaron el concepto de p-uniformemente convexo al entorno de los

espacios geodésicos de la siguiente manera.

Definicién 1.7.2. Fijando 1 < p < oco. Un espacio métrico (X, d) es llamado p-uniformemente
convexo con parametros ¢ > 0 si y solo si (X, d) es un espacio gedésicos y para tres puntos

cualesquiera x,y,z € X y para todo t € [0, 1],
FP((l-tirdty,z) <(1—t)d’(x,z) +td(y, z) — gt(l —t)dP(x,y). (1.7.2)

Note que la desigualdad (1.7.2) garantiza que el espacio X es univocamente geodésico.
(ver [68]) demostracion para el caso p = 2). Ademads, cualquier subconjunto convexo
cerrado de un espacio p-uniformemente convexo es nuevamente un espacio p-uniformemente
convexo con el mismo parametro. Es facil ver que en un espacio p-uniformemente convexo

completo, cualquier sucesién acotada tiene una subsucesion A-convergente.

A continuacién enunciamos algunos resultados conocidos sobre ¢, para p > 2. El siguiente

Lema técnico fue descubierto inicialmente por Lim [72] (ver también [95]):

Lema 1.7.3 ([72]). Sea v, € [0,1] tales que v+ 5 = 1. Para cualquier z,y € {,, tenemos

vz + B yl”+9(y) lle =yl < v [lz”+ 6y,

donde
L+ z(yAB)P!
T+ 2 AR

donde x(7y), para v € [0,1/2] es la solucion inica para

g(y) =78

ﬂ—vﬂ“l—v—ﬂl—wm—VVJZO,mG[y%;ﬂ}

En particular, tenemos

9 27 Bg
lo que tmplica 8
~
by 2+ Byl + 5,7 llz = yllP < v llel” + 5 [ly]l".

Utilizando el Lemma 1.7.3, obtenemos el siguiente resultado indispensable para los

objetivos principales de esté seccion:
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Lema 1.7.4. Sea X un espacio métrico CAT,(0), con p > 2, z,z; € X y t; € [0,1] para

i=1,2,..,n (n>2) tal que > t; = 1. Entonces
i=1

(i) d(@", tizs,z) < il tid(zi, 2);

(ii) d? (B;_, tixi, x) < Z P(2i, %) — 5= 1tt dP(z, ;) para i,j € {1,2,--- ,n}.

Demostracion. (i) es evidente. Para (ii) Demostraremos a partir de la induccién sobre

n. Paran = 2, sea x1,29,23 € X, x = x3. Considere el tridngulo de comparacién

A (Zy,%2,73) en {, tal que d(x;,x;) = ||Z; — Z,||,, para i,j € {1,2,3}. Tenemos

dP ((]_ — t)l‘l Gt ZL’Q,J,‘g) S ||(1 — t)l’l +1 Ty — Ig”p
= [|(1 =) (Z1 — @3) +t (T2 — T3) P
= = ||p = = \[|P t(l — t) = = ||p
< (T=1) |20 — Z3)|P +t || T2 — Z3)||” — o1 |71 — Za|
t(1—t
= (1 - t) dp(.fl,l'g) +1 dp(l’g,l':g) - (2p—1 ) dp(Il,Ig).
(1.7.3)
Inductivamente, suponga que el resultado es valido paran =k — 1, i.e.,
k—1 1
dP <@tzxz,x> < Zt dp J]Z, tt dP (xi,xj),
i=1
k=1
para i,j € {1,2,--- ,n— 1}, donde > t; = 1. Ahora eligimos {t1,t,...,tx} C [0,1] con
i=1
k
tr # 0 tal que > t; = 1. Seleccione 7,7 € {1,....,k} s.t i # k # j (Nosotros podemos

i=1
cambiar la posicién de t;). Por (1.7.3),

dr (@f:l tixi,$> — dr ((1 — 1) (@ _ik ) @ tpxy, x )
(1—t)d << ] >,x>+tkdp(xk,x)

< (1 —1t) Z dP (i, x) + tpd? (zp, ) — St dP (2, )

<het

(I‘Z,l') - Qtyjtjldp(xux])a
i,jell,2,-- ,n—1}. 0

Observacién 1.7.1. Desde el Lema 1.7.4, sip > 2, la desigualdad (1.7.2) la cual satisface

por ¢ = 1. Por lo tanto, cualquier espacio métrico CAT,(0) es p-uniformemente convezo.
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1.8 Espacios Métricos Hiperbdlicos

En estd seccion, presentamos los espacios hiperbélicos, definidos por Reich y Shafrir [69]
como un contexto apropiado para el estudio de la teoria de operadores en general, y de
procesos iterativos para aplicaciones no expansivas en particular. esta clase de espacios
métricos incluye todos los espacios lineales normados y variedades de Hadamard, asi como
la bola de Hilbert equipada con la métrica hiperbdlica y los productos cartesianos de las
bolas de Hilbert. Se puede encontrar amplia informacién sobre espacios hiperbdlicos y un
tratamiento detallado de ejemplos como la bola de Hilbert en [34]. Una clase atin maés
general de espacios métricos es la clase de espacios de tipo hiperbdlico [88], que estén
contenidos en la clase de espacios métricos convexos [89]. En particular, todo espacio
hiperbdlico es un espacio de tipo hiperbdlico. A continuacion, recopilamos algunos con-
ceptos béasicos sobre los espacios hiperbdlicos que necesitaremos mas adelante incluimos

las demostraciones (breves) las cuales son tomadas de [77].

Sea (M, d) un espacio métrico y sea R la linea real. Decimos que un operador ¢ : R —

M es una incorporacion métrica de R en M si

d(c(s),et) =| s —t |

para todo real s y t. La imagen de R bajo la incorporaciéon métrica se denomina
linea métrica. Cualquier isometria ¢ : R — M es una incorporacién métrica y la linea
métrica asociada es X. De hecho, una incorporacién métrica es una isometria si y solo
si es sobreyectiva. La imagen ¢([a,b]) € M de un intervalo real bajo una incorporacién
métrica ¢ : R — M se llamara segmento métrico.
Sea x,y € X y sea ¢ : R — M una incorporacién métrica. Decimos que la linea métrica
¢(R) pasa por z y y si z,y € ¢(R) y que el segmento métrico ¢([a,b]) une z y y si (¢(a) = x
yelb=y) 6 (cla) =yyc(b) =)

Asumimos que (M, d) contiene una familia F no vacia de lineas métricas tal que para
cada par de puntos distintos z,y € M, hay una linea métrica tinica que pasa por x y .
Por lo tanto, hay una familia no vacia {c;},.,; de incorporaciones métricas tal que para

todo x # y € M hay un i € I tnico tal que z,y € ¢;(R).

Observacién 1.8.1. Dado que F = 0, hay al menos una incorporacién métrica ¢ : R — M.

Como ¢ es inyectiva, se deduce que card(M) > card(R) = Ny
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Los siguientes lemas recopilan algunos hechos simples. En aras de una mejor compre-

sién se demuestran algunos, aclarando que las demostraciones son tomadas en [77].

Lema 1.8.1. Para cualquier x € M, hay al menos una linea métrica de F que pasa hasta

x.

Demostracion. Segun la observaciéon anterior, M es infinito, por lo que hay y € M,

y # x. Tomemos ahora la tinica linea métrica que pasa por = y y. ]

Lema 1.8.2. Para cualquier punto distinto x,y € M, hay un segmento métrico unico

uniéndose a ellos.

Demostracion. Existe un ¢ € [ unico tal que z,y € ¢;(R). Dado que ¢; es inyectivo,
existen unos puntos tnicos a,b € R, a # b, tales que ¢;(a) = x y ¢;(b) = y. Por lo tanto,

el segmento métrico tinico que une = y y es ¢;([a,b]) si a < b 6 ¢;([b,al) si b < a. O

Denotamos por [z,y] 6 [y, z] el segmento métrico tinico que une dos puntos distintos
x 'y y desde M.

Para cualquier z € M, por [z, z], entendemos el singleton {x}. Segun el Lema 1.8.1,
existe ¢ : R — M y a € R tal que ¢(a) = x, por lo tanto {z} = ¢([a, a]). Entonces, [z, z]

es un segmento métrico degenerado.

Lema 1.8.3. Sea x,y € M, x # vy, y z,w € [z,y]. Entonces
1. 0 <d(z,z) < d(x,y);

2. sid(zx,z) = d(z,w), entonces z = w.

| = c(la,b]).
1. Sea s € [a, b] tal que ¢(s) = z. Sic(a) =x
d(x,y). Sicla) =y
b—s|=b—s<b—a=d(z,y).
2. Ya que z,w € [z,y], existen s, sy € [a,b] tal que ¢(s1) = z y ¢(s2) = w. Suponga que

Demostracion. Sea [x,y
(b) = y, entonces d(zx, z) = d(c(a),c(s)) =
(b) = x, entonces d(z, z) = d(c(b), c(s)) =

< <
QO

|s—al=s—a<b—a=

c(a) =z y c(b) =y. Se sigue que d(z, z) = d(c(a),c(s1)) = |a — s1| = s1 — a, y de manera
similar, d(z,w) = s9 — a. Por lo tanto, d(z, z) = d(x,w), siy sélo si s1 —a = s_a si y sélo

si §1 = s9 siy solo si z = w. O
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Lema 1.8.4. Sea ¢ : R — M una incorporacion métrica, a < b, yt € [0,1]. Entonces

d (c(a), c((
d (c(a), c((
Demostracion. Se sigue desde d (c(a),c((1 —t)a+ bt)) = |a—((1 — t) a+ab| = tla—b| =
td(1—t)d(c(a),c(b)) y de manera similar d (¢(b), c((1 — t)a + bt)) = |b—((1 — t) a+ab| =
tla—b| =td(1—1t)d(c(a),c(b)). O

1 —t)a+bt)) =td(c(a),c(d))
(1.8.1)
1—ta+bt))=(1—1t)d(c(a),c(d)).

Proposicién 1.8.5. Sea x,y € M. Para cada t € [0,1], existe un tinico punto z € [x,y| tal
que
d(z,z) = td(z,y), d(y, z) = (1 = t)d(z,y). (1.8.2)

Demostracion. Si x = y, claramente es obvio, z = x = y. Suponga que =z # y. Sea
[z,y] = ¢([a,d]). Si c(a) = x y ¢(b) = y, entonces tome z = ¢ ((1 —t)a + tb). Entonces,
z € [x,y] y z satisface (1.8.2) por el Lema 1.8.4. La unicidad de z se sigue desde el Lema
1.8.3 (2). O

El dnico punto que satisface (1.8.2) se denota de manera similar que en los espacios
CAT(0), de la siguiente manera (1 — t)x @ ty. Entonces, para cualquier z € X y t €
0,1),(1 —t)z @tz = .

Si z € [xz,y] satisface solo una de las condiciones (1.8.2), Entonces es necesario que z =
(1 —t)x @ ty. Por tanto, cualquier punto del segmento [z,y] que satisfaga una de las

condiciones (1.8.2) satisface también la otra.
Observacién 1.8.2. Sea z,y € M,z #y y s,t € [0,1]. Entonces,
I.(1=t)adty=(1—s)x P sy siy solo si s=t;
2. 1-trdty=tyd (1 —1t)x.
Lema 1.8.6. Sea z,y € M, x # y. Entonces,
1. [z,y] ={(1 —t)x ® ty|t € [0,1]};
2. La funcion f:[0,1] — [z.y], f(t) = (1 —t)z & ty es continua y biyectiva,

3. d(z,z) +d(z,y) = d(x,y) para todo z € [x,y];
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4. siz#we X tales que d(z,y) < d(z,w), entonces existe un unico v € [z, w| tal que
d(z,v) = d(z,y).

Demostracion. 1) La inclusiéon D sigue por definicién. Para la inclusién inversa C, sea
z € [z,y] y t = d(x,2)/d(z,y). Entonces por el Lema 1.8.3(1), t € [0,1] y d(z,2) =
td(z,y). Resulta que z = (1 — t)z @ ty. 2) Aplicando 1) y observacién 1.8.2(1), de
manera inmediata se tiene que f estd bien definida y es biyectiva. Sea c¢([a,b]) = [z,y].
Entonces para todo ¢t € [0,1], f(t) = ¢((1 —t)a +tb). Ya que ¢ es cotinua y la funcién
[0,1] — [a,b],t — (1 — t)a + tb también es continua, se deduce que f es continua.

3) Sea z € [x,y]. Por 1), existe t € [0,1] tal que z = (1 — t)z @ ty, por lo tanto d(z, z) +
d(z,y) = td(z,y) + (1 — t)d(x,y) = d(z,y). 4) Sea t = d(x,y)/d(z,w), asi que t € [0, 1].
Sea v = (1 —t) @ tw. Entonces v € [z,w] y d(z,v) = td(z,w) = d(x,y).

]
Definicién 1.8.1 ([69]). Una triple (M, d, F) es un espacio hiperbélico si
1 1 1 1 1
Sr@ sy crd-z) < 1.8.
d(2x®2y,2x@2z> _2d(y,z) (1.8.3)
para todo x,y,z € M.
Un requerimiento equivalente es que
1 1 1 1 1
e @y, —w®d-z) <= 8.
1500 3300 52) < 5 (dow) + dly,2) (184

para todo z,y,z y w en M.

Ejemplos
1. Todos los espacio lineales normados son hiperbdlicos.

2. Todas las variedades de Hadamard, es decir todas las variedades riemannianas de cur-

vatura no positiva conexas de dimensién finita o simplemente completas y conexas.

3. La Bola de Hilbert equipada con la métrica hiperbdlica es el clasico ejemplo de

dimensién infinita. (ver [34])
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Ejemplo
Para cada 1 < i < n, sea (M,,d;, F;) un espacio hiperbdlico, y sea || - || una norma en R"
con la siguiente propiedad: ||r|| < ||s|| para todo r = (r1,re, ..., 1) v 8 = (81,82, ..., 5n)

en R” tal que 0 < r; < si para todo 1 < ¢ < n. Defina una métrica d en el producto
cartesiano M = [}, M,, por

d(z,y) = || (di(21,11), do(22,2), - - -, du(T0, Yn)) |

donde z = (z1,x2,...,2,) Yy ¥y = (Y1,Y2, - - ., Yn) son dos puntos cualesquiera en X. Ahora
suponga que para 1 < ¢ < n, la familia F; de lineas métricas las cuales consisten en
las imagenes de la incorporacién métrica {c;(t) : @ € A}. Sea F el conjunto de lineas

métricas determinadas por todas las incorporaciones métricas ¢ : R — X de la forma

C(t) = (Cl,oq (pl + Qlt)a C2,as (p2 + QQt)> - Cnan (pn + Qnt)) )

donde o; € A;, pi € Bi, v ||(¢1,92,---,4q0)|| = 1. Entonces (M,d, F) también es un
espacio hiperbélico. Cuando cada M; = B, la bola de Hilbert, y ||(r1,re,...,m)|| =
max {|r;| : 1 <1i < n}, entonces el espacio M es igual a B™, el producto cartesiano de n

bolas de Hilbert, equipados con esta métrica Hiperbdlica.

Ejemplo

Se puede realizar una construcciéon similar para un producto contable de espacios hiper-
bolicos. Elegiendo una norma "monétona” || - || en un subespacio S de R> y un punto fijo

a=(ay,as,...,a,,...)en M =T[;2,, define la métrica d en

Y:{xEM{dl(xl,al)zzl,Z}ES}

por
d(l”y) = || (dl(l‘l,yl)’dz(x%w)a s ,dn(ﬂﬁwyn)) ||~

De hecho, esta construccion puede extenderse a un producto arbitrario de espacios

hiperbdlicos.

Sea (M, d, F) un espacio hperbdlico y sea C' un subconjunto C' C M convexo si [z, y] € C
para todo x,y € C. Denote por d(C) el didmetro de C, por lo tanto
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d(C) = sup {d(z,y)|z,y € C}.

El conjunto C es cerrado si d(C) < oco. Una sucesién {z,}, € X es acotado si el

neN
conjunto {z,|n € N} es acotado.

Lema 1.8.7. Sea (M, d, F) un espacio hiperbolico. Entonces,
d((1 -tz dtz,y) < (1—t)d(z,y) + td(z,y).

Presentamos ahora el concepto relacionado de espacio métrico de tipo hiperbdlico.

Sea (M, d) un espacio métrico y S una familia de segmentos métricos. Si se satisface lo

siguiente:

(i) para cada dos puntos z,y € M, hay un segmento métrico unico de S que los une,

denotado como [z, y;

(ii) sip,z,y,m € My sim € [z,y] satisface d(z, m) = td(x,y) para t € [0, 1], entonces

Proposicion 1.8.8. Cualquier espacio hiperbolico es de tipo hiperbalico.
A continuacién enunciamos la definicion de espacios métricos hiperbdlicos, dada por

Kohlenbahc [78], la cual resume en cierta medida lo dicho en estd seccién referente a los

espacios hiperbdlicos.

Definicién 1.8.2. Una triple (M, d, W) es llamado espacio métrico hiperbélico si (M, d) es
un espacio métrico y W : M x M x[0,1] — M es una funcion que satisface las siguientes

condiciones: para todo u,v,z,w € M y ,v € [0,1],

(H1) d(z, W (u,v,B)) < (1= B)d(z,u) + Bd(z,v);

(H2) d(W (u,v,8), W(u,v,7)) = |8 —~|d(u,v);

(H3) W(u,v,B) =W(v,u,1—B);

(Hi) d(W(u, 2, 8), W(v,w,8) < (1 = B)d(u,v) + Bd(z,w).

Definicién 1.8.3. Sea (M, d, W) un espacio métrico hiperbdlico. el conjunto

segu, v] :== {W(u,v, ) : € [0,1]}

es llamado segmento métrico con puntos finales u, v
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Observacién 1.8.3. Si solo se satisface la condicion (H1), entonces (M, d, W) es un espacio
métrico convezo en el sentido de Takahasi [89]. Las condiciones (H1)-(H3) equivalen a
que (M, d, W) sea un espacio de tipo hiperbdlico en el sentido de Goebel y Kirk [33]. La
condicion (H}) fue considerada por Itoh [67] y luego utilizada en [69] (con la restriccion en
B, es decir, f = 1/2) para definir la clase de espacios métricos hiperbdlicos. La condicion

(H3) asequra que seglu,v| es una imagen isométrica del segmento de linea real [0, d(u,v)].

Esa clase contiene todos los espacios normados lineales y subconjuntos convexos de
los mismos, pero también la bola unitaria abierta en el espacio complejo de Hilbert con
las métricas hiperbdlicas, asi como las variedades de Hadamard ([34] y [69]) y los espacios
CAT(0) en el sentido de Gromov (ver [49] y [85]). La definicién 1.8.1 de espacio hiperbélico
es ligeramente mas restrictiva que la dada por 1.8.2. Ya que [69] considera un espacio
métrico (M, d) junto con una familia F de lineas métricas (en lugar de segmentos métricos)
de modo que los espacios hiperbdlicos en ese sentido son siempre ilimitados. La definicién
dada por 1.8.2 (como la nocién de espacio de tipo hiperbdlico de [33] y la nocién de espacio
métrico convexo de Takahashi) contrasta con esto de modo que cada subconjunto convexo
de un espacio hiperbdlico es en si mismo un espacio hiperbdlico. Ademas, el uso de un
conjunto F de segmentos tiene la consecuencia de que, en general, no se garantiza (como
en el caso de las lineas métricas) que para u,v € seg(x,y) con (u,v) diferente de (z,y),
seg(u,v) es un subsegmento de seg(z,y) a menos que esté cerrado bajo subsegmentos.
Es importante resaltar que cada espacio (X, d), CAT(0) es un espacio hiperbdlico (con W
definido por una geodésica tnica en X que conecta dos puntos x,y € X). Dado que todo

espacio hiperbdlico en particular es un espacio geodésico (en el sentido de [49]).

Finalmente damos la definicién de uniformidad convexa en espacios hiperbdlicos enun-
ciada por Buthinah Abdullatif Bin Dehaish y Mohamed Amine Khamsi ([7])

Definicién 1.8.4. Sea (M, d, W) un espacio métrico hiperbolico. Para cualquier r > 0 y

e > 0, el conjunto

1 /1 1
d(r,e) = inf {1 — —d(iu &) iv,a> o d(uya) <7, d(v,a) <r, d(u,v) > 'rg}
r

para cualquier a € M. Se dice que M es uniformemente convexo si §(r,e) > 0 para

cualquier r >0 y e > 0.

Entre las excelentes propiedades que satisface el espacio métrico hiperbélico uniforme-

mente convexo (M, d, W) esta la propiedad (R)[46] que dice que si {Cn} es una sucesion
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decreciente de subconjuntos no vacios, acotados, convexos y cerrados de M, entonces

Nyp>1Cy # 0. El siguiente lema técnico que nos servird més adelante.

Lema 1.8.9. Sea K un subconjunto convexo cerrado de un espacio métrico hiperbdlico
uniformemente convexo (M,d,W). Sea 7 : K — [0,00) un tipo de funcion. Entonces

existe unsa sucesion acotada {x,} € M tal que:

7(z) = lim sup d(z,, ©);
n—-+o0o

para todo x,y € K. Entonces T es continua. Ademds, existe un punto minimo unico
z € K tal que
7(z) = inf{7(u) : v € K}.

1.9 A-Convergencia

Consideremos un espacio métrico (X, d), ademéas sean A y B dos subconjuntos de X y
{z,} una sucesién acotada. Utilizaremos las siguientes notaciones para referirnos a los

subconjuntos del espacio métrico X que nombramos a continuacion.

e Radio relativo de Chebyshev de A con respecto de x:

r.(A) =sup{d(z,y) :y € A}, donde zeX

Radio de Chebyshev de A con respecto de B:
rg(A) =inf{r,(A) : z € B}

Si B = X, generalmente escribiremos tan solo r(A).

Centro de Chebyshev de A:

C(A) = {z € X : rp(A) = 7(A)}.

Envoltura por Bolas de A

cov(A) =N{B;: B; esuna bola cerraday B; D A}.

Didmetro de A

diam(A) = sup {d(z,y) : x,y € A}.
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e Distancia de x a A:

d(z,A) =inf{d(z,y) :y € A} donde z € X.

Ahora consideremos el siguiente limite, dado un punto x € X, tenemos que;

r(z.x,) = limsupd(z, z,)
n—oo

Entonces las funcién ¢ : X — [0,00) definida como ¢(z) = r(z,z,) para todo z € X

recibe el nombre de tipo.
e Radio asintético de {z,}:
r(z,) = inf {r(z,z,):z € X}.
e Radio asintético de {z,} con respecto de C' C X:
ro(z,) = inf{r(z,z,) :x € C}.
e Centro asintético de {z,,}:

Alzy) ={z e X :r(z,z,) =1r(z,)}.

e Centro asintético de {x,} con respecto de C' C X:
Ac(xy) ={z e C:r(z,z,) =rc(z,)}.

Un concepto bastante utilizado con respecto a la Teoria Métrica del Punto Fijo es el de la

métrica de Hausdorff.

Definicién 1.9.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Denotamos x a la familia de subconjuntos

cerrados, acotados y no vacios de x.
e Dados A € x ye >0, se define el e—entorno de A como
N(A)={z e x:d(z,A) <e}.
e Dados A, B € x, se define la distancia de Hausdorff entre A y B como

H(A,B)=inf{e >0: AC N.(B) y BC N.(A)}.
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En 1976, Lim ([71]) introdujo un concepto de convergencia en un entorno de espacio
métrico general al que llamé A-convergencia fuerte. En estd seccion mostramos el concepto
de limite en espacios métricos CAT(0) el cual es estudiado en [87], comenzamos de manera
directa la definicion de este fantastico concepto que se denomina A-convergencia, el cual
hace parte fundamental en el desarrollo de los objetivos principales de este trabajo. Cabe

aclarar que en toda estd seccién, X denota un espacio CAT(0) completo.

Definicién 1.9.2. Una sucesion {x,} en un espacio X se dice que A-converge a x € X si
x es el dnico centro asintdntico de {u,} para cada {u,} de {x,}. En este caso se escribe

A —limz, =z y se llama a x el A — limite de {x,}.

Es importante resaltar que una sucesién acotada {z,} en X es regular si r({z,}) =
r({u,}) para cada subsucesiéon {u,} de {x,}. Se sabe que cada sucesién acotada en
un espacio de Banach tiene una subsucesién regular (ver [35]). La demostracién es de
naturaleza métrica y se traslada al escenario actual sin cambios. Dado que cada sucesion
regular A-converge, vemos inmediatamente que cada sucesién acotada en X tiene una
subsucesién A-convergente.

Note que {z,} C X tal que {z,} A-converge a = y dado y € X con y # =z,
limsup d(z,, ) < limsup d(z,,y).

Por tanto, X satisface una condicién que se conoce en los espacios de Banach como la

propiedad Opial.

Observacion 1.9.1. Todo subconjunto cerrado acotado y convero K de X es A-cerrado en
el sentido de que contiene los A-limites de todas sus suseciones A-convergentes (ver [61]).

El siguiente hecho es una consecuencia de esto.

Proposicién 1.9.1. Si una sucesion {x,} en X A-converge a x € X. entonces

oo
T € ﬂconv{xk—l—$k+1,-~-},
k=1

donde conv(A) = ({B: B2 A; y B es cerrado y convezo}.

Lema 1.9.2 ([87)).

(i) Toda sucesion acotada en X tiene una subsucesion A-convergente.
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(ii) Si K es un subconjunto convexo y cerrado de X y si {x,} es una sucesion acotada

en K, entonces el centro asintdtico de {z,} estd en K. (ver [61]).

(11i) Si K es un subconjunto convero y cerrado de X y si f : K — X un operador no
expansivo, entonces las condiciones, {x,} A-converge a x y d(z f(z,)) — 0, implica
reKyflr)=u.

Lema 1.9.3 ([62]). Si {z,} es una sucesion acotada en X con A({z,}) = {zn} y {u,} es
una subsucesion de {x,} con A({u,}) = {u} y la sucesion {d(x,,u)} converge, entonces

r =1U.

Lema 1.9.4 ([84]). Sea K un subconjunto cerrado, acotado y convezro de un espacio métrico

completo CAT(0) y T : K — K una aplicacion totalmente asintdticamente no expansiva.

Si{x,} es uns sucesion acotada en K A-convergente a x y lim d(x,,Tx,) =0, entonces
n—aoo

reKyTx=ux.

1.10 Procesos Iterativos

Consideremos (X, d) un espacio métrico completo, la intencién es construir una sucesién
{xn}.2, que converge a un punto fijo de 7. La solucién a tal problema es elegir arbitrari-
amente un punto inicial xy € X luego considerar la sucesién iterada {x,} -, de xo sobre
T donde

Tpr1 = F(T, z,)

para alguna funcién F.

Si la sucesion {x, }, -, converge a un punto fijo de 7' podriamos dar por terminado el prob-
lema. Pero se debe tener en cuenta que se deben dar ciertas condiciones de contractividad

a T y asi garantizar la convergencia del proceso iterativo {z, }

Definicion 1.10.1. Un proceso iterativo es la composicion de un elemento consigo mismo en
forma repetitiva partiendo de un xo dado. En terminos matemdticos tenemos: Sea (X, d)
un espacio métrico completo y T : X — X wuna aplicacion dada y xo € X. Entonces la

sucesion iterada dada por:
Tpr1 = F(T,z,),n=1,23...

donde x¢ € X es el punto inicial dado y F' una funcion arbitraria.



47

Definicién 1.10.2 (Iteracién Picard). Sea (X, d) un espacio métrico completo y T : X — X
un operador dado. Sea xog € X un punto arbitrario. Entonces la sucesion {x,} — € X
definida por:

Tpr1 = F(T, 2y 1) =Txy 1, n=1223...

es llamada iteracion de Picard.

1.10.1 Meétodo Iterativo de Mann

Aunque, cronolégicamente, se introdujo dos anos antes que la iteracion de Krasnoselskij,
la iteracion de Mann es formalmente una generalizacién de esta iltima y, en su forma
normal, se obtiene reemplazando el parametro A en la férmula de iteracion por una suce-
sién de nimeros reales {a,,} -, C [0,1]. Dado que en muchos casos la convergencia de la
iteracién de Mann podria obtenerse de los resultados correspondientes probados para el
procedimiento de iteracién de Ishikawa, el objetivo de esta seccion es presentar de manera
simple algunos resultados principales de la iteracion de Mann si demostracion alguna. Una
referencia recomendada para el estudio de las iteraciones para la aproximacién de puntos

fijo es las notas en matematicas escritas por Vasile Berinde ver [80].

Definicion 1.10.3. Sean V un espacio vectorial, C' un subconjunto convero de V y sea
T :C — C una aplicacion y x; € C un punto arbitrario. Sea A = [an;] una matriz real

mfinita que satisface:
(A1) an; > 0 para todo nj y an; =0 para j > n;
(A2) 375, =1 para todon > 1
(A3) lim a;; =0 para todo j > 1
n—oo

La sucesion {x,}. ., definida por z,11 =T (v,) donde

n

Vo =Y ayaj, (1.10.1)

J=1

es llamado proceso iterativo del Mann o simplemente iteracion Mann.
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El proceso iterativo de Mann {z,,} - | se denota de manera méds sencilla como M (21, A, T')
indicando el punto inicial z; la matriz A y el operador T a quien esta asociado el proceso.

Del mismo modo, podemos denotar el proceso iterativo de Krasnoselskij {x,}, ., como
K(l’o, )\, T)

Ejemplo

Sea A definida como la matriz Cesaro, i.e.,

1 0 0 0
F g 9 0

A_l|3 5 35 0
111 1

es facil ver que A satisface las hipétesis mencionadas sobre la matriz A. Entonces la

sucesiéon {z,} en C definida por (1.10.1) se reduce de la siguiente manera

1 n
n =T - i ] € N.
Tni1 (n;x> n

Existe una amplia literatura sobre la convergencia de la iteracion de Mann para diferentes
clases de operadores de tipo contractivo considerando diferentes espacios métricos. A

continuacion enunciamos sin demostracion alguna, algunos teoremas de convergencia.

Teorema 1.10.1. Si cualquiera de las sucesiones {x,} —, y {vn}, -, converge, entonces la

otra también converge al mismo punto, y su limite comun es un punto fijo de T

Definicién 1.10.4. Se dice que un proceso de Mann M (x1, A, T) es normal siempre que

A = layg] satisface (A1), (A2), (A3), (A1) ani1; = (1 = @nyintr) angs J = 1,2...n 50 =
1,2,3... y (As5) cualesquiera a,, =1 para todo n 6 a, <1 para todon > 1.

Teorema 1.10.2. Lo siguiente es verdadero:

(a) Para que M(xy,A,T) sea un proceso Mann normal, es necesario y suficiente que

A = lay;] satisface (A1), (Az), (As), (Ad),(As5) y (A'3) D 7, any diverga.
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(b) La matriz A = |an;] (aparte de la matriz de identidad infinita) en todo el proceso

normal de Mann M (z1, A, T) se construyen de la siguiente manera:

Escoja {c,} tal que 0 < ¢, < 1 para todo n y la serie Y. - ¢, diverge y defina
A = [ay;] por

ann =1,a1;, =0 para j>1;
(ptint1 = Cp,n=1,2,3...;

Un+1,j = Ajj H?:j (1—¢,) para j=12...n
apy1;, =0 para j>n+1n=1273...

(c) la sucesion {v,} es un proceso Mann normal M (z1, A, T) satisface
Upi1 = (1 —c) vy + e, Ty,  para toda n=1,2,3...;

donde

Cpn = Qp+41n+1-

Es facil ver que de la Iteracién de Mann, al colocar ¢, = 1 para cualquier n > 1 se
obtiene la iteraciéon de Picard. La gran mayoria de teoremas de convergencia manejan una
estructura muy similar, es decir para una aplicacién 7" de V en V donde V es un espacio
métrico completo, ademas T satisface una condicion contractiva que puede o no ser lo
suficientemente fuerte como para garantizar la convergencia a un punto fijo de la iteracién

de Picard asociada a T'. Bajo estdas condiciones, también se supone que la iteracion de

o0

Mann asociada a T' converge, para un determinado {c,},_,

y luego se demuestra que, en

estas circunstancias, converge a un punto fijo de 7.

Todos estos tipos de resultados podrian obtenerse como casos particulares de algunos

teoremas genéricos del siguiente tipo.

Teorema 1.10.3. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach, K C E un subconjunto cerrado y
convezo, y T : K — K un operador dado. Sea {x,} ., una iteracion de Mann asociada
a T. Suponga que {xn}flo:l converge a un p € K. Si entonces existe las constantes
a,B,7,0 <0 yd>1 tal que

Tz = Tpl| <a-[lzn = pll + B - [[an = Tau|[ + - [lp = Tal|+

(1.10.2)
6 - max {||p — Tpl|, ||z, — Tpll},

entonces p es punto fijo del operador T.
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Lema 1.10.4. Sea (E, || -||) un espacio de Banach uniformemente convezo y {c,} -, una
sucesion en el intervalo [a,b] donde 0 < a < b < 1. Suponga que o, y B, son sucesiones

en E tal que o, <1 y B, <1 para cualquier n. entonces se define la sucesion z, por:

Rn = (1 - Cn) oy, + Cnﬁn
si lim ||z,|| = 1, entonces lim ||a,, — 5, = 0.

Definicién 1.10.5. Sea (X,d) un espacio métrico y T : X — X wuna aplicacion arbitraria.
Entonces se dice que T es un operador de Zamiferescu, si existen a,b,c € R cona € (0,1) y
b,c € (0,1/2) tales que para cada par x,y € X, al menos una de las siguientes condiciones

se cumple:
z1. d(Tx,Ty) < ad(x,y)
zo. d(Tx,Ty) < bld(z, Tx),d(y, Ty)]
z3. d(Tx,Ty) < cld(z,Ty), d(x, Ty)]

Teorema 1.10.5. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach, K C E un subconjunto cerrado
y convexo, y'T : K — K wun operador de Zamiferescu, entonces la iteracion de Mann

Tpr1 = (1 — ) + 0 Ty, n=12,3,... (1.10.3)

donde {o, },~, satisface:
(i) g =1; (4i) 0 < @ < 1 paran > 1y (iit) Y oy, (1 —a,) = oo, entonces {x,},_,

converge al unico punto de T.

El proceso iterativo general de Mann dado en la defincién 1.10.4, fue introducido por
W. Robert Mann en 1953 [90] donde demostré que converge en un espacio de Banach,
més adelante Dotson [83] demostré que es vélida en el contexto mas general de un espacio
topoldgico lineal Haussdorf localmente convexo, como se indica en el Teorema 1.10.2.
La definicién 1.10.4 y el teorema 1.10.2 son tomados de [83], respectivamente teorema
1. Donde se da la demostracion al teorema. La demostracion del teorema 1.10.3 puede

consultarse en el articulo de Rhoades [10] teorema 1.

1.10.2 Meétodo Iterativo de Ishikawa

Si T es una aplicacion continua el proceso iterativo de Mann converge a un punto fijo

de T bajo ciertas condiciones, pero si 7' no es continua no necesariamente converge a un
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punto fijo de T', puede que converge a otro punto cualquiera. Ahora bien si, en lugar de la
iteracién de Mann, consideramos otro proceso iterativo, que en cierto sentido es un proceso
iterativo de Mann de dos pasos, entonces es posible aproximar el punto fijo de algunas
clases de operadores contractivos 1" para los cuales la iteracién de Mann no converge a un
punto fijo de T'. Este nuevo proceso se llama método iterativo de Ishikawa, y se introdujo
por primera vez para cierta clase de operadores lipschitzianos pseudocontractivos. Bajo
ciertas suposiciones sobre las sucesiones {a, }- o, {fn},.—, este proceso iterativo converge

fuertemente a un punto fijo de T'. El resultado original de Ishikawa se indica a continuacion.

Teorema 1.10.6. Sea H un espacio de Hilbert, K C H un subconjunto compacto y convezo,
y sea T : K — K un operador lipschitziano pseudocontractivo y x1 € K. FEntonces la

iteracion de Ishikawa {x,}. o, xn = I (21,00, Bn, T), definida por:
Tpt1 = T [BnTr, + (1 — Bn) xn) + (1 — ay) @,

donde {an}, y {Bu}—, son sucesiones de nimeros reales positivos que satisfacen tres

condiciones:
i)0<a,<B.,<1,n>1
it) lim 3, = 0;
i) >y = 00,
converge fuertemente a un punto fijo de T'.

En su forma original, la iteraciéon de Ishikawa no incluye el proceso iterativo Mann,
debido a la suposicién i) en el Teorema 1.10.6. De hecho, si uno tuviera 5, = 0,(n > 1),
entonces también resultaria «,, = 0. En el esfuerzo por obtener una iteracion de Ishikawa
que deberia incluir la iteraciéon de Mann como un caso especial, algunos autores, entre ellos
Naimpally y Singh, K.L. [63] Liu, Q. [42], han modificado (i) a una condicién mds débil de
la forma 0 < «,, 8, <1 con lo cual extendie el Teorema 1.10.6 a una clase de operadores
Lipschitzianos hemicontractivos. Un mapa hemicontractivo es un mapa pseudocontractivo
con respecto a un punto fijo, es decir, si p es un punto fijo de 7'y = es un punto en el

espacio, entonces 1" satisface

1Tz —pl|* < [lz = plI* + [|o — T|[%;
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Todas las extensiones obtenidas hasta ahora cubren clases de operadores un poco mas
generales y todavia estdn confinadas a espacios de Hilbert. Para superar estas dificul-
tades, algunos autores han introducido otros procesos iterativos, algunos de ellos seran
enunciados mas adelante en este mismo capitulo. A continuacién se presenta un teorema

de convergencia de la iteracion de Ishikawa para operadores de Zamfirescu.

Teorema 1.10.7. Sea (E,||-||) un espacio de Banach, K C E un subconjunto cerrado

convexo y T : K — K un operador de Zamfirescu que satisface las condiciones (z1) — (22).

o0

Entonces la iteracion de Ishikawa asociada o T', es decir las sucesion {x,},_,,

{ Tnt1 = (1 - Oén)$n + OénTyn (1104)

Yo = (1= Bp)zn + BT,  n=12.3, ..,

con Y 7 o, converge fuertemente a el unico punto fijo de T

Este importante teorema fue enunciado por Rhoades [8], estd claro que los operadores
de Zamlfirescu contienen los operadores de Kannan y operadores de Chatterjea. Para una
comparacion de las diferentes condiciones contractivas involucradas en los teoremas de

punto fijo, ver Rhoades [9].

Se han publicado algunos resultados que muestran que, para ciertas clases de oper-
adores, las iteraciones de Mann e Ishikawa son en realidad equivalentes. Esto también
apunta a la conclusiéon de que el uso de la iteracion de Mann se recomendaria en esas

circunstancias. Ahora enunciamos un Teorema donde se relaciona esta equivalencia.

Teorema 1.10.8. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto cerrado,

convexo y no vacio de E, yT : K — K una aplicacion que satisaface:
Tz — Ty|| < kmax {|[z — yll, ||z — Tell, lly — Tyll, lle — Tyll,|ly - Tal|}

para todo x,y € K, 0 < k < 1. Suponga que T tiene un punto fijo x* € K. FEntonces lo

siguiente es verdadero

v La iteracion de Mann 1.10.3 converge a x*;

1 La iteracion de Ishikawa 1.10.4 converge a z*.

Este Teorema fue publicado por Rhoades y Solutuz [11], donde ademds demuestran la

equivalencia entre la iteracion de Ishikawa y Mann para otros tipos de operadores tales
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como los denominados fuertemente Pseudocantractivos Lipschitziana.
Los dos procesos de iteracion descritos anteriormente han sido estudiados por varios au-
tores para aproximar puntos fijos de aplicaciones no lineales o soluciones de ecuaciones de

operadores no lineales en espacios de Banach.

1.10.3 Iteracion de Mann e Ishikawa con errores

Como se habia mencionado anteriormente las iteraciones de aproximaciones de punto fijo
con errores fueron introducidos por Liu [40], [41], la idea surge al analizar los célculos
numeéricos practicos; varios trabajos investigativos se han enfocado en este tipo de itera-

ciones debido al problema de la estabilidad.

Definicién 1.10.6. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto y sea
T : K — E una aplicacidn. La sucesion {x,} € E definida por
xo € K,
Tor1 = (1 — ap)xy + Ty + up, (1.10.5)
Yn = (1 = Bp)xy + B Txy + vy, n >0,

donde {an}ro o y {Bnteqy son sucesiones en [0,1] y {un},—y y {vn} -y son dos suce-

stones sumables en E, es decir:

(o] o0
D ]l < 00, D vall < oo,
n=0 n=0

es llamada la iteracion de Ishikawa con errores.

Si se toma (3, = 0 y v, = 0 en la iteracién de Ishikawa con errores se obtiene la iteracién
de Mann con errores. A continuaciéon enunciamos uno de los primeros resultados de punto

fijo bajo este tipo de iteraciones.

Teorema 1.10.9. Sea (E.|| - ||) un espacio de Banach, K C E un subconjunto cerrado
y uniformemente suave. Sea T : K — E una aplicacion lipschitziana (con | > 1)y

estrictamente pseudocontractiva es decir,

1Tz = Ty|* < |lo —yll* + kIl (I = T) 2z — (1 = T) g%,
cont > 1, para todo x,y € E. Sea {u,},_ o, {vn}.—, dos sucesiones sumables en E y sea
{an}7" o, {Bn}ey dos suseciones en [0,1] que satisfacen

(¢) lim o, =0 y Zan = 00; (1) limsup 5, < k/L(L + 1), (1.10.6)

n—0o0 n—00
n=0
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donde k = (t —1)/t.
Si el rango T(K) de T es cerrado, entonces {x,} C K generada por 1.10.5 converge

fuertemente al unico punto fijo de T.

Si las sucesiones {u,} o, {vn},—, son nulas, se obtiene el proceso iterativo clasico de

Ishikawa. Algo que cabe resaltar es que no existe explicacién alguna sobre como las

0
n=0’

[e.9]

o, estd en K.

sucesiones {u,} {vn},-, estan en E, y asegurar que {z,}

1.10.4 TIteracion de Mann e Ishikawa modificados

A continuacién mostraremos algunos teoremas de convergencia para operadores Lips-
chitzianos de tipo contractivo, considerando la n-ésima iteracion de 7™ en lugar de T
en los procesos iterativos definidos en las secciones anteriores es decir en los procesos

iterativos de Mann e Ishikawa.

Definicién 1.10.7. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto y sea
T : K — K una aplicacion y {on}oro v {Bn}ey dos sucesiones en [0,1]. La sucesion

{xn},2, defininda por:

xo € K,
Tt = (1 — o)y + @, Ty + (1.10.7)
Yn = (1 - Bn)xn + B, 1"y, n > 0,

se llama proceso iterativo de Ishikawa modificado.

Si hacemos 3, = 0 por cada n > 0 en 1.10.7, se obtiene el proceso iterativo de Mann

modificado.

Definicién 1.10.8. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto y sea
T : K — K una aplicacion.

1. T es llamada Asintdticamente no expansiva si entonces existe una sucesion {ky} —

en [1,00) con k, =1 tal que
|T"z — T"y|| < kullz —y|| para todo z,y e K y n>1
2. T es llamada uniformemente L-Lipschitziana con L > 0 si

||T"x — T"y|| < L||lx —y|| para todo z,y e K y n>1
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3. T es llamada Asintonticamente k-estricta pseudocontractive si entonces existe una

sucesion {kn}, -, en [1,00) con k, =1 y una constante k en [0,1) tal que
17" = Ty|* < kol — yl* + K[| (2 = T"2) — (y = T"y) |I*,
para todo v,y € K yn > 1;

4. T es llamada Asintdticamente demicontractiva si Fr # (), entonces existe una suce-
sion {k,},—, en [1,00) con k, = 1 y una constante k en [0,1) tal que para todo

reK,pelfpr,n>1
T2 —pl|* < kal|lv — pl* + K|z — T || (1.10.8)

Lema 1.10.10. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto y sea T :
k — K una aplicacion L-Lipschitziana, Si ||r,, = ||z, — Tx,||, n > 0, donde {x,},_, es

un proceso iterativo de Ishikawa modificado asociado a T, entonces
| — Tn|| < v+ 1oL (14+3L+2L%), n>1.

Teorema 1.10.11. Sea K un subconjunto cerrado convexo no vacio y acotado de un espacio
de Hilbert H y sea T : K — K wuna aplicacion completamente continua, uniformemente
L-Lipschitziano y asintéticamente demicontractivo. Suponga que la sucesion {k,}, -, que
aparece en (2.3.2) satisface

i(k‘n—l)<oo

n=0

Asuma que {ou}or s y {Bn}rey Son sucesiones reales en [0, 1] que satisfacen

O<a<a, n=>0

1+4(1—-d)L? -1
0<b§6n§min{1—k—c,\/+( 4 }7 n > 0;

212
an_kﬁngl_ka nzoa
donde k es la constante que aparece en 2.3.2, y a,b,c son constante con ¢ + d > 0,
0<c<l—-ky0<d<l.
Entonces el proceso iterativo de Ishikawa modificado {x,} >, definido por 1.10.7 converge

fuertemente algun punto fijo de T € K.

Notese que en el caso particular donde 3, = 0, para todo n < 0, y por el Teorema 1.10.11

se obtiene resultados de convergencia fuerte para el proceso iterativo de Mann modificado.
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1.10.5 TIteracion de Mann pertubada

Es posible considerar una perturbacién en los procesos iterativos para la aproximacion de
puntos fijos en distintas clases de operadores en espacios de Banach mas generales que
los espacios de Hilbert. La idea al construir este tipo de métodos es comprobar que di-
cho método proporciona una sucesiéon aproximada a la convergencia de puntos fijos. A
continuacion se considera una iteracion de Mann perturbada que proporcionara sucesiones
aproximadas de puntos fijos para los operadores Lipchitzianos pseudocontractivos en espa-
cios de Banach. Para esto se necesita dos suseciones de nimeros reales em (0, 1], {\,} —,
y {0,.},2,, las cuales satisfacen las siguientes condiciones:

(i) lim 6, =0;

n—oo

(ii) A (146,) <1;

(iii) lim 32 =0

(iv) lim ("g;l - 1) /(M)

Definicion 1.10.9. Sea E un espacio de Banach yT : E — FE una aplicacion. La sucesion
{zn}.2, € E satisface lim ||z, — Tx,|| = 0, es llamada una sucesion aprozimada de
n—oo

puntos fijos de la aplicacion T'.

Lema 1.10.12. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto convexo y
cerrado. Sea T : K — K una aplicacion Lipschitziana pseudocontractiva con constante de

Lipschitz L > 0 y Fr # 0. Sea {x,},—, un sucesion generada desde un punto arbitrario

x1 € K por

Tor1 =1 =)z + NTzp — Ny (2, — 1), n=0,1,2--- (1.10.9)
entonces lim ||z, — Tz,|| = 0.

n—oo

La sucesién {z,} ., dada por (1.10.9) es llamada iteracién de Mann perturbada.
Se puede utilizar el Lemma 1.10.12 y algunos otros resultados se puede demostrar los

siguientes teoremas de convergencia.

Teorema 1.10.13. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto convexo
y cerrado. Sea T : K — K una aplicacion Lipschitziana pseudocontractiva con constante

de Lipschitz L > 0 y Fr # 0. Suponga que T es completamente continua. Entonces
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la iteracion de Mann pertubada {x,} ~, dada por (1.10.9) con {0,} " y { .}, que

satisfacen las condiciones (i)-(iv) converge fuertemente al punto fijo de T.

Teorema 1.10.14. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto convexo
y cerrado. Sea T : K — K una aplicacion Lipschitziana pseudocontractiva con constante
de Lipschitz L > 0. Suponga que T es completamente continua. FEntonces T tiene un
punto fijo en K y la iteracion de Mann pertubada {x,} -, dada por (1.10.9) con {6,},-,

y{ )2, que satisfacen las condiciones (1)-(iv) converge fuertemente al punto fijo de T.

Teorema 1.10.15. Sea (F,||-||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto convexo y
cerrado. Sea T : K — K una aplicacion Pseudocontractiva uniformemente continua. Sea
la iteracion de Mann pertubada {z,} dada por (1.10.9) con {0, },~, y { .}, que satis-
facen las condiciones (i)-(iv). Suponga que ||T'x, — Tx,|| = 0(0,) y T es completamente

continua. Entonces T tiene punto fijo y {xn}f;l converge fuertemente al punto fijo de T'.

1.10.6 Proceso S-iterativo

En el ano 2007 R.P Agarwal, Donal O'Regan y D.R Sahu ([55]) proponen un nuevo pro-
ceso iterativo cuya tasa de convergencia es similar al proceso iterativo de Picard y es mas
rapido que otros procesos de iteracion de punto Fijo. Ellos aplican este método para la

aproximacién de puntos fijos para aplicaciones casi asintéticamente no expansivos.

Definicién 1.10.10. Sea (E,|| - ||) un espacio lineal, K C E un subconjunto convexo, el

proceso iterativo {x,} -, generado desde x; € K defino por:

Topr1 = (1 —ap)Txy + @ Ty,
{ Yo = (1 = Bu)xn + BuTan n=1,23, .. (1.10.10)
donde {au, }.2, y {Bn}.—, son sucesiones en [0,1] que satisfacen la condicion:
2 b (1= ) = o0 (1.10.11)
n=1

La sucesion (1.10.10) estd definida siempre y cuando K sea convezo. Este proceso iterativo
es llamado S-iteracion. Es fdcil ver que (1.10.10) es independiente de (1.10.4) y por ende
(1.10.3).

Lema 1.10.16. Sea E un espacio reflexivo de Banach que satisface la condicion Opial, K

un subconjunto no vacio cerrado y convero de X y T : K — X un operador tal que;
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(i) F(T)=10
(ii) I —T es demicerrado en cero.
Sea {x,}.~, una sucesion en K la cual satisface las siguiente propiedades:
Dy lim ||z, — p|| existe para todo p € F(T);
Dy lim ||z, — Tx,|| = 0.
Emtonces {x,} converge debilmente a un punto fijo de T

Teorema 1.10.17. Sea (E.|| - ||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto convexo
y cerrado y T : K — K una aplicacion k-contraccion casi uniforme con sucesion {an} .,
y F(T) # 0 tal que Y " a, < 0o. Para z; € K, sea {,},-, una sucesion definida por
(1.10.10), donde {an},—, y {Bn},—, son sucesiones en (0,1). Entonces lo siguiente es

verdadero:

(@) |21 = pll < Kllzn = pll + k(1 + k) an para toda n € N;
(b) {x,} converge fuertemente a un punto fijo de T

Teorema 1.10.18. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto convezo

y cerrado y T : K — K wuna aplicacion casi asintoticamente no expansivo con sucesion

{(an n(T")} y F(T) # 0 tal que 3.7 an < 00 y 320, (n(T") = 1) < oo, Sea {zn},,
una sucesion definida por (1.10.10) donde {cw,}.— y {Bn}.—, son sucesiones en (0,1) tal

que 0 < a < a,, B, <b< 1. Entonces los siquiente es verdadero:
(a) lim ||z, — pl| = lim ||y, — p|| eziste para p € F(T);
(b) lim||z, — T"x,|| = 0;
(¢c) si T es uniformemente continua, se deduce que {x,} -, cumple con la propiedad Do

En el articulo de Agarwal et. [55], se encuentra las demostraciones de estos y otros teoremas

donde el proceso iterativo (1.10.10) cumple con las condiciones Dy — Ds.
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1.10.7 Proceso iterativo “CR”

El proceso que vamos a enunciar a continuacién que entra en la categoria de procesos de
tres pasos fue propuesto en 2012 por Renu Chung, Vivek Kumar y Sanjay Kumar [56]
ellos realizan el estudio convergencia fuerte de este esquema iterativo para una cierta clase
de operadores cuasi-contractivos en espacios de Banach. Mostramos que para la clase de
operadores antes mencionados, el esquema iterativo “CR” es equivalente y més rapido que

las iteraciones Picard, Mann e Ishikawa. Ellos introducen el siguiente proceso iterativo:

Definicién 1.10.11. Sea (E.|| - ||) un espacio de Banach, T : E — E una aplicacion y

zg € X. Se define la sucesion {x,} —, por:

Tp4+1 = (1 - an)yn + anTyn
Yn = (1= Bp)Tx, + BTz, n=123,.., (1.10.12)
Zn = (1= vn)xp + v Ty

donde{an} " 1, {Bntre s {Wn},y sOn sucesiones de nimeros reales en [0, 1].

Berinde [79] introduce la siguiente clase de operadores en espacios Banach los cuales sat-

isfacen:

d(Tz,Ty) < 2id(z, Tx) + éd(z,y), (1.10.13)

para todo z,y € X y algiun d§ € [0,1). A continuacién escribimos el teorema principal sin

demostracién alguna la cual, pueden encontrar en el articulo original [56].

Teorema 1.10.19. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto convezo
y cerrado y T : K — K wuna aplicacion que satiface (1.10.13). Sea }x,} definida por la
iteracion “CR” (1.10.12) y xo € E donde {an},— |, {Bn}re, son sucesiones de nimeros
positivos en [0,1] con {a,} | que satisface Y " o, = 0o. Entonces {x,} -, converge

fuertemente a el punto fijo de T.

Finalmente enunciamos el siguiente teorema de equivalencia entre el método iterativo

y agunos esquemas conocidos en la literatura

Teorema 1.10.20. Sea (E,||-||) un espacio de Banach y K C E un subconjunto convezxo y
cerrado y T : K — K wuna aplicacion que satiface (1.10.18). Dado un punto inicial igual,

a, > A>0,Vn € N. Entonces se tiene las siguientes equivalencias:

i) La Iteracion de Mann (1.10.8) converge a un punto fijo T
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it) La S-Iteracion (1.10.10) convege a un punto fijo de T.

iii) La “CR™Iteracion (1.10.12) converge a un punto fijo de T

1.10.8 TIteracion Modificada hybrida-Ishikawa

En el ano 2013 Khan et. [64] publicaron en un estupendo articulo un nuevo proceso iter-
ativo para operadores no expansivos, el cual denominaron “Picard-Mann Hybrid iteration
process” en este articulo afirman que este proceso es independiente del proceso iterativo
de Picard y Mann, ademas que este proceso converge mas rapido que el proceso Picard y

Mann. La sucesién {z,} este proceso viene dado por

Tpt1 = Tyn
{ Yn = (1 — an)r, + Ty n=1,23,.., (1.10.14)

donde {a,} en (0,1)

Por otra parte, como ya habiamos indicado en la introduccién, como Kirk incio el es-
tudio de la teoria métrcia del punto fijo en espacios métrico con curvatura no positiva,
demostrando que para operadores no expansivos definidos en un subconjunto cerrado aco-
tado de un espacio métrico completo CAT(0) tiene un punto fijo, lo cual motivo a Pansuwan
y Sintunavarat [4] a proponer un nuevo método iterativo al cual denominaron Iteracién
Modificada hybrida-Ishikawa para aproximar puntos fijos en operadores no expansivos

totalmente asintoticas, el proceso es el siguiente:

Tnt1 = Tnyn
Yn = (1 —ap)z, @ a, Tz, n=123,.., (1.10.15)

para todo n € N, donde {ay,} ~, v {8} —, son sucesiones en [0,1]. A continuacién

enunciamos algunos teoremas sin demostracion alguna, las cuales pueden consultar en [4]

Teorema 1.10.21. Sea (X,d) un espacio CATO y C' un subconjunto convexo y cerrado de
X yT:C — C un operador uniformemente Lipschitziano y no expansiva ({v,},{u,},()-

totalmente asintotica. Suponga que satisface las siguientes condiciones:

0) D U <00 Y Y Uy < 00

ii) entonces eziste las constantes a,b con 0 < a < «, < 1 para todon € N y 0 <
1.
Cl(]. — b) S 97
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iii) entonces eziste una constante M* tal que ((r) < M*r para todo r > 0.

Entonces la sucesion definida por (2.2.2) A-converge algun punto p € F(T), donde F(T)

es el conjunto de puntos fijos de T'.

Teorema 1.10.22. Sea (X, d) un espacio CAT(0) y C' un subconjunto convezo y cerrado de
X yT :C — C un operador uniformemente Lipschitziano y no expansiva ({v,},{un},()-

totalmente asintotica. Suponga que satisface las siguientes condiciones:

0) > U <00 Y Y Uy < 00

i1) entonces eziste las constantes a,b con 0 < a < «a, < 1 para todon € N y 0 <
1.
a(l — b) S 97

iii) entonces existe una constante M* tal que ((r) < M*r para todo r > 0.

Entonces la sucesion definida por (2.2.2) converge a un punto fijo de T' si y solo si

liminfd (x,, F(T)) =0,

n—oo

donde d(x, F(T)) := inf {d(z,p) : p € F(T)}.

1.10.9 Algoritmo de punto proximal

El algoritmo de punto proximal, es una herramienta bien conocida para encontrar minimos
de funciones convexas, se generaliza desde el marco de espacio métricos clasicos como lo son
los de Hilbert a un entorno no lineal, es decir, espacios métricos geodésicos de curvatura
no positiva, ya que sabemos que muchos de los algoritmos para resolver problemas de
optimizacién se han generalizado desde espacios lineales (Euclidianos, Hilbert, Banach) en
multiples diferenciables y en como un caso particular, el algoritmo de punto proximal en
el contexto de la variedad Riemanniana (de curvatura seccional no positiva) los cuales han
sido estudiados por diversos autores.

Sea (X, d) un espacio métrico geodésico y f : X — (—o00, 00| una funcién convexa y
propia. Uno de los principales problemas de la optimizacién es encontrar x € X tal que

f(x) = min f(y).

yeX

Donde es usual denotar como argmingex f(y) al conjunto de minimizadores de f. Como

ya se habia mencionado una herramienta eficaz y poderosa para resolver este problema es
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el conocido algoritmo de punto proximal (de manera abreviada en inglés PPA) la cual fue
en principio propuesta por Martinet [12] en 1970. Posterior a esto en 1976, Rockafellar
[59] estudia una generalizacién del PPA, para la convergencia a una solucién del problema
de minimizaciéon convexa en el marco de los espacios de Hilbert. De hecho, dada una
funcion adecuada, convexa y semicontinua inferior en un espacio de Hilbert H que alcanza

su minimo. El PPA esta definido por z; € H;

. 1
vt = argmingen (1) + 3l = o)

para cada n € N, donde A, > 0 para todo n € N. Se demostro que la sucesién {z,}
converge debilmente a los minimizadores de f bajo la condicién » >°, = co. En el ano
2013, Bacak [44] introduce el PPA en espacios métricos CAT(0) el cual es el siguiente:
T € X,

, 1
Tpi1 = ATrgMingex <f (y) + KdQ (Y, xn))

para cada n € N, donde \,, > 0 para todo n € N. Partiendo del concepto de monotonia
de Fejér, se demostr6 que, si f tiene un minimizador y {z,}, entonces la sucesién {z, } A-
converge a estos minimizadores. Bajo ests misma linea de investigacién Bacék [45] empled
una version dividida del PPA para minimizar una suma de funciones convexas en espacios
CAT(0).
Por otra parte cabe resaltar que la funcién f : C' — (—o00, 00| definida en un subconjunto
convexo C' de un espacio métrico CAT(0) es convexa si, para cualquier geodésica vy :
[a,b] — C, la funcién f o~ es convexa. Se dice que una funcién f definida en C es
semicontinua inferior en un punto x € C si

f(x) < liminf f(z,)

n—oo
para cada sucesiéon x,, — x. Una funcion f se dice que es semicontinua inferior en C' si esta
es semicontinua inferior en C'. Para cualquier A > 0, se define el resolutivo Moreau-Yosida
de f en un espacio métrico CAT(0) como

) 1
Iy = argmingex | f(y) + ﬁdz (y, )

para todo x € X. La aplicacién J, esta bien definida para todo A > 0.

Sea f : X — (—o00,00] una funcién adecuada, convexa y semicontinua inferior. En [45]
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demostraron que el conjunto F(.J)) de puntos fijos del resolvente asociado con f coincide

con el conjunto argminyex f(y) de minimizadores de f.

Lema 1.10.23 ([87]). Sea (X, d) un espacio métrico completo CAT(0) y f : X — (—o0, 09]
una funcion adecuada convexa y semicontinua inferiormente. Para cualquier X > 0, el

resolvente Jy de f es no expansivo.

Lema 1.10.24 ([38]). Sea (X, d) un espacio métrico completo CAT(0) y f : X — (—o0, 09]
una funcion adecuada convexa y semicontinua inferiormente. Entonces, para todo x,y € X

y A >0, tenemos

%dQ (Jrzy) — %dz (,9) + %dQ (2, Jr2) + f(Jaz) < F(y):

Proposicién 1.10.25 ([87]). (Identidad resolvente) Sea (X, d) un espacio métrico completo
CAT(0) y f : X — (=00, 00] una funcion adecuada convexa y semicontinua inferiormente.

Entonces la siguiente identidad es verdadera:

A\ —
IHha=J, (T,u @ %x)

para todo x,y € X y A >0,u > 0.



CAPITULO

ALGORITMO HIBRIDO CON PERTURBACIONES
PARA APLICACIONES TOTALMENTE
ASINTONTICAMENTE NO EXPANSIVAS EN
ESPACIOS METRICOS CAT(0)

En esta seccion establecemos teoremas de convergencia de la iteracién CR hibrido mod-
ificado de tres pasos con perturbaciones para un operador asintéticamente no expansivo
en espacios CAT(0). Los resultados obtenidos mejoran y amplian los resultados corre-
spondientes de la literatura actual. También proporcionamos tres ejemplos para ilustrar
el comportamiento de convergencia del algoritmo propuesto y comparar numéricamente la

convergencia del esquema de iteracién propuesto con los esquemas existentes.

2.1 Aplicaciones asintoticamente no expansivas

Comenzamos esta seccién con la definicién de algunos conceptos bésicos para operadores
no lineales en espacios métricos. Sea (X, d) un espacio métrico y K un subconjunto no

vacié. Entonces T': K — K se dice que es:

1. Contraccion si entonces existe un k € [0, 1) tal que d(Tx, Ty) < kd(z,y), para todo
z,y € K.

2. No expansiva si d(Tz, Ty) < d(z,y), para todo z,y € K.

3. Asintéticamente no expansiva si para una sucesiéon u,, C [0,00) con lim wu, = 0 tal
n—o0
que d(T"x, T"y) < (1 + u,)d(z,y) para todo z,y € K y n > 1.

4. Uniformemente L-lipschitziana si entonces existe L > 0 tal que d(T"z,T"y) <

Ld(x,y) para todo z,y € K y n > 1.

64
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5. Semi-compacta si para una sucesiéon {z,} en K con limd(z,,Tx,) = 0, entonces

existe una subsucesién {z,;} de {z,} tal que {z,,;} = pe K

Todo operador contractivo y todo operador no expansivo son operadores asintética-

mente no expansivos. Sin embargo el reciproco puede ser no cierto.

Definicion 2.1.1. Un operador T' : X — X es llamado totalmente asintonticamente no
expansivo, si entonces existen sucesiones no negativas { .}, {vn} con {pn} — 0, {u.} — 0

y una funcidn continua estrictamente creciente ¢ : [0, 00) — [0,00) con ((0) = 0 tal que
d(T"z, T"y) < d(z,y) + vnl(d(z,y)) + pin (2.1.1)
para todo x,y € K yn > 1.

De las definiciones anteriores se deduce que cada operador no expansivo es un operador
asintéticamente no expansivo con k, = 1, Vn > 1 y que cada operador asintéticamente
no expansivo es un operador totalmente asintéticamente no expansivo con v, = k, — 1,
tn =0, v, > 1, ((t) = t,Vt > 0. Ademas, cada aplicacién asintéticamente no expansivo
es un aplicacién uniformemente L-Lipschitziano con L = sup,s; {k,}. Sin embargo, lo

contrario de estas afirmaciones no es cierto, en general.

2.2 Iteracion Hibrida con perturbaciones

Varios han sido los trabajos donde se estudia la convergencia para aproximacién de puntos
fijos en distintas aplicaciones contractivas, algunos de estos esquemas que son notables en
la literatura fueron ya mencionados en el capitulo 1. Un esquema iterativo que sirve de
motivacién para los resultados principales de esta memoria, es el propuesto en [70] donde se
estudia a profundidad, la aproximacion iterativa de punto fijo para aplicaciones totalmente
asintéticamente no expansivos, utilizando un proceso de iteracion de Krasnoselskii-Mann
modificado. Mencionamos algunos trabjo encaminados en esta linea de investigacién (ver

[92],[4], [91]).

Thakur et al. [13] propone un proceso de iteraciéon denominado hibrido-Mann modi-
ficado, para la aproximacién de puntos fijos de operadores totalmente asintéticamente no
expansivas en espacios CAT(0). La sucesion {z,} viene dada por

Tpp1 =Ty,
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donde {a,}22, es una sucesién de ntimeros reales en el intervalo [0, 1]. Posteriormente,
Pansuwan y Sintunavarat [4] proponen un esquema iterativo al cual denominaron Iteracion
Modificada hybrida-Ishikawa para aproximar puntos fijos en operadores no expansivos

totalmente asintéticas, el proceso es el siguiente:

Tnt1 = Tnyn
Yn = (1 —ap)z, @ a,T"z, n=123,.., (2.2.2)

para todo n € N, donde {a,} >, v {8,} —, son sucesiones en [0, 1].

Motivados e inspirados por Chugh et al. [56], Kumam et al. [84], Pansuwan y Sintu-
navarat [4] y Saluja y Postolache [25] y algunos otros.
Considere (X,d) un espacio métrico completo CAT(0) y K un subconjunto convexo y
cerrado de X y T : K — K una aplicacién totalmente asintoticamente no expansiva
y uniformemente L-Lipschitziana con F(0) # (). Proponemos la iteracién de tres pasos

hibrida con perturbaciones. El esquema es el siguiente:

Tpr1 =T"((1 — oy — &)Y ® @, Ty, & Al €r)
Yn = (1= Bp — BL)T"x, & BTz, ® Ble, n=123,.., (2.2.3)

)

zn = (1= Y — 7)%n © 1T "0 ® Vpen,
donde {¢,} , {e,} v {€!} son sucesiones en K y {an}or 1, {Butoeis {Wntoeys {0 )21,
{8032 v {7,}.2, son sucesiones apropiadas de nimeros reales [0, 1]. El siguiente Lema

lo utilizaremos para la demostraciéon de nuestros teoremas principales.

Lema 2.2.1 ([37]). Suponga que {a,}, {bn} y {0} son sucesiones no negativas de nimeros
reales tal que any1 < (1+6,)an + b, para todon > 1. Siy > 6, < ooy Yy o b, < oo,

entonces lim,,_. a,, existe.

2.3 A-Convergencia y Convergencia Fuerte

Demostraremos los siguientes lemas que no seran de utilidad para la iteraciéon hibrida
con perturbaciones propuesta (2.2.3) para la aplicacién totalmente asintéticamente no

expansiva en espacios métricos CAT(0).

Lema 2.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo CAT(0) y K un subconjunto convexo

y cerrado de X yT : K — K wuna aplicacion totalmente asintoticamente no expansiva,
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con Yy 0y <00, >l vy <00y F(T) #0. Sea {x,} la sucesion definida por (2.2.8)
tal que:

C1) Y7 al, <o0o,> .2 B <ooand 07 v, < oo.
C2) Euxiste una constante My > 0 tal que (r) < Myr,r > 0.

Entonces lim,,_,o, d(z,,p) and lim,_, d(z,, F(T)) existe para todo p € F(T).

Demostracion. Sea p € F(T'). Trivialmente de (C2),
d(T"z,p) < (14 v, My)d(z,p) + fin. (2.3.1)

Desde (2.2.3), (2.3.1) y Lema 1.6.7 tenemos
(20, p) =d ((1 = Y — ) Tn © 11" 20 © V€5, p)
<(1 =% = V)@, p) + Ya (1 + v Mi)d(zn, p) + ptn] + V(e D)
(1= = 7)1+ v My)d(2, p) + 7 [(1+ v M1)d (@00, p) + pi] + 7€, )
(1 = 7) (X + v My)d(20, p) + Vbt + Y d(er, )
<1+ vp M1)d(wn, p) + pn + 7,d(€n, p).-

IN

(2.3.2)
Ahora utilizando (2.2.3), (2.3.2) y Lema 1.6.7, obtenemos
d(yn7p) =d ((1 — Bn — B )Tnxn & B 1"z, ® ﬁnemp)

+ B [(1 + v My)d(2n, p) + pin] + Bd(€, ) (23.3)

<(1 = Bn = Bp) (1 + v Mi)d(z0, ) + pa]
+ B [(1 + v M) [(1 + v M) d(2n, p) + pn + 75,d(€5, P)] + fin]
+ Brd(en. p)
1.e,
d(Yn, p) <(1 = Bn = B,) (1 + v My)?d(20,p) + (1 + v My)(1 = B — By, ) i
+ Bu(1 4+ v M) d(@n, p) + Buptn(1 + v M) + Brpin
+ Buvn(1 + vuMy)d(ey, p) + Brd(e,, p)
=(1 = B,) (1 + vu My)?d(zn, p) + (1 + v My) (1 = ;)
+ Bubtn + Bu(1 + v My)y,d(e, p) + Brd(en, p)

<(1 + v, M)2d(2, p) + (2 + vp M) i + (14 v, M), d(€2, p) + BLd(€, p).
(2.3.4)
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Denotemos a w,, = (1 —a,, — )y, ®a, Ty, Bl €,. Ahora utilizando (2.3.4) y Lemma
1.6.7, obtenemos
d(wn,p) =d ((1 — ap — a3,y @ Ty & 0,60, p)
<(1 =, + v My) [(14 v My)?d(2, p) + (2 + v M),
+(1+ va Mi)y,d(en, p) + Brd(er,, p)] + cnpin + aqd(en, p) (2.3.5)
<(1+ v M1)?d(wn, p) + (1 + v M1 )(2 + v My) + @] i
+ (1 + v, My)*yd(el, p) + (14 vy My)Bod (e, p) + olyd(€n, p).

Entonces por (2.1.1), (2.2.3) y (2.3.5) obtenemos
d(@ps1,p) = d(T"(wn), p) < (1 + v Mi)d(wy, p) + pn < (1 + Ap)d(@n, p) + By + en,

donde A,, = 4Mv,, + 6 MEv2 +4AM3v3 + My}, B, = (34 5v, My + 42 ME +v2 M3 + (1 +
Un M) ptn y €n = (1 + v, My)3~Ld(€l, p) + (1 + v, My)2BLd(el,, p) + (1 + v My)al,d(€n, p).
Debido a que {e,} , {€,} v {€!'} son sucesiones acotadas en K, tenemos que

My, = sup {d(e,,x),d(e,, z),d( x)}.

n? n?
n>1,x0e K

Por lo tanto Mj es un numero finito y existe alguna constante positiva D tal que &, <

D(~! + B, + ). Tomando el infimum sobre todos los p € F(T'), obtenemos
d(zps1,p) < (1+ Ap)d(@n, F(T)) + Bn + D, + B, + o).

Ya que > 07 pn, < 00, » o vy < 00, se sigue que Y- A, < o0, Y 2 B, < oo. Desde
C1)y Lema 3.0.1, lim, o0 d(xy,, p) v lim,, o d(z,,, F(T')) existe. O

Lema 2.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo CAT(0) y K un subconjunto convexo
y cerrado de X y T : K — K wuna aplicacion uniformemente continua y totalmente
asintdticamente no expansiva, con Yy oo fn < 00, » o vy < 00 y F(T) # 0. Sea {cv,},
{Bn} y{m} sucesiones en (0,1) tal que, liminf, . a,,(1—a,—a’,) > 0, liminf, . 5,(1—
Bn— B1) >0 yliminf, oo v,(1 — v, — ) > 0. Sea {z,} la sucesion definida por (2.2.3)
tal que

C1) Y7 al, <o0o,> 2 Bl <ooand > 07 v, < oo.
C2) Euxiste una constante My > 0 tal que ((r) < Myr,r > 0.

Entonces lim d(Tx,,z,) = 0.
n—oo
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Demostracion. Para cualquier p € F(T'), siguiendo el Lema 2.3.1 que dice lim,, o d(zy,, p)
existe. Sea lim,,_,, d(x,,p) = ¢, para algin ¢ > 0. Afirmamos que lim,,_,o, d(Tx,, z,) = 0.
Desde {z,} es acotada, entonces existe R > 0 tal que {x,},{yn},{2.} C Br(p) para todo
n > 1. Utilizando (2.2.3) y Lema 1.7.4,

d*(zn, p) =d* (1 = Y0 = 71)Tn © VT 0 © €0, p)
<Y (T" %, ) + (1 = Y — V4)d* (€0, p) + id(el, D)
— (1 = 0 = 1) (T, )
<Y [(1 4+ v My )d (2, p) + 0]’ + (1 = Y0 — 1) d* (20, p) + Vadl(€l, p)
— (1 =0 = ) (T 2, 20
(1 + v My)2d* (2, p) + Vb (2(1 + v My)d(2, p) + fin)
+ (L= 7 = 7)1+ v M) d (2, p) + v, d(el, )
— (1= 0 = ) (T 2, )
=(1 =) (1 + vy My)*d? (2, p) + Yaptn (2(1 + v My)d(0, p) + p1n) + 7pd(€n, D)
— (L =0 = 1) (T 2, )
<d* (2, p) + Pav + Quptn +7,d(€, 0) = (1 = 0 — 1) (T2, 20),
(2.3.6)
donde P, = My(2 + v, My)d*(x,0) ¥ Qn = 2(1 + v,,My)d(x, p) + 1. Esto implica que
d* (20, p) < d* (2, D) + Potin + Qupin + 7pd(€r, ) (2.3.7)
Desde (2.3.6) tenemos,

/yn(l - Tn — ’Y;L)dQ(Tnxna xn) S dQ(l'nap) + PnVn + Qn,un - dQ(Znap) + V;MQ

ya que Y o7y, < 00,y 0 Uy < 00, y o0 h < 00y d(z,,p) < R para todo n, tenemos
Yol = v = AL)A* (T, 7,) < 00. Por liminf, o (1 — v, — %) > 0, resulta

lim d(T"z,, z,) = 0. (2.3.8)

n—o0



Nuevamente desde (2.2.3) y Lema 1.6.7, por lo tanto
& (Yn, p) <d* (1 = B = BL)T" w0 & BT 20 B Bry60,, D)

<Bud*(T" 20, p) + (1 = B — B,)d*(T"x, p) + Brd(e, p)
= Bu(l = By = B)d*(T"wn, T"2)

<Ba [(1 4 v M) d (20, ) + o]’
+ (1= By = B) [(1 4 v M) (0, ) + pa]” + Bld(e,p)
= Bu(l = By = B (T w0, T"2y)

=Ba(1 + v M1)*d* (20, D) + Bu [20tnd(2n, ) + 112]
+ (1= Ba = B,) [(1+ vad)*d (20, p) + Quipta + 7]
+ Bd(ep, p) = Bu(l = Bo — By)d* (T2, T"2).

Sustituyendo (2.3.7) en (2.3.9), tenemos que
(Y p) <Bu(1 + v My)? [d* (20, p) + Pavn + Qupin + Vod(elr, p)]

+ B (20 (2, p) + 17
+ (1= Bn = B) [(1+ vu My )2 AP (20, ) + Quptnn + p12]
+ Bd(ep, p) = Bu(l = B — B,)d* (T2, T"2)

<(1 4 v, My)*d*(zp, p)
+ (1 + v M1)? [Pavn + Quptn + (€7, p)]
+ 20d(2n, p) + Quitn + 11y
+ Brd(eysp) = Bu(l = o — B)d*(T"n, T" 2)

=(1 4 v, M:1)*d*(z, p) + (1 + v, M1)* Py,
+ (1 + v M) Qi + 2pnd (20, p) + Quptn + 12
+ (1 + v My)*d(ey, p) + B,d(€,, p)
— Bu(1 = B = B)d*(T"n, T" 2)

<d*(xp,p) + Ruvy + Sppin
+ (1 + v My )*d(er, p) + B,d(€,, p)
— Bl = B = B (T w0, T"20),

70

(2.3.9)

(2.3.10)

donde R, = P, + (1+v,M,)?>P, vy S, = Qn+ (1 +1v,,M1)?*Q,, +2d(z,,, p) + ptn. Esto implica

ﬁn(l - Bn - ﬁ;)dQ(Tnxna Tnzn) Sdz(:ﬂmp) - dQ(ynap) + Rnyn + Snﬂn + /\nMQa

donde M\, = B3, + /(1 + v, My)>.
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y por 1o que Y27 i, < 00,307 vy < 00, 307 B, < 00, D07y < 00y d(2g,p) <
Ry d(z,,p) < R para todo n, tenemos que 3,(1 — 3, — B,)d*(T"x,, T"z,) < oco. Esto
implica que por liminf, ., 3,(1 — 8, — 5,) > 0 que

lim d(T"z,, T"z,) =0 (2.3.11)

n—o0

De forma similar, podemos obtener que

lim d(T"yn,yn) = 0. (2.3.12)

n—oo

Utilizando (2.1.1) y (2.2.3), obtenemos

ATy, Tpy1) =d(T"yp, T"wy) < (1 + vy M1)d(Yn, wy) + fin

(2.3.13)
<(1+ v M) [and(Yn, T"yn) + 3 d(Yn, €0)] + fin,
y por (2.3.12), tenemos que lim,, o d(T"yy, Z,+1) = 0. Note que
(2.3.14)

<Bnd(T"2,T"x,,) + B, My — 0, as n — 00.

Por (2.3.8) y (2.3.14), tenemos d(zn,yn) < d(zp, T"xy,) + d(T"Tp,yn) — 0 es n — 0.
Por desigualdad triangular, d(z,, zn11) < d(Zp, Yn) + d(Yn, T"Yn) + d(T"Yp, 1) — 0, €s
n — oo. Por (2.3.8) y la uniformidad continua de T, se tiene
d(xy, Txy) <d(Tp, Tps1) + d(@pyp1, T 20y1)
+d(T" M 2y, T 2y, + d(T 2y, Ty
<24 vy M) d(Tpy 1, 20) + d(Tps 1, T 2000) (2.3.15)
+d(T" M2y, Twy) + fing

— 0, as n — oo.

Esto completa la demostracién. O

A continuaciéon enunciamos y demostramos los respectivos teoremas de convergencia
fuerte y A-convergencia, con ayuda de los lemas anteriormente demostrados. Estos teore-
mas demuestran que para una aplicacién de tipo (2.1.1), el esquema iterativo propuesto

(2.2.3) converge al punto fijo de 7.

Teorema 2.3.3. Sea X, K, T, {x,} los cuales satisfacen las hipdtesis del lema 2.5.1.
Entonces la sucesion {x,} definida por (2.2.3) converge fuertemente a un punto fijo de T

si y solo si liminf,, . d(z,, F(T)) =0, donde d(z, F(T)) = inf {d(z,p) : p € F(T)}.
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Demostracion. La necesidad es obvia. Para demostrar lo contrario, suponga que

lim inf d(x,,, F(T')) = 0.

n—o0

Asi por hipétesis lim d(x,, F'(T)) = 0. Ahora, demostramos que {x,} es una sucesién de
n—o0

Cuachy en K. Con ayuda de la desigualdad 1 + 2 < e*,x > 0. Desde el Lemma 2.3.1,

d(xpi1,p) < (14 Ay)d(x,,p) + By + €,, i.e, para cualquier entero m > 1,

d(l'nerap) §(1 + Anerfl)d(anrm*l’p) + Bram—1 + Engm—1
SeAn+m_ld(xn+m—lap) + Brim—1+ Entm-1
SeAn+m—1 [eAner,g d(In—i—m—?v p) + Bn+m—2 + 6n—l—m—?}

+ Bnerfl + Ent+m—1

ntm—1 2.3.16
< <€Zi°=nAk> d(xn,p) ( >ien ) Z By, ( )
n+m—1
) S
n+m—1 n+m—1
=Gd(n,p)+G > Be+G Y e
k=n k=n

donde G = eXizn Ak

desde lim,, o, d(z,, F(T)) = 0, sin perdida de generalidad, podemos asumir una sub-
sucesion {z,, } de {x,} y la subsucesion {p, } < F(T) tal que d(x,,,p,,) — 0 como

k — oo. Entonces para cualquier € > 0, entonces existe un k. > 0 tal que
(s D) < e in <= and iek <= (2.3.17)
TG 6G P 6G

para todo k > k..
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Para cualquier m > 1y para todo n > ny, por (2.3.16), tenemos

d(xn—‘rma xn) Sd(xn-l—ma pnk) + d(xn7pnk)

§Gd(a:n,pnk) +G Z Bk+GZ€k

k:TLk€ k=n
+ Gd(wn, pur) + G Y B+ G Y ex (2.3.18)
k:nke k=n

<2Gd(xy, pnr) + 2G Z B + QGZ £k

k=mng, k=n

€ € €
<2G— — — =
_2G6G+2G6G+2G6G €

Esto demuestra que {z,} es una sucesién de Cauchy en K. Por lo tanto, debido a
la completitud de X implica que {z,} debe ser convergente. Asuma que lim,,_,., =, = ¢.
Como K es cerrado, entonces ¢ € K. Ahora, demostramos que ¢ € F(T). Ya que
lim,, o d(x,, F(T)) = 0, obtenemos d(q, F'(T")) = 0, cerradura de F(T) dado que ¢ €
F(T). Asi {z,} converge fuertemente a un punto en F(7"). Con esto queda demostrado

el teorema. O

Teorema 2.3.4. Sea X, K, T, {x,} los cuales satisfacen las hipdtesis del Lemma 2.5.2.
Entonces el esquema iterativo {x,} definido por (2.2.3) A-converge a un punto fijo de T .

Demostracion. Primero demostraremos que wa ({z,}) C F(T'). Denotamos a wa ({z,}) :
U(A{u,}) donde la union se toma sobre todas las subsucesiones {u,} de {z,}. Sea
u € wa({z,}) entonces existe una subsucesion {u,} de {z,} tal que A({u,}) = {u}. Por
el Lema 1.9.2 entonces existe una subsucesion {v,} de {u,} tal que A —lim, v, =v € K.
Por el Lema 1.9.4, {v,} € F(T'). Now by Lemma 2.3.1 nli_r>noo d(z,, F(T)) existe, asi que
por el Lema 1.9.3, tenemos u = v, i.e, wa({z,}) C F(T).

Ahora, para demostrar que {x,} A — converge es un punto en F(T), es suficiente para

demostrar que wa({x,}) consiste exactamente en un punto.

Sea {u, } una subsucesion de {z,,} con A({u,}) = {u},y sea A({z,}) = {z} para algin
u € wa({zn}) C F(T) y {d(zn,v)} converge. Por el Lema 1.9.3, tenemos = = v € F(T).
Asi wa({z,}) = {z}. Esto demuestra que {x,} es A-convergente a un punto de F(T"). [

Teorema 2.3.5. Sea X, K, T, {x,} los cuales satisfacen las hipdtesis del Lemma 2.3.2. Si
T™ es un operador semi-compacto para algin m € N, entonces la sucesion {x,} converge

fuertemente a un punto de F(T).
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Demostracion. Porel Lema 2.3.2 y la continuidad uniforme de 7', se tiene lim d(z,, T™x,) =
n—oo
0. Debido a que T™ es semi-compacto, entonces existe un subsucesion {:cnj} de {z,} tal
que z,, — p € K. El Lema 2.3.2 garantiza lim d(z,,,T2,,) = 0 y por lo tanto
nj——>00

d(p, Tp) = 0. Por el lema 2.3.1, lim,,_,, d(z,,p), ya que p es el limite fuerte de la sucesién

T,} en si misma. O
{wa}

2.4 Ejemplos Numericos

En esta seccion, proporcionamos los ejemplos numéricos para ilustrar su rendimiento y

comparar la iteracion propuesta con iteraciones existentes.

2.4.1 Ejemplo

Sea X := R un espacio métrico con la métrica usual d, que también es un espacio CAT(0)
completo, y C' = [1,999]. Vemos que C' es un subconjunto convexo cerrado y acotado de

X. Definimos una aplicacién de la forma

Trx = vVz?2 — 8x + 40.

Es facil ver que T es L-Lipschitziana, uniformemente continua y totalmente asintoti-

camente no expansiva con F(7T') = {5}.

Sea oy, = By, = ;17 ¥ 7n = 1 paratodo n € Ny sin perturbaciones. Utilizando software
matemadtico calculamos las iteraciones de (1.10.3), (2.2.1), (2.2.2) and (2.2.3) (Y ademads
(2.2.3) con «,, = 0), para un punto incial z; = 999. El comportamiento de convergencia
de todas las iteraciones para la aproximacion al punto fijo F'(T) = {5} se muestra en la

Figura 2.1.

En las Figuras 2.2 y 2.3, vemos el comportamiento de convergencia de las iteraciones
anteriormente mencionadas para algin punto inicial bajo las diferentes condiciones de

control.

2.4.2 Ejemplo

Considere X = R? equipada con la norma euclidiana. Sea z(x1,79) € R? entonces la

distancia al cuadrado de x desde el origen es
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N° Iteracion Mann Mann-Hibrido Ishikawa-Hibrido CR-Hibrido

4 999. 999. 999. 999.
T2 997.006 993.018 989.03 983.049
T3 991.689 979.725 643.415 626.158
T4 982.716 958.791 300.868 271.47
T5 969.956 930.082 95.324 56.1376
T 953.341 893.537 7.66672 D.
Z7 932.836 849.119 5.00023 d.

T 908.416 796.811 5.00006 d.

Tabla 2.1: Valores obtenidos en el ejemplo (2.4.1) para distintos procesos iterativos en el caso
dean:/Bn:nLH yfynzlpam todo n € N.

1000 |-
800 B —— ITERACION H-CR MODIFICADA

L - ITERACION H-S MODIFICADA
600 -

_ ~—— |TERACION H-ISHIKAWA MODIFICADA
400 |-

i ~ ITERACION H-MANN MODIFICADA
200 - :

L —— ITERACION MANN MODIFICADA

: . . . . . .
2 4 6 8

Figura 2.1: Grdfica del comportamiento de convergencia en el ejemplo (2.4.1) para distintos
procesos iterativos en el caso de oy = B, = nL+1 Y Yo = 1 para todo n € N.

||z|]? = 27 + 3.
Considere K como el disco unitario cerrado:
K ={(z1,22) e R*: 2] + 23 < 1}

que estd acotado, cerrado y convexo en X. Definimos una aplicaciéon de la forma Roty :

oo - [ ][]

K — K por:



1000 -
800 -
600 f
400 -

200
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—— |TERACION H-CR MODIFICADA

—— ITERACION H-S MODIFICADA

—— ITERACION H-ISHIKAWA MODIFICADA

« |ITERACION H-MANN MODIFICADA

—— ITERACION MANN MODIFICADA

Figura 2.2: Grdfica del comportamiento de convergencia en el ejemplo (2.4.1) para distintos
procesos iterativos en el caso de oy, = B, =1 — \/ﬁ Y Yo = n%rl para todo n € N.

1000

800

600

400

200

—— ITERACION H-CR MODIFICADA

—— ITERACION H-S MODIFICADA

—— ITERACION H-ISHIKAWA MODIFICADA

—— ITERACION H-MANN MODIFICADA

—— ITERACION MANN MODIFICADA

Figura 2.3: Grdfica del comportamiento de convergencia en el ejemplo (2.4.1) para distintos

procesos iterativos en el caso de o, = B, = \/ﬁ - ﬁ Y Yn = nLH para todo n € N.

Para 0 =

(

nuestro algoritmo es el siguiente:

L(nt+1) = ( (—

2-% 2-%
(—1)"2-% 2% >y<">
273 2773 2773
o-2 )%) +ﬁn( (—1)n2-3 2-% )Z(u)
2-% 2-%
1)"2-3 273 )”“7")
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Error =7 =3 0=
||x%1)|| 353.553  353.553  353.553
||x%2)|| 312.684 342933 350.055
Hx%g)H 200.42  308.158 338.135
% )H 68.5979  246.782 315.054
||x%5)|| 6.66271  168.598  280.081
||x%6)|| 2.65704  93.4389 235.044
2 18049 40062  184.281
Ha:%8)|] 1.75554  13.4935 133.676
||z )|| 1.75554  4.38678  88.9765
%10)“ 1.63583  1.76351  54.0581
%11)“ 1.23427  0.921586 29.9896
?12) | 0.666829 0.600032 15.3399
Hx%l?))” 0.293425 0.461712 7.39926
%14) | 0.167443 0.400777 3.48589
%15)“ 0.130935 0.377136  1.6708

Tabla 2.2: Valores mimericos del ejemplo (2.4.2) para 6 = 7, % y {5

Es fécil ver que Roty es no expansivo, ya que para todo (x1,z2), (y1,y2) € K y Ry es
una aplicacion totalmente asintéticamente no expansivo. Claramente, el cero es el tnico

punto fijo de la aplicacion.

1
n+1

Software Matemético calculamos las iteraciones para (2.2.3) para un punto inicial () =

Sea o, = 1 — Y Bn = Yo = n+r1 para todo n € N sin perturbaciones. Utilizando
(250,250) para 6 = 7, % y 77. El comportamiento de convergencia de todas las iteraciones

para aproximar el punto fijo (0,0) se muestra en las Figura 2.4.

2.4.3 Ejemplo

1 1 . n
vn+1 n+2 Y In = n+1

para todo n € N donde consideramos una version con perturbaciones dadas por o/, = /3 =

Vo=nTye, =€, =€ = ("Z—}L)"g — 16. Figura (2.5)

Aqui reconsideramos el ejemplo 2.4.1, en el caso de a,, = 5, =

2.4.4 Ejemplo

Aqui reconsideramos el ejemplo 2.4.2, con los mismos valores de a,, = 1 — ﬁ y Bn =

Vo = n%l para todo n € N y con perturbaciones dadas por o/, = 8 =1, = n°y

(n+1)n3
2

€, = €, = €, = ——>——16 Utilizando Software Matematico calculamos las iteraciones para
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350 -
300 —
250
200
150 f

100 |

Figura 2.4: Grdfica del comportamiento de convergencia en el ejemplo (2.4.2) para 0 = 3,5 y

1enelcasodeomzl—\/T%yﬂn:%:n%rlpamtodoneN.

14

(2.2.3) para un punto inicial z(;y = (250,250) para 0 = 7, % v {;. El comportamiento de
convergencia de todas las iteraciones para aproximar el punto fijo (0,0) se da en la Figura

2.6, donde comparamos los esquemas iterativos con perturbaciones y sin perturbaciones.

N° Iteracién CR Hibrido CR Hibrido Perturbado

1 999. 999.

T 986.26 954.314
T3 961.306 928.714
T4 924.316 891.707
11 332.015 299.626
T12 200.602 168.44
213 59.5073 29.2372
T14 5. 5.

Tabla 2.3: Valores obtenidos para la iteracion hibrida CR con perturbaciones y sin perturbaciones

bajo las condiciones propuestas del ejemplo 2.4.5.
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1000 :—

800 i

7 i —— SIN PERTURBACION
400 i —— CON PERTURBACION
200 :—

Figura 2.5: Grdfica del comportamiento de convergencia en el ejemplo (2.4.3) para 0 = 7,5 y

s 1 _ 1 _ _ 1
17 en el caso de a, =1 myﬁn—%——nH para todo n € N.
350 [ 6= 41 PERTURBADA
300 [ -
L O= — PERTURBADA
r 14
250 [
E 6= PERTURBADA
200 | 8
150 | L
100 [
r i
C 14
50 [
E ; s
1 = f = Ly e 8
2 4 6 8 10 12 14

Figura 2.6: Grdfica del comportamiento de convergencia bajo las condiciones del ejemplo (2.4.4)



CAPITULO

APROXIMACIONES PERTURBADAS PARA
APLICACIONES NO EXPANSIVAS EN ESPACIOS
METRICOS CAT(0) GENERALIZADOS

En esta seccién escribimos los resultados obtenidos en cuanto la A- convergencia y con-
vergencia fuerte para aplicaciones no expansivas por medio de un algoritmo modificado
con perturbaciones, para este algoritmo nos basamos en la S-Iteracién, propuesta por R.P
Agarwal, Donal O’'Regan y D.R Sahu ([55]), ademds esta aproximacién esta enmarcada

en los espacios CAT,(0) los cuales fueron descritos en capitulos anteriores.

En los resultados principales usamos el siguiente Lema.

Lema 3.0.1 ([43]). Suponga que {an}.—; y {bn}.—, son sucesiones de nimeros reales no
negativas tal que a1 < a, + b, para todo n > Ny, fijando Ny. Si > b, < oo, entonces

n=1

lim a,, existe.
n—oo

3.1 A-Convergencia y Convergencia Fuerte

Modificamos el proceso iterativo dado por (1.10.10) adaptandolo a espacios métricos
CAT,(0). Nosotros introducimos una perturbacién en el esquema iterativo. Considere
(X, d) un espacio métrico completo CAT,(0) y K un subconjunto convexo y cerrado de X

y T : K — K una aplicacién no expansiva. Fije xo € K. Considere el esquema iterativo
{x,}.2, definido por

Zp = T3xn7

Yn = (1= B = B)wn ® BuTo2, @ Bey, (3.1.1)
Tn1 = (]- - Tn — W;L)Tan S¥ ’Ynlen S¥) 'Y;Lﬁn,

para n > 1, donde {¢,} y {€],} son sucesiones acotadas en Ky {y,} oo, {Butrei, {Vh}oey

y {6, },—, son sucesiones apropiadas de numeros reales [0, 1].

80
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Lema 3.1.1. Sea (X,d) un espacio métrico completo CAT,(0), con p > 2. Sea K un
subconjunto cerrado, acotado y convexo de X y T1,T5,T3 : K — K tres aplicaciones no

expansiwas. Tal que Q@ = F(Ty) N F(Ty) N F(T3) # 0. Sea {z,},-, una sucesion definida
por (3.1.1) tal que

c1) i_ojl%g <0y i@g < .
C2) 0<y< B, < B+, <B<L
C3) v <+
Entonces lo siguiente es verdadero:
(i) nh_)n;O d(x,,x*) existe, para cualquier punto fijo x* de T.

(i) lim d(x,,Tyx,) = 0, para ¢ = 1,2,3, i.e., {x,} es una sucesion aproximada de
n—oo

puntos fijos de T;, para i =1,2,3.

Demostracion. Sea z* € (). Utilizando el Lema 1.7.4, tenemos
d(zn, ") =d(Tsxy, ") < d(zp, ),

A(yn, 2*) =d (1 = Bn = B,)2n & BuTr2n @ B, 27)
< (1= B = Bp)d(@n, %) + Bad(Tazn, ) + Bd(ep, 27)
< (1= B,)d(zn, 2%) + Brd(e,, =7)
< d(n, %) + Bd(e;,, z7)

d(Tni1,2") =d (1 = v — %) 1270 © 1 T1Yn ® Y, T°)
< (1= = V) d(Toan, ©%) + Yud(T1yn, ) + 7,d(en, %)
< (1= = ) d(@n, ©%) + Yud(Yn, ) + Ypd(en, %)
< (L= )d(@n, ") + 1Bd(ey, ) + 1,d(en, 27)
< d(wn, 27) + Wmpd(en, ©7) + 1d(en, 27),
para cualquier n > 1. Lemma 3.0.1 implica la conclusién de (7).

Ahora demostramos (i¢). Considere el conjunto lim d(z,,x*) = m. Esta claro que si
n—oo

m = 0, entonces (i7) es verdadero. De lo contrario asumimos m > 0. Demostremos que
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lim d(y,,z*) = m. Por lo tanto, tenemos
n—oo

d(Zni1,2°) < (1= v — 7)) d(@0, %) + Yd(Yn, ) + v d(en, 2¥),

lo que implica

(’Yn + V;L)d(xmx*) < ’Vnd(ymx*) + d(xm m*> - d<xn+1a ) + ’Ynd(gnv )

1
sd@mf»+;wumfw—d@mhfn+%W@mfx

para cualquier n > 1. Por consiguiente

m = liminf d(z,.z")
n—oo

/

1
< liminf d(y,, z*) + liminf — [d(x,,2*) — d(zp11, 2")] + lim inf hd(én, z")

n—oo n—o0 ’y n—oo ’y

= liminf d(y,, z*).

n—o0

De manera similar, demostramos que limsup d(y,,z*) < m, lo que implica
n—0o0

lim d(y,,z") = m.

n—o0

Por lo tanto de igual forma, tenemos

d(yn> ZL'*) =d ((]- - Bn - B )In b BnTQZn % /Bn ny L )
< (1= B, = B)d(xn, x*) + Bpd(Taz,, ) + Bd(e),, x*)
< (1= Bn = BL)d(zn, %) + Bud(2n, ") + Brd(ey, 27,

lo cual implica,

(B + Br)d(wn, 2%) < (d(wn, 27) = d(Yn, 7)) + Bud(2n, ) + Brd(ey,, 27),

d(xn, ") < B+ A (d(zn, ") — d(yn, 7)) + P d(2n, ") + 7/1 (dufk)

Bn + B, Bn + B,
s%wu%xw—d@mf»+dumﬁ>+§w@;ﬁx
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ym = liminf, . d(z,,z*) < liminf, . d(z,,z*). de manera similar lim sup,,_,.. d(z,,z*) <

limsup,,_, . d(x,, z*) = m. Asi lim d(z,,2*) = m. Esto demuestra que
n—o0

lim d(z,, z,) = 0. (3.1.2)

n—oo
Por otra parte utilizando el Lema 1.7.4, tenemos
dp(yn7 .27*) = dp ((1 - /Bn - 67,1)xn @ BnTQZn @ 57/16217 33*)
S (]- - Bn - B;z)dp(xn7 [E*) + ﬂndp(T2Zn7 ZE*) + ﬂ;zdp(egm IL‘*)

_ Bn(l - ﬂn - /B;z)
op—1

< d(2p, 27) + Bd (e, 27) —

dp<xn7 T2Zn>

ﬁn(l B Bn - ﬁ;)
201

dp<xn> TZZn)

Ya que {Ba, B + B} C [, 8], obtenemos

% dP (2, Tozy) < Zit _2:@"1_ n) d (2, Tozy)

< Bpd (e, 27) + d"(wn, %) — d”(yn, 27,

lo que implica,

2p-1
dP (2, Tozp) < ——— | BrdP (el *) + dP (xp, ) — dP (yn, 27)|,
(1 —5)
para cualquier n > 1. Esta claro que nuestros resultados anteriores forzaran
lim d(z,, Tyz,) = 0. (3.1.3)
n—oo

Siguiendo de (3.1.3) y (3.1.2) que
d(zp, Toxy,) < d(xyn, Tozn) + d(Tozn, Toxy,) < d(zp, Toz,) + d(zn, ,) — 0.

Utilizando argumentos similares, lim d(z,,Tiz,) = 0, lo que completa la demostracién
n—oo

del Lemma 3.1.1. N

Observacion 3.1.1.

1. Desde [47], se sabe que T es un operador no expansivo, entonces T tiene un conjunto
no vacio de puntos fijos F(T). SiTy = Ty = T3 = T en el Lema 3.1.1, entonces
obtenemos que Q2 = F(T)).

2. Podemos demostrar el Lema 3.1.1 en el contexto de operadores cuasi no expansi-
vas con algunos cambios adecuados. Ademds, es fdcil demostrar el Lemma 3.1.1

combinando operadores no expansivos con operadores cuasi nNo erpansivas.
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Teorema 3.1.2. Sea X, K, T\, 15,13, {x,} los cuales satisfacen las hipotesis del Lema
3.1.1. Entonces las sucesion {x,}- | definida por (5.1.1) A-converge al punto fijo de 2.

Demostracion. Por Lema 3.1.1, sabemos que lim d(x,,T;z,) = 0, para i = 1,2,3 y
lim d(z,,z*) existe, para cualquier z* € €. PTCL)?OTO tanto {x,} es acotada. Primero
ggr(;loostraremos que wa (z,) C 2, donde wa (z,) es el conjunto de los centros asintéticos de
todas las subsucesiones de {z,}. Sea u € wa(z,), entonces existe una subsucesion {u,}
de {z,} tal que A({u,}) = {u}. Por Lemma 1.9.2, existe una subsucesién {v,} de {u,}
tal que A —limv, = v € K. Por el Lema 1.9.2, v € Q. De nuevo, desde el Lema 3.1.1,
lim d(z,,v) exniste. Ahora afirmamos que u = v. Supongamos lo contrario, que u # v.
Entonces, por la unicidad de los centros asintéticos tenemos

lim sup d(vy, v) <limsup d(v,,u) < limsupd(u,,u)

n—o0 n—oo n—o0

<limsup d(up,v) = limsupd(z,,v)

n—oo n—oo

=lim sup d(vy, v)
n—oo

Lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, u = v € 2 y por consiguiente wa(x,) C €.
Para demostrar que {z,}A-converge a un punto fijo de 7', demostraremos que wa ()
consiste exactamente en un punto. Sea {u,} una subsucesién de {z,}. Por Lemma 1.9.2,
existe una subsucesién {v,} de {u,} tal que A —limwv, =v € K. Sea A({u,}) = {u} y
A({z,}) = {=}. Ya hemos visto que u = vy v € Q.nFinalmente, afirmamos que x = v. Si
no, entonces la existencia de nlggo d(x,,v) y la unicidad de los centros asintéticos implican

que
lim sup d(vy,, v) <limsupd(v,,z) < limsupd(z,,)

n—o0 n—oo n—oo

<limsupd(z,,v) = limsupd(v,,v).

n—oo n—oo

De nuevo, esto es una contradiccién, por lo tanto x = v € Q. De aqui wa(x,) = {z}. O

Teorema 3.1.3. Sea X, K, T\, T, T3, {z,} los cuales satisfacen las hipotesis del Lema
3.1.1. Entonces la sucesion {x,} definida por (3.1.1).

i) A-converges a un punto fijo de €.

i1) converge fuertemente a un punto fijo de T siy solo siliminf,,_,. d(x,,) = 0, donde

d(xz,Q) = inf {d(z,z*) : z* € Q}.
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Demostracion. La necesidad es obvia. Para demostar lo contrario, suponemos que

lim inf d(z,, ) = 0.

n—o0

Asi por hipétesis lim d(z,,2) = 0. A continuacién, demostramos que {z, } es una sucesién
n—o0

de Cauchy en K. Sea € > 0 el cual se elige arbitrariamente. Ya que lim d(z,,Q) = 0,
n—oo

existe un entero positivo ng tal que
€
d(x,, Q) < Z,Vn > ng.

En particular, inf{d(z,,, z*) : #* € Q} < {. Por lo tanto debe existir ** € Q tal que

d(xpy, ™) <

N

Ahora, para todo m,n > ng, tenemos

d(xn+m7 :En) Sd(anﬁm ill'**) + d(l'**, xn)
<L2d(zp,, ™)
(g -
2
Esto demuestra que {z,} es una sucesién de Cauchy en K. Por lo tanto debido a la
completitud de X implica que {z,} debe ser convergente. Puesto que lim d(z,,Q2) = 0,
n—oo

tenemos d(z*,2) = 0, cerradura de Q dado que z* € Q. Asi {z,} converge fuertemente a

un punto en 2. Esto completa la demostracion. O

3.2 Algoritmo de punto proximal en espacios CAT(0).

Recordamos que una funcién f : C — (—o0,o0] definida en un subconjunto C' de un
espacio CAT(0) es convexo si, para cualquier geodésica ~y : [a,b] — C, la funcién fv es
convexa. Decimos que una funcion f definida en C' es semicontinua inferior en un punto
z € Csi f(r <liminf, , f(x,), para cada secuencia z,, — x. Se dice que una funcién f
es semicontinua inferior en C si es semicontinua inferior en cualquier punto de C'.
Para cualquier A > 0, definido el resolvente Moreau- Yosida en espacios métricos CAT(0)
. 1

Tn(&) = argminyex | F(5) + 5xd(,2)|
para todo = € X. Originalmente, esta definicién fue dada por Moreau [31]. El operador
J esta bien definido para todo A > 0 (ver [30, 76]).
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Sea f : X — (—o00,00| una funcién convexa y semicontinua inferior adecuada. Se
demostr6 en [17] que el conjunto F'(J)) de puntos fijos del resolvente asociado con f

coincide con el conjunto argminyex f(y) de minimizadores de f.

Lema 3.2.1. [30] Sea (X, d) un espacio métrico completo CAT(0) y f : X — (—o0, o0] con-
venientemente elegida convexa y semicontinua inferior, para cualquier X > 0, el resolvente

Jy de f es no expansivo.

Tomando T3 = J,, en la iteracién (3.1.1), obtenemos el siguiente resultado en espacios

métricos CAT(0) como consecuencia directa del Teorema 3.1.2.

Teorema 3.2.2. Sea (X,d) un espacio métrico completo CAT(0). Sea K un subconjunto
cerrado, acotado y convero de X y f : X — (—00, 0] convenientemente elegida convezra
y inferiormente semicontinua. Sea 11, T, : K — K dos aplicaciones no expansivas tal que
Q= F(Th) N F(Ty) Nnargmingex f(y) # 0. Let {x,} la sucesion definida por

Zn = Iy, Tn,
Yn = (1 = B = B)xn ® BuTo2n @ Brey,, (3.2.1)
Tpy1 = (1 — Yn — 71/1)T2xn S l1yn ® Wégm

paran > 1, donde {e,} y {€,} son sucesiones acotadas en K y {~y,}o—, {Butreis {Vhtoe,
y {812, son sucesiones reales apropiadas en [0,1] y {\,},—, es una sucesion en R tal

que
1) i% <oy i_ojlﬁg < 0.
C2) 0<y< B <P+, <B<L
C3) ¥ < Y+ Y-
C4) A\ > A >0, para algin A.
Entonces la sucesion {x,} definida por (3.2.1) A-converge a un punto de €Q.

El teorema 3.2.2 amplia los resultados de Cholamjiak et al. [54] en espacios CAT(0).
De hecho, presentamos un nuevo algoritmo de punto proximal perturbado para resolver el
problema de minimizacion convexa asi como el problema de punto fijo de aplicaciones no

expansivos en espacios CAT(0).
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3.3 Algoritmo de punto proximal en espacios CAT (k).

Como se menciond en los preliminares para un nimero real s, un espacio CAT (k) se define
como un espacio geodésico (X, d) cuyo tridngulo geodésico es suficientemente mas delgado
que el triangulo de comparaciéon correspondiente en un espacio modelo con curvatura .
En 2003, Kirk [85] demostré por primera vez la existencia de puntos fijos para aplicaciones
no expansivas en un espacio CAT (k) para k > 0. Dado que muchos resultados y conceptos
bésicos en CAT(k) se pueden deducir de los de los espacios CAT(1) , ahora indicamos
suficientemente los lemas y definiciones ttiles en los espacios CAT(1) . A lo largo de esta
seccién, suponemos que X es un espacio CAT(1) admisible, es decir d(z,y) < 7, para todo

z,y € X.

Sea (X, d) un espacio CAT(1) . Sea f : X — (—o00, 00] una funcién convenientemente
elegida convexa e inferiormente semicontinua. Para cualquier A > 0, se define el resolvente
Kimura-Kohsaka de f (ver [93, 94]) en espacios CAT(1) es

1
Raw) = argminyex | f(y) + 5 tand(y, =) sind(y, 2)|

para todo z € X. La aplicacién R, esta bien definida para todo A > 0 (ver [93, 94]) y
el conjunto F(R),) de puntos fijos del resolvente asociado con f coincide con el conjunto

argmingex f(y) de minimizadores de f.

Lema 3.3.1. [9/] Sea (X, d) un espacio métrico admisible CAT(1) y f : X — (—o0, 00| una
funcion convenientemente elegida convexa e inferiormente semicontinua. Para cualquier

A > 0, el resolvente Ry de f es cuasi-no expansiva.

Tomando T3 = R,, en la iteracién dada por (3.1.1), obtenemos el siguiente resultado
en espacios métricos CAT(0) como consecuencia directa del Teorema 3.1.2 y observacién
3.1.1.

Teorema 3.3.2. Sea (X,d) un espacio métrico admisible CAT(1). Sea K un subconjunto
cerrado, acotado y convero de X y f : X — (—00,00] convenientemente elegida convezra
e inferiormente semicontinua. Sea 11,1, : K — K dos aplicaciones cuasi-no erpansivas

tal que Q = F(Th) N F(Ty) Nargmingex f(y) # 0. Let {x,} la sucesion definida por

2n = Ry, Ty,
Yo = (1= Bn — Bo)zn ® Bulo2n @ Brey, (3.3.1)
Tntl = <1 = Tn — V;Z)TQI’” D ’ynlen S '77/1571’
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para n > 1, donde {€,} y {€,} son sucesiones acotadas en K y {y.} o, {Bnti,
{0 y{BL}2, son sucesiones reales apropiadas en [0,1] y {\,} .~ es una sucesidon en

R tal que

C1) i1”y;<oo and ilﬂ,’l<oo.
C2) 0<y < By <Bu+pB,<B<L.
C3) v <+ Vo

C4) Ap > A >0, para algin .
Entonces la sucesion {x,} definida por (3.3.1) A-converge a un punto de €Q.

El teorema 3.3.2 también es valido para 77,75 : K — K las cuales son dos aplicaciones
no expansivas y, en este sentido, el teorema 3.3.2 amplia los resultados realizados por
Pakkaranang et al. [52, 53] en espacios CAT(1) para aplicaciones cuasi no expansivas.
De hecho, presentamos un nuevo algoritmo de punto proximal perturbado para resolver el
problema de minimizacién convexa, asi como el problema de punto fijo de aplicaciones no

expansivas en espacios CAT(1). Se puede deducir una versién para x > 0 siguiendo [52].

3.4 Punto fijo en aplicaciones o no expansivas

Inspirados por Goebel y Japén Pineda mencionamos la siguiente definicién en espacios de
Banach [36],

Definicion 3.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo CAT,(0), conp > 2. T : X —
X es una aplicacion medio no expansiva (o a-no expansiva) si, para algin multi-indice

a=(a,...,ay) con ag,an >0, a; >0 para todo j, y oq + -+ + oy, = 1, tenemos

P od(T72, T7y) < d(x,y)

J=1

para todo xr,y € X.

Desde el primer coeficiente a; > 0, T satisface la condiciéon Lipschitziana

1
03]
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De manera trivial, T,, : X — X definida por T,(z) = &% ,a;T"z es una aplicacién no
expansiva.
A continuacién demostraremos algunos teoremas de punto fijo para aplicaciones a-

nonexpansivas en espacios métricos CAT,(0).

Teorema 3.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo CAT,(0), con p > 2. Sea K un
subconjunto convexo y cerrado de X y T : K — K wuna aplicacion a-nonexpansiva con
a = (aq,...,a) tal que oy > 915, Entonces el conjunto de puntos fijos de T, F(T),

coincide con el conjunto de puntos fijos de T, F(T,).

Demostracion. La demostracion es similar a la propuesta por [16, Teorema 3.1] Trivial-

mente, F(T') C F(T,). Para el caso contrario, podemos verificar que

. 1 . 1 .
ATz, Tz) < —d(T"'z,2) < — (d(TV 'z, Tz) + d(Tz, x))

(0%} (075]
1 , 1
< Sd(T %z, 2) + —d(Tx, x)
(0% (03]
1 (3.4.1)

IN

1 1 1
( Sttt —) d(Tz, x),

o a;
para j = 2,...,n.

Si x € F(T,), enotnces, por el Lema 1.7.4 y la ecuacién (3.4.1),

d(z,Tx) = d(T,(z), Tx) < zn:ajd(zj,Tx)

=1
- 1 1 1
< Zaj (? 4+ ...+ ? + a_) d(T.ﬁE,LE)
. (3.4.2)
e — g — e —
_ ( - O‘?) d(Tz, z)
j=1 N
1—aft
< ——5—d(Tz,z)
Qq
Puesto que a > Zﬁ, 1;3221 <lyTz=nux. O

1

Lema 3.4.2. Bajo las mismas condiciones del teorema83.4.1. Sea {x,,} una sucesion acotada

en K. Entonces d(xp,, Txy) — 0 siy solo si d(xy,, To(xm)) = 0 como m — oo.
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Demostracion. Suponga d(z,, Tx,,) — 0 como m — oo. Por (3.4.1),

AT 2, X)) < A(T? T, T ) + A(T T, )
(3.4.3)

1 1 1
< ( — +...+—2+—+1) ATz, xm) — 0,
o a] o

como m — oo, para j = 2,...,n. para j = 1 es trivial. Ahora,

A(To(Tm), Tm) < Zajd(zjm,a:m) — 0,

J=1
como m — oQ.

En caso contrario. Suponga d(x,,,T,(x,,)) — 0 como m — oo. Usando un proced-

imiento similar al utilizado en (3.4.2) tenemos,

ATy, TT) < d(@p, To(@n)) + AT T, To(21))

n—1
n—1
1

< ATy, To(Tm)) + d(Txpm, xm) — 0,

e, d(Txy,xy,) < <2— %) d(zpm, To(zy)) — 0, como m — oco. Esto completa la
@1

demostracidn. O

Corolario 3.4.3. Sea (X,d) un espacio métrico completo CAT,(0), con p > 2. Sea K un
subconjunto convexo y cerrado de X y T : K — K wuna aplicacion a-nonerpansiva con

a=(ayg,....,ap) tal que a > 277 . Sea {z,} Una sucesion definida por (3.1.1) tal que
C1) ilv,’l < 00 Y ilﬁ; < 00.
C2) 0<y< B, < Bt B, <B<L
C3) v <+ Vo
Entonces lo siguiente es verdadero:
(i) nlggo d(x,,x*) existe, para cualquier punto fijo x* de T.
(1) nh_)rrolo d(zp, Tx,) =0, ie., {x,} es una sucesion aproximada de punto fijo de T

Corolario 3.4.4. Sea X, K, T, {z,} los cuales satisfacen las hipotesis del Lema 3.4.3.
Entonces las sucesion {x,} -, definida por (3.1.1) A-converge al punto fijo de T.



91

3.5 Ejemplos Numéricos

En esta seccién, proporcionamos los ejemplos numéricos para ilustrar el comportamiento

del algortimo porpuesto.

3.5.1 Ejemplo
Considere X = R? equipado con la norma euclidiana. Sea x = (z,7,) € R?, entonces la
distancia cuadratica de = desde el origen esta dada por
2] = 27 + 25.
Considere K como el disco unitario cerrado:

K ={(z1,25) e R*: 2} + 23 < 1}

que esta acotado, cerrado y convexo en X. Definimos el operador Rotg : K — K por:

Roton) = | Ty o] [

Para § = 7 y T1 = Ty = T3 = Rotp, nuestro algoritmo es el siguiente:

es facil ver que Roty es no expansiva. Esta claro que el cero es el tinico punto fijo del

1
vn+1

Utilizando software matemaético realizamos la iteraciones del algoritmo (3.2.1), para un

operador Roty. Sea 7, = 1 — y Bn = n+r1 para todo n € N y sin perturbaciones.
punto inicial 2y = (250,250) y para 6 = 5.3 v 7- El comportamiento de convergencia
de todas las iteraciones para la aproximacién del punto fijo (0,0) se da en la Figura 3.1 y
la Tabla 3.1.
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i — =112
3T

I — 06=11/3
ol

I — O=r11/4

5 10 15 20 25

Figura 3.1: Grdfica del comportamiento de convergencia bajo las condiciones del ejemplo (3.5.1)

Error 6=7n/2 0=7/3 0=mn/4
la?,|| 707107 7.07107 7.07107
|22l 359117  4.46127 533126
loZyll  2.00783 3.07041  4.2235
la?,)| 138474 228779  3.50592
o] 0.988957 1.79742  3.00499
211) | 0.745293  1.4653 2.63483
13) | 0.583899 1.22732  2.34957
15) | 0.471072 1.04946 2.12257
7)|| 0.388866 0.912109 1.93738
19) | 0.326979 0.80324  1.78322
51 | 0.279137 0.715097 1.65276
22|l 0241334 0.642464  1.54085
o[l 0.210907 0.581713 144372

8 8 85 8 8 5
AMAMGMANAMA

Tabla 3.1: Error de convergencia para el ejemplo 3.5.1.
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3.5.2 Ejemplo

Considere X = R? equipada con la norma Euclidiana. Definimos el operador no expansivo

Ty, T,, T : X — X de la siguiente manera,
1 1 z
Tl(xvyv Z) = T2<I7y7z) = T(‘xayVZ) = (3(3‘13 - 2y - 8)7 g(—2$ + 3y - 8)7 5) .
Definimos f : R® — R por

1
fl) =S4 =bE,  ueR?,

donde
1 1 -1
A= 1 1 -1 , b= (—4,—4,4).
-1 -1 1

La funcién f convenientemente se elige convexa e inferiormente semicontinua. Por lo

tanto para A > 0, tenemos,
In(u) = (I + XA*A) " (u + NA*D).
Note que
Q = Fiz(T) Nargmingex f(y) = {(z,y,2) ER* :x+y+4=2=0}.

El algoritmo (3.2.1) viene dado por:

Zn = (I + M\ A*A) Yz, + N A%D),
Yn = (1= B = Br)zn ® Bulo2n @ Brey, (3.5.1)
Tnt1 = (1 — Tn — /Y;L)TQZL‘H S ’ynlen S 77/1571’

Elegimos A\, = 0.35, v, =6, =0, =1— ﬁ y B = n+r1 para todo n € N. Utilizando
software matematico, realizamos el computo de las iteraciones para la sucesion (3.2.1) los

cuales se muestran en la Figura 3.2 y la Tabla 3.2.
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r———0——0-
8 10

Figura 3.2: Grdfica del comportamiento de convergencia bajo las condiciones del ejemplo (3.5.2)

Iteracién x; Yi Z; Error

0 -1. 2. 3. 4.63681

1 -3.06154 -0.0615429 1.40869 1.53912

2 -3.42143  -0.421434 0.649992 0.65942

3 -3.48523  -0.485235 0.300787 0.301511
4 -3.497  -0.497005 0.140183 0.140247
5 -3.49931 -0.499314  0.0657979 0.0658051
6 -3.49981 -0.499815  0.0310751 0.0310762
7 -3.49994  -0.49994 0.0147528 0.0147531
8 -3.49998  -0.499978  0.00703466  0.00703473
10 -3.5 -0.499996  0.00161652  0.00161653
20 -3.5 -0.5 1.173x107% 1.173 x1076

Tabla 3.2: Valores numericos para el ejemplo 3.5.2.



CAPITULO

APROXIMACION DE PUNTOS FI1JOS EN
APLICACIONES SUZUKI (a, 5)-NO EXPANSIVAS EN
ESPACIOS METRICOS HIPERBOLICOS
PARCIALMENTE ORDENADOS.

En este capitulo, definimos una clase de aplicaciones mondtonas (a, )-no expansivas y
demostramos que existe una sucesion aproximada de puntos fijos, en espacios métricos
hiperbdlicos parcialmente ordenados. Ademéds demostramos la A-convergencia y la con-
vergencia fuerte del método iterativo dado por (1.10.12).

Iniciamos con la definicién dada por Aoyama y Kohsaka [32], donde introducen una nueva
clase de aplicaciones no expansivas, denominadas («, $)-no expansivas ademés obtenemos

convergencia para la aproximacién de punto fijo para dichas aplicaciones

Definicion 4.0.1. Sea K un subconjunto no vacio de un espacio de Banach E. Y sea la

aplicacion T : K — K se dice a-no expansiva si, para todo u,v € K y o € [0, 1),
17 (u) = T()[I* < | T(w) = vf* + eflu = T(0)[|* + (1 - 2a) lu = v]*. (4.0.1)

Teorema 4.0.1. Sea K un subconjunto convexo y cerrado, no vacio de un espacio de Banach
uniformemente convexo E y sea T : K — K wuna aplicacion a-no expansiva. Entonces
F(T) es no vacio si y solo si existe uw € K tal que {T"(u)} es acotado, donde F(T') denota

el conjunto de puntos fijos de la aplicacion T

Esta clase de aplicaciones se ha extendido recientemente a la clase de aplicaciones

(cr, B)-no expansivas, la cual es definida por Amini-Harandi et al. [1].

Definicion 4.0.2. Sea K un subconjunto no vacio de un espacio de Banach E. Una Apli-

cacion T : K — K se dice a, f-no expansiva si, para todo u,v € K y o, € [0,1),

IT(w) = TW)I* < alT(u) —v]*+alu - T()]* (4.0.2)
+BIIT (w) — ull* + Bllv = T()|I* + (1 — 200 = 28)Ju — v]*.

95
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Observacién 4.0.1. Note que una aplicacion (o, 5)-no expansiva se reduce a una aplicacion

a-no expansiva cuando 5 =0 y a una aplicacion no expansiva cuando o = 3 = 0.

Por otra parte, para generalizar aplicaciones no expansivas, Suzuki [75] introdujo la sigu-

iente clase de aplicaciones obteniendo resultados de existencia y convergencia:

Definicion 4.0.3. Sea E un espacio Banach y K un subconjunto no vacio de E. Una

aplicacion T : K — K se dice que satisface la condicion (C) si, para todo u,v € K,
1 o
llu =TIl < flu = vl implica T (u) = T(@)[| < [lu—v].

A lo largo de este capitulo, W (u, v, 8) se fija como

W(u,v, ) := (1= p)ud Po.

Decimos que un subconjunto K de M es convexo si, para todo u,v € K, (1—p)u®pv € K
para todo § € [0,1]. Usamos (M,d) para (M,d,W) cuando no exista ambigiiedad.
Ademas, asumimos que el orden de los intervalos son subconjuntos convexos y cerrados de

un espacio métrico hiperbédlico (M, d). Lo denotamos de la siguiente manera:
a,—):={ue M;a=2u} y («,b:={ue M;u=<b}

para cualquier a,b € M (ver [7]).

4.1 Resultados de existencia en el proceso iterativo Picard

Primero, recordamos las siguientes definiciones y resultados preliminares:

Definicién 4.1.1. [7]. Sea (M, d, =) un espacio métrico parcialmente ordenado yT : M —

M una aplicacion. A la aplicacion T se dice, que es monotona si, para todo u,v € M,
u = v implica T'(u) < T'(v).

Definicién 4.1.2. [7]. Sea (M,d, <) un espacio métrico parcialmente ordenado y T :
M — M una aplicacion. A la aplicacion T se dice que es monotona no expansiva si T is

monotona vy

d(T(u), T(v)) < d(u,v) (4.1.1)

para todo u,v € M tal que u y v son comparables.
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Extendemos la Definicion 4.0.2 dada en espacios métricos de Banach a los espacios

métricos hiperbdlicos de la siguiente manera:

Definicién 4.1.3. Sea (M, d, =) un espacio métrico parcialmente ordenado y T : M —
M una aplicacion. A la aplicacion T se le dice monotona («, 3)-nonezpansiva si T es

monotona y existe a, B € [0,1) tal que

d(T(u), T(v))* < ad(T(u),v)* + ad(u, T(v))? (4.1.2)
+Bd(T (u), w)* + Ba(v, T(v))* + (1 — 20 — 28)d(u, v)*

para todo u,v € M tal que u y v son comparables.

Ademas, podemos introducir una nueva clase de aplicaciones combinando las defini-

ciones 4.1.2 y 4.0.2 de la siguiente manera:

Definicién 4.1.4. Sea (M, d, =) un espacio métrico parcialmente ordenado y T : M — M
una aplicacion. A la aplicacion T' se le dice monotona Suzuki (o, 5)-no expansiva si T es

monotona y existe un «, 5 € [0,1) tal que, si
1
éd(ua T(U)) < d(uv U)7

entonces la condicion (4.1.2) es verdadera para todo u,v € M tal que u y v son compara-
bles.

Si f = 0, entonces la definicién (a, §)-no expansiva se reduce al concepto de a-no
expansiva definido en [57, 21]. Una aplicacién (0,0)-no expansiva es mondtona y no ex-
pansiva. El caso Suzuki se presenta en [58]. Una aplicacién T" a-no expansiva con un
punto fijo w € K es cuasi no expansiva, es decir, d(T'(u), w) < d(u,w) para todo u € Ky
w € F(T) de manera que u y w sean comparables. Puede completarse siguiendo la prueba

de [75, Proposicién 2].

Aunque las aplicaciones a-no expansivas se definen para cualquier nimero real o < 1,
como Ariza-Ruiz et al. [18] senal6 que este concepto es trivial para a < 0. De ahora en

adelante, asumimos que «, 8 € [0,1).

Ahora, presentamos nuestro primer resultado de existencia de puntos fijos el cual es

una generalizacién de [7, Teorema 3.1] y [57, Teorema 3.5].
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Teorema 4.1.1. Sea (M, d, =) un espacio hiperbdlico uniformemente convexo parcialmente
ordenado y KC un subconjunto acotado cerrado y convexo de M no reducido a un punto.
Sea T : K — K una aplicacion mondtona Susuki (o, B)-no expansiva. Asumimos que

existe u € K tal que u y T'(u) son comparables. Entonces T tiene un punto fijo.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que v =< T'(u). Ya que T es

mondtona, tenemos T'(u) < T?(u). Continuando de esta manera, obtenemos

T(u) < T?(u) < T3(u) < TH(u) < ---

Definimos u,, = T"(u) para todo n € N. Puesto que M es uniformemente convexo, esto

es que satisface la propiedad (R) y por la consruccién de {u,}, tenemos

Ko = ﬂ[un,%)ﬂlC: ﬂ{uelC;unju}sé@.

Sea u € K. Entonces u,, < u. Ya que T' es mondtona, tenemos u,, = T'(u,) < T(u) para
todo n € N. Esto implica que T (Ks) C K. Sea 7 : Ky — [0,00) un tipo de funcién
generada por {u,}, esto es,

7(u) = lim sup d(u,, u).
n—o0

Desde el Lemma 1.8.9, se deduce que existe un elemento tnico w € K, tal que
7(w) = inf{7(u) : u € K}

Puesto que w € Ko, u, = w para todo n € N. Si w, = u,;1, entonces d(tn, tp11) <
d(u,,w) para todo n € N. De nuevo, si u, < u,y1, entonces u, < u,.; = w. Asi, en

ambos casos, tenemos d(u,, up+1) < d(u,,w) para todo n € N y por lo tanto

%dwn, T(u)) < d(uy, w).

En el caso generalizado, desde la Definicion 4.1.4,

d(T(u,), T(w))* < ad(T(u,),w)* + ad(u,, T(w))? (4.1.3)
+BA(T (uy), un)? + Bd(w, T(w))?* + (1 — 2a — 2B)d(ty,, w)?.

Esta ecuacién también es valida en el caso no generalizado por la definicién de la aplicacién

(c, B)- no expansiva.
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Sea Tw < w. Desde d(uy, unt+1) < d(uy,w) y d(w, T (w)) < d(u,, T(w)), obtenemos

(1, T(w))* = d(T(uy), T(w))*
< ad(tpgr, w)? F ad(tn, T(w))? + (1 — 2a)d(u,, w)?.

Tomando n — oo, tenemos

limsup d(upy1, T(w))? < alimsup d(upg1, w)? + alimsup d(u,, T(w))?

n—oo n—oo n—oo

+(1 — 2a) lim sup d(u,, w)?

n—o0

lim sup d(u,, T(w))* < lim sup d(u,, w)?>.

n—oo n—oo

Asi tenemos

lim sup d(uy,, T'(w)) < limsup d(u,, w).

n—oo n—oo

Sea w = Tw. Desde d(uy, unt1) < d(uy, w) y d(w, T (w)) < d(u,, T(w)), obtenemos

d(tny1, T(w))* = d(T(un), T(w))* < ad(unr, w)” + (o + B)d(un, T'(w))”
+(1 = 2a — B)d(up, w)*.

Tomando n — oo, obtenemos

limsup d(upy1, T(w))* < alimsupd(u,y 1, w)? + (a + B) limsup d(u,, T(w))?

n—oo n—o0 n—oo

+(1 — 2 — ) lim sup d(uy,, w)?

n—o0

lim sup d(u,, T(w))* < lim sup d(u,, w)?>.

n—o0 n—oo

Asi tenemos

lim sup d(uy,, T(w)) < limsup d(u,, w).

n—oo n—oo
Desde 7(w) = inf{7(u); u € K}, la unicidad del punto minimo, se sigue que T'(w) = w,

esto es, w es el punto fijo de T'. Esto completa la demostracion. O

El siguiente resultado es ligeramente diferente al teorema 4.1.1. En este resultado, en
lugar de tomar el dominio de 7" un conjunto acotado, consideramos que la sucesion en un

punto sea acotada y la demostracién es similar al Teorema 3.7 de [57].
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Teorema 4.1.2. Sea (M,d, <) un espacio hiperbélico uninformemente convexo parcial-
mente ordenado y K un subconjunto acotado cerrado y convexo de M no reducido a un
punto. Sea T : K — K una aplicacion mondtona Susuki («, 5)-no expansiva. Asumimos
que existe u € K tal que u y T (u) son comparables. Entonces F(T') es no vacio si y solo si
{T™(u)} es una sucesion acotada y existe un punto v € K tal que todo punto de la sucesion

{u,} es comparable con v.

4.2 Resultado de existencia en el Proceso iterativo “CR”

Modificando el proceso iterativo (1.10.12) de la siguiente manera:

U € ]C,

Un = 'VnT(un) D (1 - ’771)“717

Wy, = B, T(vy) © (1 = B,)7T (un),
Unt1 = T (wy,) & (1 — ap)wy,

(4.2.1)

para cada n € N, donde {a}, {8,} vy {7a} son sucesiones de niimeros reales en [0, 1]. Si se

toma «,, = 0, el proceso iterativo “CR” se reduce a la S-iteracién (1.10.10).

Lema 4.2.1. Sea (M,d, <) un espacio hiperbélico parcialmente ordenado y K un subcon-
gunto no vacio cerrado y convero de M. Sea T : K — K wuna aplicacion mondtona. Sea
uy € K tal queuy = T(uy) (or T'(u1) = uy). Entonces la sucesion {u,} definida por (4.2.1),
se tiene lo siguiente:

(1) u, X T(up) <X Upsr (0r Upyr =X T(uy) <X uy) para cada n € N.

(2) u, = p (or p =2 uy,) provisto de {u,} A-converge a un punto p € K para cada
n € N.

Demostracion. (1) por induccién, demostraremos nuestro primer resultado. Asumiendo

que uy = T'(uy) y por la convexidad del intervalo ordenado, [uy, T'(u1)] y (4.2.1), obtenemos
U1 j U1 j T(ul) (422)

Ahora como T es monétona, tenemos T'(u;) = T'(vy) y por la convexidad del intervalo
ordenado [T'(u1),T(v1)] y (4.2.1), tenemos

T(uy) <wy XT(vq). (4.2.3)
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Combinando (4.2.2) y (4.2.3), obtenemos
up 2 vy 2T (ug) 2wy

Puesto que T' es mondtona, tenemos w; < T'(vy) < T'(w;) y nuevamente por la convexidad

del intervalo [wq, T'(wq)] y (4.2.1), tenemos
wy < ug <X T(wy). (4.2.4)
Combinando (4.2.2), (4.2.3) y (4.2.4), tenemos
up 2vp 2T (ug) 2wp Jup 2T (wy).

Por tanto, el resultado es verdadero para n = 1. De manera similar, para n = k — 1,
obtenemos

Up—1 = T(ug—1) = ug

Y asi, por induccién, para cada n € N,
Up 2V 2T (up) S wy, R Uy 2 T(wy), w, XT(v,) < T(wy,). (4.2.5)

(2) Suponga que p es un A-limite de {u,}. Aqui la sucesién {u,} es monétona creciente
y el intervalo ordenado [u,,, —) es cerrado y convexo. Ahora afirmamos que p € [u,, —)
fijando m € N. Si p ¢ [u,,, —), entonces el tipo de funcién generada por la sucesién {u, }
de {u,} definido a partir del primer m — 1 termino de la sucesién {u,} no alcanzara un
minimo en p, lo cual es una contradiccién con la suposicion de que p es un A-limite de la

sucesion {u, }. Esto completa la demostracion. O

A continuacién enunciamos uno de los resultados principales de este capitulo

Teorema 4.2.2. Sea (M, d, =) un espacio hiperbdlico uniformemente convezro parcialmente
ordenado y IC K un subconjunto acotado cerrado y convexo de M. Sea T : K — K una
aplicacion mondtona Susuki (o, B)-no expansiva. Asuma que eziste up € K tal que uy y
T(uy) son comparables. Se {u,} la sucesion generada por (4.2.1) es acotada y suponga
que existe un punto v € K tal que todo punto de la sucesion {u,} es comparable con v y

lim inf d(T(uy), u,) = 0.

n—o0

Entonces T tiene un punto fijo.
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Demostracion. Suponga que {u,} es una sucesién acotada y que lim inf d(7T(u,), u,) =
n—o0
0. Entonces existe una subsucesién {u,,} de {u,} tal que

lim d(T (up,), tn;) = 0. (4.2.6)

n—oo

Como uy, es acotada, existe v’ € Ky U € R tal que d(un,;,u’) < U. Por lo tanto tenemos
A(T (), u") < d(T (un, ), tn,;) + d(tp,, u’).

Ya que {T'(u,,)} es acotada. Por el Lema 4.2.1, tenemos u; = u,; = Uy,,,,. Ahora

definimos
Ki={u€K:u, 2u}

para todo j € N. Claramente, para cada j € N, K; es cerrado y convexo. Desde v € K,

se sigue que K; es no vacio. Sea

ICoo:ﬂ{UEIC:unj <u}#0
j=1
un subconjunto cerrado y convexo de K. Sea u € K. Entonces u,;, < u para cada j € N.

Desde T' es mondtona, se sigue que, por cada j € N,
Up; =T (tn;) 2T ().

Esto implica que T(Ky) C K. Sea 7 : Koo — [0,00) un tipo de funcién generada por
{T(un,)}, esto es,
7(u) = limsup d(T (un, ), u).

j—00

Desde Lema 1.8.9, se sigue que entonces existe un tnico elemento w € Ko, tal que
T(w) = inf{7(u);u € L}
Por la definicion del tipo de funcién, tenemos,

7(T(w)) = limsup d(T'(uy, ), T'(w)).

Jj—00
Por la desigualdad triangular y (4.2.6), obtenemos
limsup d(T (un;),v) < limsupd(T(un,), u,;) + limsup d(u,,, )
j—o0 Jj—o0 Jj—o0

= limsup d(un,,u).
Jj—o0
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De manera similar tenemos

lim sup d(up,,w) < limsup d(T'(un, ), u).

Jj—o0 j—o0
Por lo tanto obtenemos
lim sup d(uy,, ) = limsup d(T (un, ), u). (4.2.7)
J—00 Jj—o0

Desde w € K, tenemos u,, = w para cada j € N. Siguiendo desde la monotonicidad de

Ty el Lema 4.2.1 que u,, < T(u,,) X w para cada j € N. Entonces tenemos,
d(tn;, T(tn;)) < d(tn;, w)
para todo j € N. Por (4.0.3), para cada j € N, obtenemos

d(T(unj),T(w))2 < Ozd(T(u%),w)2 + Ozd(unj,T(w))2
+Bd(T (n, ), tn;)* + Bd(w, T(w))? (4.2.8)
+(1 = 20 — 28)d(un,, w)*.

Dejando a; := d(T(uy,.), T(w)), b; := d(u,,, T (u,.)) v ¢; := d(u,.,w) para cada j € N.
J J J J J J J

Entonces, para todo 5 € N, tenemos

d(un,, T(w))* = (a; + b;)* = a3 + b7 + 2a;b;

d(w, T(w))? = (a; +b; + ¢;)° = a? + b + & + 2a;b; + 2a;¢; + 2bjc;.

Por desigualdad triangular, (4.2.8) se reduce a
(1—a—pB)a} < ad(T(u,),w)* + (a+26)b7 + (1 - 2a — f)c;
+2(a+ B)asb; + 2Bajc; + 20b,c;.

Utilizando (4.2.6), obtenemos

(1—a—g)limsupa’ < alimsupd(T(un,), w)* + (1 — 20 — §)limsup ¢}
Jj—00 Jj—o0 Jj—o0
+24 lim sup a;c;.

j—00

Por (4.2.7), tenemos

limsup d(T (un, ), T(w))* < limsup d(T (un,), w)>.

Jj—00 j—o0
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Esto implica que
limsup d(T'(uy;), T'(w)) < limsup d(T (uy, ), w).
j—00 Jj—oo
Por lo tanto, 7(T'(w)) < 7(w) y finalmente por la unicidad del punto minimo T'(w) = w.

Esto completa la demostracién. O

4.3 Resultados de convergencia

En esta seccién, discutimos algunos resultados de convergencia para el proceso de iteracién

“CR” en espacios métricos hiperbolicos parcialmente ordenados.

Lema 4.3.1. [5]. Sea (M,d) un espacio hiperbdlico uniformemente convexo con modulo
mondtono de convexidad uniforme §. Sean w € M y {a,,} sucesiones, tal que 0 < a <
a, <b <1 para cada j € N. Si {u,} y {v,} son sucesiones en M de modo que

lim sup d(u,, w) <r, limsupd(v,,w) <r
n—00 n—r00

lim d(a,v, ® (1 — ap)uy, w) =1
n—oo

para algin r > 0, entonces lim d(vy,u,) = 0.
n—o0

Teorema 4.3.2. Sea (M, d, =) un espacio hiperbdlico uniformemente convezro parcialmente
ordenado y K un subconjunto cerrado y convexo de M. Sea T : K — K una aplicacion
mondtona Suzuki (o, 5)-no expansiva. Asuma que existe uy € K tal que uy y T(uy) son
comparables. Suponga que F(T') es no vacio y uy y w son comparables para todo w € F(T).

Sea {u,} la sucesion definda por (4.2.1). Entonces lo siguiente es verdadero:

(1) La sucesion {u,} es acotada.

(2) max{d(uni1,w),d(v,,w),d(w,, w)} < d(u,, w) para cada n € N.

(3) nhj& d(up,w) y TLILHOlO D(u,, F(T)) eziste.

(4) lim d(T(u,).u,) =0.
Demostracion. Sin perdida de generalidad, asumimos que u; < w. Entonces, por la
monotonicidad de T, T'(u1) = T'(w) = w. Por (4.2.5), tenemos v; <X T'(uy) =X T(w) = w.

Por la monotonicidad de Ty (4.2.5), wy = T'(v1) =< T(w) = w. Desde T es mondtona,

tenemos T'(w;) < T(w) = w. Entonces, de nuevo desde (4.2.5), tenmos

U9 j T(wl) j w.
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Continuando de esta manera, obtenemos
Uy 2 W

para cada n € N. Por (4.2.5), tenemos d(T'(uy), u,) < d(u,,w) y, por la Definicién 4.1.4,

tenemos

d(T(u,),w)* < ad(T(u,),w)?* + ad(u,, w)* + Bd(T (uy), un)?
+(1 = 20 — 28)d(up, w)?
< ad(T(uy),w)* + (1 — a — B)d(u,, w)>.

Ast que, d(T'(uy,), w) < d(up, w). De manera similar, tenemos
d(T(vyp),w) < d(vy,w), d(T(wy),w) < d(w,,w).
Por (4.2.1), entonces

d(v,, w)

d(ynT (un) © (1 = ) tim, w)
nd(T (n), w) + (1 = yn)d(un, w)
Tnd(tin, w) + (1 = vn)d(un, w)
d(tp, w).

IN A

Por lo tanto, por (4.2.1), tenemos

d(wy, w)

d(BpT (vn) & (1 = Ba)T (un), w)

Brd(T (vn), w) + (1 = Bo)d(T'(un), w)

Bnd )+ (1= Bn)d(un, w) (4.3.1)
d )

Bn)d(tp, w

IN

IN

n (U’mw
Brd(tn, w)
d(tp, w).

D
w
+
+

IN

(1

Finalmente, por (4.2.1), obtenemos

d(tups1,w) = d(o,T(wy,
A d (T (wn
Bnd(wn, w
Bnd(tp, w
= d(up,w).

1 — ap)wy,, w)

g D
- 7=

IA

~—

+ (1 — ay)d(wy, w)
- ﬁn)d<um w)
- Bﬂ)d(um w)

IA
+ ¥
N

IN

~—
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Ya que la sucesién {d(u,,w)} es acotada y monétona decreciente, asi que nh_}rrolo d(ty, w)
existe. Por cada w € F(T), tenemos d(uy41,w) < d(u,,w) por cada n € N, tomando el
infimum por encima de todo w € F(T), obtenemos D(u,1, F(T)) < D(un, F(T)) para
todo n € N. Entonces la sucesién {D(u,, F(T))} es cerrada y monotona decreciente. Por

tanto, se sigue que lim D(u,, F/(T)) existe. Suponga que
n—oo

nh_g)lo d(tp, w) = 7. (4.3.2)
desde (4.3.2), tenemos
lim sup d(T'(uy,), w), limsup d(T'(v,,), w), lim sup d(T'(wy,), w) < r. (4.3.3)

siguiendo (4.3.1) y (4.3.2), conseguimos

lim sup d(v,,, w), lim sup d(w,, w) < r. (4.3.4)
n—oo n—oo
Por (4.2.1), entonces
r= lim d(uyy1,w) = lim d((1 — a,)w, ® @, T(w,),w). (4.3.5)
n—oo n—oo

En vista de (4.3.3), (4.3.5) y Lema 4.3.1, obtenemos

lim d(w,, T(w,)) = 0. (4.3.6)

n—oo

Por (4.2.1), obtenemos nuevamente

A(tnyr, T(wy)) = d((1 — ap)w, ® anT(w,), T(w,))
< (1= an)d(wn, T(wy)).

Dejando n — oo y utilizando (4.3.6), obtenemos

le d(tups1, T(wy,)) = 0. (4.3.7)
Ahora, observe que
d(tny1,w) < d(upgr, T(wn)) + d(T(wn), )

< d(tngr, T(wy)) + d(w,, w),

lo cual produce que
r < liminf d(wp,, w). (4.3.8)

n—o0
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Desde (4.3.4) y (4.3.8), obtenemos

r= lim d(wy,w) =liminf d((1 — 3,)T (u,) ® BT (vy,), w). (4.3.9)

n—oo n—oo
Finalmente, desde (4.3.2) y Lemma 3, concluimos que lim d(T'(u,),T(v,)) = 0.
n—o0

De nuevo, por (4.2.1), tenemos

d(wn, T(vn)) = d((1 = Ba)T (un) © BT (vs), T(vn))
< (1= 8u)d(T(un), T(vn))-

Dejando n — oo y utilizando (4.3.6), tenemos

lim d(w,, T (v,)) = 0. (4.3.10)

n—o0

Ahora observe que

=
£
3
B
IA INA
& =
IS
s 3
808
S S
3 &
+

Q‘/‘\
G-
s £
S

lo cual produce

r < liminf d(v,, w). (4.3.11)
n—oo
Desde (4.3.4) y (4.3.8), tenemos
r= lim d(v,,w) = liminf d((1 — v,)un ® ¥.7T (u,), w). (4.3.12)

Finalmente, desde (4.3.4), (4.3.12) y Lema (4.3.1), concluimos que lim d(T'(uy,),u,) = 0.

n—oo
Esto completa la demostracion.

Ahora presentamos un resultado de A-convergencia.

Teorema 4.3.3. Sea (M, d, <) un espacio hiperbélico uninformemente convexo parcial-
mente ordenado. Sea IKC, T y {u,} iguales que en el Teorema 4.3.2. Si F(T') no estd vacio

y estd totalmente ordenado, entonces {u,} A-converge a un punto fijo de T.

Demostracion. Por el teorema 4.3.2, {u,} es una sucesién acotada. Por lo tanto existe
una subsucesion {u,,} de {u,} tal que {u,,} A-converge a algin p € K. Utilizando el
Lema 4.2.1, tenemos
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para cada 7 € N.

Ahora, demostramos que cada subsucesiéon A-convergente de {u,} tiene un tinico A-
limite en F'(T"). Argumentando por contradiccién, supongamos que {u,, } tiene dos subsuce-
siones {uy, } y {un, } A-convergentes a p y ¢, respectivamente. Por el Teorema 4.3.2, {u,, }
es acotada y d(T'(up,), un;) = 0. Afirmamos que p € F/(T). Siguiendo la demostraciéon del
teorema 4.2.2, tenemos 7'(p) = p. Por un argumento similar, T'(¢) = ¢. Desde nh_glo d(ty, w)
existe para todo w € F(T'), por la definicién de A-convergencia y Lema 1.8.9, tenemos

limsup d(up,p) = limsupd(uy,,,p) < limsupd(uy,,q)

n—00 Jj—o0 j—o0

n—00 k—o0

< limsup d(uy,, p)

k—o0

(

= limsupd(uy,q) = limsup d(u,,, q)
(
(

= limsupd(u,,p),

n—oo

lo cual es una contradiccién, a menos que p = ¢q. Esto completa la demostracién. O

A continuacién enunciamos y demostramos un teorema de convergencia fuerte.

Teorema 4.3.4. Sea (M, d, =) un espacio hiperbdlico uniformemente convero parcialmente
ordenado y sea IC, Ty {u,} iguales que en el Teorema 4.3.2. Suponga que F(T') no estd
vacio y estd totalmente ordenado. Entonces la sucesion {u,} converge fuertemente a un
punto fijo de T si y solo si

lim inf D(u,,, F(T')) = 0.

n—oo

Demostracion. Suponga que liminf D(u,, F'(T')) = 0. Desde el teorema 4.3.2, lim D(u,, F(T))

n—oo n—o0
existe y
lim D(u,, F(T)) = 0. (4.3.13)
n—oo

Primero, demostramos que el conjunto F'(T) es cerrado. Sea {z,} una sucesién en F(T')

converge fuertemente a un punto z € K. Por la Definicion 4.1.4, tenemos

limsup d(T(z,),T(2))* < alimsupd(T(z,),2)* + alimsupd(z,, T(z))?

n—o0 n—oo n—oo

+Blimsup d(T(2,), z,)* + Blimsup d(z, T(z))?

n—oo n—oo

+(1 — 2a — 283) lim sup d(z,, 2)*.

n—oo
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Por lo que d(z,7(2)) < d(z, z,) + d(z,, T(2)), resulta que

limsupd(z,,T(z)) = limsupd(T(z,),T(2))

n—00 n—00
20
< limsu (1 4+ —
n—>oop ]- - — B
= 0.

d(zp, T(z)))d(zn, z)

Puesto que {z,} converge fuertemente a T'(z). Esto implica que T'(z) = z. Por lo tanto,
F(T) es cerrado. En vista de (4.3.13), sea {uy,} una subsucesién de la sucesién {u,} tal
que
1
d(unj7 Zj) < 2_3
para cada j > 1, donde {w;} es una sucesiéon en F(T'). Por el Teorema 4.3.2, tenemos

1

d(Un, s 2) < d(ug,, 25) < 5

(4.3.14)

Ahora, por desigualdad triangular y (4.3.14), obtenemos

d(zj—i-l? zj) < d<zj+17 unj+1) + d(unj+1 ) Zj)
< 1
- 2t
1
< ﬁ.

Un argumento estdndar demuestra que {z;} es una sucesiéon de Cauchy. Desde F(T) es

cerrado, se sigue que {z;} converge algin punto z € F/(T'). Ahora, tenemos
d(Un, 2) < d(un;, z;) + d(25, 2).

Dejando j — oo implica que {uy,, } converge fuertemente a z. Por el Lema 4.3.2, lim d(uy,, 2)
n—oo
existe. Por lo tanto {u,} converge fuertemente a z. La parte inversa es obvia. Esto com-

pleta la demostracién. O

Definicién 4.3.1. [26]. Sea K un subconjunto de un espacio métrico (M, d). Una aplicacion
T : K — K se dice que satisface la condicion (I) si existe un funcion no decreciente
f :[0,00) — [0,00) que satisface f(0) = 0 y f(r) > 0 para todo r € (0,00) tal que
d(u,T(u)) > f(D(u, F(T))) para todo u € K, donde D(u, F(T)) denota la distancia desde
ua F(T).

Teorema 4.3.5. Sea (M, d, =) un espacio hiperbolico uniformemente convexo parcialmente
ordenado y sea IC, T y {u,} iguales que en el Teorema 4.3.2. Sea T la cual satisface la

condicion (I) y F(T) no estd vacio. Entonces {u,} converge fuertemente a un punto fijo

deT.
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Demostracion. Desde el Teorema 4.3.2, se sigue que

liminf d(T'(u,), u,) = 0. (4.3.15)

n—oo

Ya que T satisfice la condicién (1), tenemos
d(T (un), un) = f(D(un, F(T))).

Desde (4.3.15), tenemos
liminf f(D(u,, F(T))) = 0.

n—oo
Por lo que f : [0,00) — R es una funcién no decreciente con f(0) = 0y f(r) > 0 para
todo r € (0,00), tenemos

lim inf D(u,, F(T)) = 0.

n—oo
Por lo tanto, todas las hipotesis del teorema 4.3.4 se satisfacen y entonces {u,} converge

fuertemente a un punto fijo de T. Esto completa la demostracién. O

4.4 Algunos Problemas Abiertos

Durante el desarrollo de esta investigacién fueron apareciendo una serie de inquietudes que
poco a poco se fueron convirtiendo en interesantes problemas, los cuales no se lograron
solucionar hasta el momento, es por esto que esta seccion los proponemos a la espera que
un futuro no muy lejano poder resolverlos, o tal vez lograr despertar la curiosidad en algin

entusiasta de las matematicas y poder llevarlos a feliz término.

4.4.1 Problema 1

En 1976 G. Jungk [24], establece un esquema iterativo para aproximar puntos fijos co-
munes para un par de aplicaciones S y T las cuales satisfacen la siguiente condicién de

contractividad

d(Tz, Ty) < ad(SzSy), 0<a<l

Varios han sido los autores que bajo esta linea propuesta por G. Junck han demostrado
teoremas de convergencia con distintos tipos de iteraciones, todos ellos en condiciones de
espacios métricos de Banach. Como ya lo hemos mencionado los espacios de Hilbert son

los tnicos espacios de Banach que son CAT(0). Es casi natural el pensar algin esquema
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iterativo tipo Jungck que converge a los puntos fijos comunes de un par de operadores 1"y
S en espacios métricos CAT(0), més ain surge de manera inmediata la siguiente pregunta

.Es posible establecer A-convergecia en operadores tipo Jungck en el marco de espacios
métricos CAT(0)?

4.4.2 Problema 2

Sea fy g dos operadores en un espacio métrico (X, d). Se dice que satisfacen una condicién
contractiva generalizada tipo Berinde, si existe una constante A\ € [0, 00] y algin L > 0

tal que
e (d(f, 9y)) < ¢ Qulz,y)) — o (Mulz,y)) = LN (2,y)
donde v : [0,00) — [0,00) es una funcién de distancia alterada y ¢ : [0,00) — [0,00) es

una funcién semicontinua inferior con si y solo si t = 0. Ademds

(d(fx,y) + d(z, gy))}

N | —

u(e,y) = {d<x,y>d<x, fo),d(y,gv),

N(x,y) = min{d(z,y),d(z, fx),d(y, gy), d(y, fr),d(z,gy)} .

.Se puede establecer un esquema iterativo de tres pasos con perturbaciones que converge
a los puntos fijos comunes de f y g bajo la contractividad propuesta?;Se podra llevar este

tipo de contracciones a espacios métricos CAT(0)?
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Los resultados originales que presentamos en esta tesis han dado lugar a las siguientes

publicaciones:

e K. Calderén, J. Martinez-Moreno and E. M. Rojas,. Hybrid algorithm with pertur-
bations for total asymptotically non-expansive mappings in CAT(0) space. Interna-

tional Journal of Computer Mathematics, 97(1-2), 405-419. (2020).

e K. Calderén, M. A. Khamsi and J. Martinez-Moreno,. Perturbed approrimations
of fized points of nonexpansive mappings in CAT,(0) spaces. Carpathian J. Math.,
37(1), 65-79. (2021)

e J. Martinez-Moreno, K. Calderén, P. Kumam, and E.M. Rojas,. Approzimating
Fized Points of Suzuki (a, B)-Nonexpansive Mappings in Ordered Hyperbolic Metric
Spaces. In Advances in Metric Fixed Point Theory and Applications (pp. 365-383).
Springer, Singapore. (2021).
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