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Introduccion

Uno de los temas de investigacion mas interesantes que se plantean actualmente es el de
encontrar una definicion apropiada de espacio métrico difuso, fundamentalmente debido a sus
posibles aplicaciones en diversas dreas. A partir de la introduccion de la idea de conjunto difuso,
se han propuesto cientos de trabajos cientificos en los que la naturaleza imprecisa en el compor-
tamiento de un sistema dado responde mejor a un modelo difuso que a un modelo estocéstico.
Es por ello que, hoy por hoy, la teoria de los conjuntos difusos, que se apoya especialmente de
la nocién de métrica difusa, es uno de los campos de investigaciéon més activos y florecientes
tanto en Matematicas como en Fisica. De hecho, muy diversas disciplinas, tanto Naturales como

Sociales y Econdémicas, se han beneficiado ya de sus importantes avances.

La idea de métrica difusa nace de la concepcion que tenemos de lo que significa una distancia.
Intuitivamente hablando, llamamos distancia a la magnitud que mide la separacién entre dos
personas, objetos o cosas. En el espacio tridimensional que observamos, la distancia entre dos
puntos es la longitud del segmento rectilineo que los une. Podemos decir que este segmento
es el camino mas corto entre los dos puntos dados. Al formalizar mateméaticamente la nocién
de distancia entre los puntos de un conjunto, es mas que razonable imponer las siguientes

condiciones.

(a) La distancia entre cualesquiera dos puntos debe ser un nimero real concreto, si bien puede

cambiar al expresarse en una u otra unidad.

(b) No hay distancia alguna entre un punto y él mismo, por lo que el nimero que la mide debe

Ser cero.

(c) La distancia entre dos puntos no depende del orden en que se tomen, es decir, hay la misma

longitud si se recorre el camino més corto entre ellos en uno u otro sentido.
Una propiedad de la distancia que, atin siendo intuitiva, no es del todo obvia, es la siguiente.

(d) La distancia entre dos puntos dados del espacio debe ser menor o igual que la longitud de

cualquier camino entre esos dos puntos que esté obligado a pasar por un tercer punto.

A%



VI INTRODUCCION

El axioma (d) se denomina desigualdad triangular y es, con mucho, la desigualdad mas
conocida y que mas juego ha dado dentro del campo de la Matematica a lo largo de la Historia. No
obstante, cuando se formaliza rigurosamente la nocién de distancia, surge una quinta propiedad

més practica que intuitiva.

(e) Sino hay distancia entre dos puntos, entonces esos puntos deben ser iguales.

A lo largo del tiempo se han puesto en duda una y otra vez los tltimos cuatro postulados,
de cara a testar la consistencia de las diferentes teorias que pueden considerarse cuando se
suprime alguno de ellos. Todo ello ha dado paso a las nociones de pseudodistancia, semidistancia,
cuasidistancia, etc. Sin embargo, la propiedad que més ha tardado en ponerse en duda ha sido
la primera, ya que no era imaginable una perspectiva en la que la distancia entre dos puntos no
fuese medida, de manera absolutamente precisa, por un ntmero real. No obstante, el mundo en el
que vivimos estd lleno de imprecisién y, miremos donde miremos, podemos encontrar diferentes

grados de incertidumbre.

Es mas que sabido que si arrojamos un objeto al aire con nuestro brazo, éste caera sobre la
Tierra tarde o temprano. Esto no plantea mucha incertidumbre. Ademads, disponemos de férmulas
matematicas que determinan el tiempo y la posicién en la que caerda en objeto si conocemos
ciertas condiciones iniciales. No obstante, estas férmulas sélo son aproximaciones (excelentes,
pero sélo aproximaciones) de lo que podemos observar en la realidad. Nuestro mundo (por
suerte) no es perfecto sino que en cualquier experimento sencillo intervienen muchos factores y,
a menudo, no se pueden controlar todos ellos. De hecho, pretender controlarlos es un viejo, pero

absurdo, sueno.

Si analizamos con precision los instrumentos de medida que utilizamos, observaremos que
todos ellos son capaces de medir indicando un nimero finito de cifras decimales, siendo la iltima
de ellas, cuando menos, cuestionable. Si peso un objeto y la balanza me indica 7.3 kg, jsera ese
su peso exacto? Es logico pensar que si hubiésemos podido utilizar un instrumento de media
mas preciso, habriamos obtenido una cantidad diferente (por ejemplo, 7.294 gr). Para colmo,
Pitagoras demostré que si un aparato de medida fuese capaz de medir con total precisién la
longitud del lado de un cuadrado, entonces ese instrumento seria incapaz de medir exactamente
la longitud de su diagonal (ya que la raiz cuadrada del nimero dos es un nimero irracional).
Incluso a veces, el mismo aparato puede ofrecer mediciones diferentes: si queremos medir la
longitud exacta de una calle y repetimos el experimento con el mismo instrumento, es posible
que obtengamos medidas diferentes. A todos nos ha sorprendido alguna vez que, midiendo varias

veces la misma distancia, hemos obtenido resultados diferentes.

De hecho, hay magnitudes que no pueden ser conocidas simultaneamente en un mismo expe-
rimento mas alld de un cierto grado de precision. Por ejemplo, el principio de incertidumbre de

Heisenberg (1927) establece la imposibilidad fisica de conocer, a la vez y con toda exactitud, la
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INTRODUCCION VII

posicién y la velocidad de una particula elemental (por ejemplo, de un electrén). Es por ello que,
conocida la velocidad de una particula, existe siempre cierta incertidumbre sobre la posiciéon que
ocupa. De esta forma, la distancia de esta particula a un punto fijo, utilizado como referencia,
no se puede medir en términos exactos. Cabe entonces preguntarse acerca de si un niimero real

es la mejor forma de medir distancias entre puntos de un espacio.

Muchos/as investigadores/as han profundizado en este problema desde muy diversos puntos
de vista pero casi todos ellos se han visto obligados, de una u otra forma, a recurrir al concepto
de probabilidad. En tal caso, la distancia entre dos puntos ya no se mediria de forma absoluta
utilizando un cierto nimero real, sino que deberiamos més bien hablar de la probabilidad de

que la distancia entre dos puntos sea menor que un cierto niimero real.

Uno de los primeros en hacerlo fue K. Menger. En 1942, Menger [82] propuso generalizar la
teoria de los espacios métricos hacia un punto de vista probabilistico, e introdujo la nocién de
espacio métrico estadistico. En este trabajo, Menger observé la necesidad de hacer intervenir
cierta clase de funciones de cara a expresar la desigualdad triangular en términos probabilisticos.
Estas funciones han dado hoy lugar a lo que se conoce como funciones triangulares (o normas
triangulares). Nueve anos después, Menger [83] propuso reemplazar la relacién de pertenencia
de un punto a un conjunto por una funcion de distribucion probabilistica que se interpreta, para
cada numero real x, como la probabilidad de que la distancia entre dos puntos dados sea menor
que . El llamé a estas nuevas estructuras emsemble flous, que se puede traducir del francés

como comnjuntos difusos o borrosos.

Pero el verdadero fundador de la teoria de los conjuntos difusos es, indudablemente, L.A.
Zadeh. Esta teoria estd basada en la idea de que no siempre es posible determinar con total
exactitud si un elemento pertenece o no a un conjunto. Por ejemplo, pensemos en el conjunto de
personas que padeceran la gripe en el invierno de afio que viene. Si hoy tuviéramos que determinar
si una persona pertenece o no a ese conjunto, no lo podriamos hacer con total precisién, sino que
tendriamos que hablar de una cierta probabilidad de que el individuo pertenezca a ese conjunto.
Dicho de otra forma, existe una cierta incertidumbre sobre la pertenencia o no de una persona

a ese conjunto.

Matematicamente, la idea de Zadeh puede ser formalizada como sigue. Ya era conocido
con anterioridad que la pertenencia de un elemento a un conjunto puede ser equivalentemente
expresada utilizando una cierta aplicaciéon llamada funcion caracteristica del conjunto. Cada
subconjunto A de un cierto universo U viene completamente determinado por la aplicacion
fa U — {0,1} que vale 1 sobre los elementos de A y 0 sobre el resto de elementos. Si se
reemplaza el conjunto discreto {0,1} por el intervalo I = [0,1], entonces el valor de fa(x)
puede expresarse como la probabilidad (o el grado de certeza que se tiene) de que el elemento
x pertenezca al conjunto A. Asi, un conjunto difuso no es méas que una funcién F : U — [0,1]
que expresa, de cierta forma, la incertidumbre que tenemos de que un elemento pertenezca o

no a un conjunto. Como se ha comentado mas arriba, a partir de la idea pionera de Zadeh

A. Roldan
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se han propuesto cientos de trabajos en los que la naturaleza imprecisa en el comportamiento
de un sistema dado responde mejor a un modelo difuso que a un modelo estocastico. Y hoy
posiblemente sean millones los trabajos que se han desarrollado en el campo de la teoria de los

conjuntos difusos y de sus aplicaciones.

A lo largo del tiempo, la forma para expresar esta incertidumbre ha evolucionado de dos
formas distintas, una probabilistica y otra difusa. Aunque ambas comparten elementos en comtun,

su naturaleza algebraica es diferente.

La aproximacién probabilistica a este problema se basa en la idea de que, a pesar se que la
distancia entre dos puntos es un numero real, en general, no podemos acceder a él utilizando
nuestras técnicas y aparatos de medida. Por ello, cuando intentamos medirla, lo que hacemos
es repetir un experimento aleatorio que puede ser expresado en forma de variable aleatoria. Si
suponemos que estos intentos son independientes y que, al menos en teoria, podemos repetirlos
tantas veces como queramos, podremos calcular la distancia que separa dos puntos con un
error tan pequeno como se quiera o, dicho de otra forma, con una probabilidad de que nuestra
estimacién difiera del valor real mayor de 1 — e (siendo € > 0 tan arbitrariamente pequeno como
se desee). Utilizando esta idea podemos expresar la distancia entre dos puntos como una variable
aleatoria que, caracterizada a través de su funcion de distribucién, llevé a la siguiente razonable

definicion.

Un espacio métrico estadistico sobre un conjunto X es un par (X, ) donde §F es
una aplicacién que asigna a cada par de puntos x,y € X una funcién de distribucién
(denotada por §gy(-)) de manera que se verifican las siguientes condiciones, para
cada z,y,z € X.

° gmy(()) = 0.
o Fuy(t)=1
o Juy(t) = §ya(t) para cada t € R.

o SiFuy(t)=1yFy:(s) =1, entonces F.(t +s) = 1.

para cada t > 0 si, y sélo si, z = y.

Si interpretamos que §,(t) denota la probabilidad de que la distancia entre 2 e y sea menor
que t, las tres primeras propiedades son naturales, y establecen la idea intuitiva de positividad,
identidad y simetria. No obstante, la cuarta es una versién ciertamente peculiar de la desigualdad

triangular, que puede ser interpretada de la siguiente manera:

si estamos seguros de que la distancia entre x e y es menor que ¢ y, al mismo tiempo,
estamos seguros de que la distancia entre y y z es menor que s, entonces podemos

afirmar que la distancia entre z y z es menor que t + s.

No obstante, esta version de la desigualdad triangular es demasiad débil como para llevarnos

a resultados interesantes. El principal inconveniente es que si las funciones de distribucién §y

A. Roldan
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que se utilizan en el modelo sélo toman valores estrictamente menores que 1 (y esto podria
ocurrir con suma facilidad), entonces la desigualdad triangular se vuelve vacia de contenido, casi
tautolégica, y no podriamos estar seguros de que la distancia entre dos puntos del espacio se

alcanza en algin momento.

Para solventar este problema, se cambié la desigualdad triangular y Menger la expresé de la

siguiente formas:
Szt +8) > T(Fay(t), Tyz(s)), paracadaz,y,z€ X ycadat,seR,

donde la funcién T : 12 — T es lo que hoy conocemos como norma triangular (también llamada,
t-norma, véase la subseccién 1.2.4). En [93], E. Nishiura ya intuyé las propiedades que debia

verificar una funcién como ésta considerando la funcidn:

Ty(a,b) = Inf ({Fz2(t +5) : Fay(t) > a,8yz(s) > b}), paracada a,bel,

pero fue Menger el primero en darles nombre debido a su decisiva intervencién en la desigualdad
triangular. La teoria probabilistica ha sido después desarrollada con gran éxito por B. Schweizer

y A. Sklar como comentaremos en el subseccién 1.4.1.

La aproximacion difusa al concepto de distancia parte de la idea de que ésta no es realmente
un numero que podamos encontrar o determinar, sino que sélo podemos hacer diferentes afirma-
ciones acerca de ésta asigndndoles niimeros entre 0 y 1 a modo de probabilidad. De esta forma,
en 1975, I. Kramosil y J. Michélek introdujeron en [74] la siguiente nocién de espacio métrico
difuso.

Un espacio métrico difuso (en el sentido de Kramosil y Michdlek) es una terna
(X, R, S) donde R es un conjunto difuso sobre el producto cartesiano X x X x R con
funcién caracteristica fr: X x X xR — Iy S : 1?2 = I es una funcién real binaria
medible tal que S(1,1) = 1, de manera que se verifican las siguientes propiedades,

para cada z,y,z € X.

o fr(
o fr(
e fr(
(
(

x,y,t) =0sit <O0.

x,y,t) =1 para cada t > 0 si, y sélo si, z = y.
z,y,t) = fr(y,z,t) para cada t € R.

o fr(x,z,t+s) > S(fr(z,y,t), fr(y,2,5)).

e fr(x,y,): R =1 es una funcién continua a la izquierda

y no decreciente tal que lim fr(z,y,t) = 1.
t—o00

Las tres primeras condiciones responden a la idea de positividad, identidad y simetria que

debe poseer cualquier nocién de distancia. La cuarta es una version muy débil de la desigualdad

A. Roldan
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triangular con la misma interpretacion que hicimos en el caso de los espacios métricos estadisti-
cos. La quinta condicién es una forma de expresar la idea de finitud de la distancia, a la vez
que, si queremos que fgr(x,y,t) represente la probabilidad de que la distancia entre x e y sea
(estrictamente) menor que ¢, entonces la funcién fr(z,y,-) debe ser continua a la izquierda.
Evidentemente, se podria suponer que fr(x,y,t) representa la probabilidad de que la distancia
entre x e y sea menor o igual que ¢, pero entonces fr(x,y,-) deberfa suponerse continua a la
derecha. Por otro lado, que fr(x,y,-) sea no decreciente significa que si ¢ < s, entonces la pro-
babilidad de que la distancia entre x e y sea menor que ¢ debe ser, intuitivamente, menor o igual

que la probabilidad de que la distancia entre x e y sea menor que s.

Suponiendo condiciones adicionales sobre la funcién S, Kramosil y Michalek demostraron que
su nocién de espacio métrico difuso es equivalente a la de espacio métrico estadistico con tal de
identificar §.y(t) = fr(x,y,t). De hecho, bajo la desigualdad triangular en el sentido de Menger,
es posible asociarle una variable aleatoria R(-;x,y) sobre un cierto espacio de probabilidad a

cada par de puntos = e y de manera que fr(z,y,t) = P ({w: R(w;x,y) < t}).

La nocién de espacio métrico difuso planteada por Kramosil y Michalek ha ido perfilandose
con el paso del tiempo, aceptandose hoy que, para trabajar en estos espacios y poder desarrollar
buenas propiedades con aplicaciones practicas interesantes, éstos llevan involucrada una t-norma
continua (véanse [42, 47, 39]). De esta forma, daremos en la Definicién 1.4.5 una versién més

moderna de estos espacios.

A partir de esta definicién y apoyandose en el creciente desarrollo de la teoria difusa, se
han planteado muchas posibilidades para determinar lo mas precisamente posible la nocién de
métrica difusa. En 1994, A. George y P.V. Veeramani [42] modificaron de una forma ligera (pero
atractiva) los axiomas introducidos por Kramosil y Michalek y determinaron una subclase de
espacios métricos difusos M : X x X x ]0,00[ — I que, abarcando una amplia variedad de ellos
(al menos, los mas utilizados en la préactica), poseen mejores propiedades que los anteriores. En

su célebre trabajo, demostraron que las bolas abiertas
B(z,r,t) ={y € X : Myy(t) >1—r}, dondexz e X yrte]l0,1]

definen una topologia Hausdorff que verifica el primer axioma de numerabilidad. Adema&s, modi-
ficaron las nociones de convergencia de sucesiones y de sucesion de Cauchy para conseguir que
R, dotado de la métrica difusa estandar, fuese completo. Por ultimo, utilizando bolas cerradas,
demostraron una versién para espacios métricos difusos del teorema de Baire (que afirma que la
interseccion numerable de subconjuntos abiertos densos de un espacio métrico difuso es también

densa).

Posteriormente, en 2004, J.H. Park introdujo en [97] la nocién de espacio métrico difuso in-
tuicionista basandose tanto en los espacios de George y Veeramani como en la idea de conjunto
difuso intuicionista planteada por K. Atanassov en [3] (en realidad, Atanassov ya anuncié este

concepto tres anos antes en [4]). Los conjuntos intuicionistas parten de la idea de que, en oca-
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siones, nos encontramos ante fenémenos en los que es dificil determinar si ocurre un suceso o
su contrario, y cabe plantearse la posibilidad de que no podamos decidir con certeza entre una
posibilidad y su contraria. De esta manera, la suma de la certidumbre y de la incertidumbre que
poseemos de que ocurra un cierto fenémeno puede no llegar a la unidad. Asi, a un conjunto se
le asocian dos funciones caracteristicas que, sumadas, dan una cantidad menor o igual que uno.
Trasladando esta idea a espacios métricos difusos, es posible considerar toda una teoria difusa
en la que la suma de la certidumbre y de la incertidumbre sea menor o igual que uno. Aunque, a
la vista de sus aplicaciones practicas, Park prefirié utilizar la definicién de George y Veeramani,
para nuestros propdsitos, en esta Memoria presentamos en la Definicién 1.4.13 la version de los
espacios intuicionistas dada por F. Castro-Company y S. Romaguera en [16] (ver también [2])
que es mas cercana a la de Kramosil y Michéalek y, por tanto, atrapa a una mayor variedad de

espacios (que, por supuesto, incluyen a los de Park).

La nocién de conjunto difuso ha dado lugar no sélo a conjuntos difusos intuicionistas, sino a
toda una variedad de tipos de conjuntos relacionados con la incertidumbre: conjuntos £-difusos,
conjuntos L-difusos intuicionistas, conjuntos difusos intuicionistas valuados en intervalos, con-
juntos probabilisticos, etc. G. Deschrijver y E.E. Kerre hicieron en [27] un completo estudio de
los mismos y analizaron las interrelaciones existentes entre las diferentes nociones, llegando a la
conclusion de que muchos de estos conceptos son equivalentes, y entre los que no lo son existen

ciertas implicaciones.

Volviendo al tema métrico, es de justicia comentar que, a lo largo de la Historia, multitud
de autores han expuesto otras muchas concepciones de espacio métrico difuso desde diferentes
puntos de vista y que no vamos a citar aqui para no extender ain mds la Memoria ([36, 42,
67, 74, 82, 81, 111, 26, 116, 117, 89, 39)). Estas han ido poco a poco contribuyendo a perfilar
la nocién actual que podemos tener de este concepto. En realidad, da la sensaciéon de que no
existe una definicién comtinmente aceptada sino que cada investigador/a utiliza la definicién que
mejor se ajusta a la clase de experimentos que lleva a cabo o que mejor describe los fenémenos
que observa. Sin embargo, aunque todas la llevan aparejada implicitamente, pocas de estas
concepciones (a destacar, quizds, la nocién introducida por O. Kaleva y S. Seikkala en [67] en
1984) utilizan la nocién de nimero difuso para expresar la distancia entre dos puntos del espacio.
Cuando esto se hace, la desigualdad triangular adopta formas que no son nada intuitivas. Por
ejemplo, la definicion de Kaleva y Seikkala es tan general que la desigualdad triangular que
involucra no estda, en absoluto, al alcance de la intuicién. Y trabajar en este tipo de espacios se

vuelve mucho més complicado.

Aunque determinar una idea precisa y manejable de espacio métrico difuso es un tema de
especial interés dentro de la teoria difusa, existen otros dos problemas intimamente relaciona-
dos con el anterior sobre los que también se ha investigado y se investiga especialmente en la
actualidad. El primero es el de introducir una topologia difusa sobre un conjunto que posea

propiedades razonables. Ya hemos comentado que, respecto de este problema, George y Veera-
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mani describieron una topologia Hausdorff que verifica el primer axioma de numerabilidad en
sus espacios. Anteriormente, Michdlek ya habia abordado este problema en [84]. En [26], Deng
estudié la topologia de un espacio difuso pseudo-metrico. Muy recientemente, Shi ha estudiado
en [117] condiciones de regularidad y de normalidad sobre los espacios topoldgicos difusos de

tipo (L, M) que él mismo habia introducido en [116].

Otro de los temas que mas literatura cientifica ha generado en los ltimos tiempos es el
teorema del punto fijo. Debido a su amplia aplicabilidad, la teoria de puntos fijos es una rama
importante del Anélisis Funcional no lineal. Numerosas preguntas en Economfia, Fisica, Quimica
y Biologia nos llevan a ecuaciones diferenciales e integrales no lineales, y si uno hace caso omiso
de la forma concreta de estas ecuaciones, a menudo se pueden reducir a ecuaciones abstractas
en las que interviene cierto operador. El teorema del punto fijo mas conocido e importante es
el principio de contraccion de Banach, que asegura que cada contraccién de un espacio métrico
completo en si mismo tiene un tnico punto fijo. Este teorema aparece en forma explicita en la
tesis de Banach en 1922, en la que se utilizé para establecer la existencia de soluciéon de una
ecuacién integral. La sencillez de su prueba y la posibilidad de alcanzar el punto fijo mediante el
uso de sucesivas aproximaciones hacen de este resultado una herramienta muy util en el Anélisis
y en Matematica Aplicada. La gran importancia del principio de Banach, y la razén por la que
es posiblemente el teorema de punto fijo méas citado en todo el Andlisis, radica en el hecho de
que su prueba contiene elementos de importancia fundamental para el tratamiento tedrico y

practico de ecuaciones matematicas.

Durante los 1iltimos cincuenta anos, la teoria métrica del punto fijo, en la que las condiciones
geométricas sobre los espacios subyacentes y sobre las aplicaciones juegan un papel fundamental,
ha sido un area floreciente de investigacién para la comunidad matematica. La teoria clasica ha
sido desarrollada por muchas personas, entre ellas los conocidos matemaéaticos L.E.J. Brouwer,
S. Banach y J. Schauder. Este campo sufrié un nuevo impulso en 1965 debido a los teoremas de
punto fijo para aplicaciones contractivas descubiertos independientemente por F. Browder, D.
Gohde y W.A. Kirk. Podemos encontrar también versiones posteriores del teorema de Banach
debidas a Krasnoselskii y Zabreiko [128], Edelstein [33], Browder [13] y Caristi [15].

El teorema de Banach, junto con sus posteriores desarrollos, posee multitud de aplicaciones,
aunque la principal (la razén por la que fue descubierto por Banach) reside en su capacidad
de resolver toda clase de ecuaciones (diferenciales, integrales, matriciales, etc.). Sin embargo,
este teorema estd relacionado con muchos otros ambitos de la Matemadtica: sistemas de funcio-
nes iteradas, el método de Newton, la métrica de Hilbert, el teorema de la funcién implicita,
desigualdades variacionales, ecuaciones semilineales de tipo eliptico, teoremas sobre funciones
en espacios de Hilbert, el teorema de Cauchy-Kowalevsky, etc. (en [12] se describen algunas de
estas aplicaciones). Aunque se han desarrollado muchos resultados en este campo, atin quedan
abiertas unas cuantas preguntas que residen en el corazén mismo de la teoria, y hay muchas

preguntas sin respuesta acerca de los limites hacia los que puede extenderse la misma.
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A partir de la demostracién del teorema de Banach, el Andlisis y la Topologia han abierto
el campo de la busqueda de teoremas del punto fijo en muy diversos ambientes y contextos. En
este campo y dentro de la teorfa difusa se han desarrollado infinidad de enunciados (véanse,
por ejemplo [21, 39, 42, 47, 55]). Hoy en dia hay una corriente muy importante de estudio para
determinar puntos fijos de aplicaciones en varias variables y, mas en concreto, de puntos de
coincidencia (dobles, triples, cuddruples e incluso en dimensién superior) en espacios métricos
completos parcialmente ordenados (véanse los resultados de Gnana Bhaskar y Lakshmikantham
[10], de Lakshmikantham y Ciri¢ [76], de Berinde y Borcut [8], de Karapinar y Luong [69] y de
Berzig y Samet [9] en dimension arbitraria). Pero también se pueden encontrar trabajos recientes
en el contexto difuso. Por ejemplo, Zhu y Xiao [133] y Hu [61] mostraron teoremas de existencia
y unicidad de puntos fijos dobles para contracciones en espacios métricos difusos y Fang [40]
demostré algunos teoremas de punto fijo comun bajo ¢-contracciones para aplicaciones com-
patibles y débilmente compatibles definidas sobre espacios métricos probabilisticos de Menger.
Cabe también destacar, sobretodo por su complejidad, el reciente trabajo de J.Z. Xiao, X.H.
Zhu y X. Jin [132] acerca de teoremas de punto fijo en espacios métricos difusos en el sentido de

Kaleva y Seikkala.

Con las ideas anteriores en mente, la presente Memoria estéd dividida en cuatro Capitulos.
FEn el primer Capitulo concretamos cada una de las diferentes concepciones de espacio métrico
(difuso o probabilistico) que hemos comentado y que manejaremos a continuacién. Es por ello
que se trata de una parte dedicada puramente a los preliminares, donde no aportamos demos-
traciones pero si reflejamos la propiedades mas interesantes de cada definicién y confiamos en

dar suficientes referencias para el/la lector/a interesado/a en cada tema.

En el segundo Capitulo, abordamos el estudio de las propiedades comunes que subyacen a
cada una de las teorias mencionadas con anterioridad. Para ello, introducimos nuestra propia
versién de lo que entendemos que deberia ser un espacio métrico difuso, que a cada par de puntos
del espacio le asocie un ntimero difuso y que verifique, de una forma natural, las propiedades de
una métrica real. Para ello, necesitamos interpretar un nimero difuso como un par de funciones
de distribucién de tipo distancia (que forman el conjunto A™1). Esta interpretaciéon nos permite
identificar completamente los conjuntos AT x AT y F, formado por todos los ntimeros difusos
que alcanzan la condicion de normalidad en cero, de tal manera que nos es sencillo trasladar la
métrica de Lévy sobre AT a F. A continuacién, realizamos un estudio detallado de las funciones
triangulares sobre F relaciondndolas con sus correspondientes funciones triangulares asociadas

sobre AT x AT. De esta manera, en la Definicién 2.2.1 presentamos el siguiente concepto.

Un espacio métrico difuso (abreviadamente, un EMD) es una terna (X, F,v)
donde X es un conjunto no vacio, F : X x X — F es una aplicacién que a cada par
de puntos de X le asocia un ntmero difuso de F y v : F x F — F es una funcién

triangular sobre F, de manera que se verifican las siguientes propiedades.
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e Para cada x € X se tiene que F,, = 0.
e Siz,ye€ X verifican que Fyy, = 0, entonces z = y.
e Paracada x,y € X se tiene que Fy, = Fy,.

e Paracada z,y,z € X se tiene que Fy, < v (Fyy, Fy.).

Somos conscientes de las limitaciones de esta definicién pero, como veremos a lo largo del
primer Capitulo, esta concepcién es capaz de atrapar muchas de las nociones de espacio métrico
difuso o probabilistico que se han dado hasta la fecha. Ademés, pensamos que tiene la ventaja de
que plantea una versiéon més natural de distancia utilizando nimeros difusos, y la desigualdad
triangular es exactamente la correspondiente a la desigualdad triangular que todos tenemos
en mente. Concretamente, en los Teoremas 2.2.5, 2.2.17 y 2.2.22 damos caracterizaciones para
determinar cuando estructuras anteriores dan lugar a EMD en nuestro sentido. Por ejemplo,
el siguiente teorema demuestra que cada espacio métrico probabilistico es un espacio métrico

difuso.
Teorema 2.2.5. Sea X un conjunto, sea 7 una funcién triangular sobre AT, sea
d: X x X — A" una aplicacién y definamos, para cada z,y € X:

0, sit <0,
F,y =
1 —dyy(t), sit>0.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) (X,d,7) es un espacio métrico probabilistico.

(b) (X,F,v) es un EMD, donde v es la funcién triangular sobre F asociada a 7/ X 7, sea cual

sea la funcién triangular 7/ sobre AT,

(c) Existe una funcién triangular 7" sobre AT tal que (X,F,v) es un EMD, donde v es la

funcién triangular sobre F asociada a 7/ x 7.

En el siguiente teorema caracterizamos los espacios métricos difusos intuicionistas como una

subclase de los espacios métricos difusos que hemos introducido.

Teorema 2.2.17. Sea X un conjunto, sea * una t-norma continua, sea ¢ una

t-conorma continua y sea v la funcién triangular sobre F correspondiente a 7o/ X Ty.

A. Roldan



INTRODUCCION XV

Supongamos que para cada z,y € X existen conjuntos difusos Mgy, Ny : [0, 00[ —

[0,1] y Fyy : R — [0, 1] relacionados de la siguiente forma:
Mgy (t) =1—Fgy(t) y Nay(t) =F4, (—t) paracadat € [0,00].

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) (X, M, N,x,0) es un espacio métrico difuso intuicionista.
(b) (X,F,v) es un EMD normalizado que verifica las siguientes propiedades.

(b.1) Si z,y € X, entonces F,, = €0 si, y solo si, x = y, lo cual ocurre si, y sélo si,
F;ry = €Q.
(b.2) Fyy (t) ¥ Fy, (s) > Fu. (t + s) para cada z,y,z € X y cada t,s € [0,00] (donde *'

es la t-conorma inducida por ).

(b.3) Fpy(—t)oFy, (—s) > F,, (—t —s) para cada z,y,z € X y cada t,s € [0, 00].
En tal caso, (X, F,v) es el EMD generado por (X, M, N, x,).

Y en el siguiente resultado estudiamos la relacién entre los espacios métricos probabilisticos

intuicionistas y nuestros espacios métricos difusos.

Teorema 2.2.22. Sea X un conjunto, sea 7 una funcién triangular sobre A™, 7
una funcién triangular sobre VT y sea v la funcién triangular sobre F asociada a
Tx7.Seand: X x X > AT, d: X x X -Vt yF: X x X — F tres aplicaciones

relacionadas de la siguiente forma, para cada x,y € X y cada t € R:

1 —dyy(—t), sit<O,
:cy(t) = 7 .
dgy(t), sit>0.

Entonces (X, d, ,d, T) es un espacio métrico probabilistico intuicionista si, y sélo si,

(X,F,v) es un EMD conormalizado tal que

Fuy| =0 & Faylig oo = oh

_00)0[

]—00,0[ 0,00[

Como consecuencia, cualquier espacio métrico probabilistico intuicionista es un EMD. El
siguiente diagrama resume las principales conexiones que demostramos a lo largo del segundo

Capitulo, dejando la puerta abierta a la inclusién de nuevas relaciones y nuevos espacios.

En tercer Capitulo ponemos ejemplos de teoremas de punto fijo en espacios métricos difusos
intuicionistas y en espacios normados difusos. En primer lugar, damos una demostracién com-

pleta y correcta de un teorema de punto fijo que fue enunciado en primer lugar por R. Saadati en
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EMD
/ \
EMPI EMDI
/
cEMP EMP
Menger =——— EKS* —————= EKM
\
EKS EGV

Figura 1: Conexiones entre las diferentes teorias.

[105] como extensién de otro resultado demostrado por C. Alaca, D. Turkoglu y C. Yildiz en [2]
referente a la existencia y unicidad de puntos fijos de aplicaciones contractivas en espacios métri-
cos £-difusos intuicionistas. En concreto, explicamos los preliminares necesarios para entender
este resultado e indicamos el punto exacto en el que fallaba la demostracién dada por Saadati,
y c6mo resolver sin problema este detalle. En concreto, en el Teorema 3.1.3 demostramos el

siguiente resultado.

Sea (X,9,J) un espacio £-difuso completo de manera que la t-norma J es de
tipo Hadzi¢. Supongamos que si M(x,y,t) = C para cada t > 0 entonces C' = 1g.

Entonces cualquier B-contraccién A : X — X posee un unico punto fijo.

A continuacién, demostramos la siguiente version de un teorema anterior de M. Eshaghi
Gordji, H. Baghani y Y.J. Cho [37] para espacios normados difusos (END).

Teorema 3.2.1. Sea (X, p, *) un END completo de manera que * es una t-norma
de tipo Hadzié tal que axb > abparacadaa,b €. Sean F: X xX - Xyg: X - X
dos aplicaciones tales que FI(X x X) C g(X), g es continua y F' conmuta con g. Sea
C un orden parcial sobre X tal que F' verifica la propiedad g-mondtona mezclada y

de manera que existe un nimero real positivo k € |0, 1[ que cumple la desigualdad:

W(F(z,y) — Flu,v), kt) > [u(gz — gu, t)]"* * [u(gy — gv,1)]"/2,

siempre que gr C gu y gy J gv. Supongamos que:
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(a) F es continua, o bien

(b) (X,C) posee la propiedad g-mondtona secuencial.

Si existen dos puntos zg,yo € X tales que gxg & F(xo,v0) ¥ 9¥0 2 F(yo, o),

entonces F'y g poseen algiin punto de coincidencia doble (es decir, existen z,y € X

tales que gr = F(x,y) y gy = F(y,x)).

En el cuarto Capitulo damos una particular versién de una técnica de regresiéon que utili-
za datos de entrada reales y datos de salida difusos. La regresion estadistica es un método de
estimacion muy 1til en areas cientificas tales como la Economia, la Quimica, las Ciencias Me-
dioambientales, Biomedicina, etc. La identificacién del modelo consiste en determinar, de entre
varios modelos, aquél que explique mejor el comportamiento del sistema. Esta relacién funcional
entre las variables independiente (o explicativa) y dependiente (o respuesta) se obtiene supo-
niendo que la diferencia entre ellas se debe a errores aleatorios. Las técnicas de identificacion
clasicas suponen que las observaciones de las variables dependientes e independientes son valores
numéricos y la técnica de minimos cuadrados es la que usualmente nos permite encontrar los
coeficientes del modelo basandonos en estas observaciones. En tal caso, tanto los datos como los

coeficientes que se obtienen en el modelo de regresién son nimeros reales.

Sin embargo, como hemos comentado anteriormente, en el mundo real nos encontramos antes
datos imperfectos, es decir, conocimiento vago, impreciso, incierto, ambiguo, inexacto, o proba-
bilistico por naturaleza. El razonamiento y pensamiento humano frecuentemente se encuentran
ante informacién de este tipo, probablemente originada por la inexactitud inherente de los con-
ceptos humanos y del razonamiento basados tanto en experiencias similares pero no idénticas
como en experiencias anteriores. La teoria de conjuntos difusos o logica difusa, como su nombre
indica, es una légica alternativa a la légica clasica que pretende introducir un grado de vaguedad
en las cosas que califica. En tal caso, el andlisis estadistico difuso trata de resolver algunos de

los diferentes problemas que surgen (véanse [23, 110, 94]).

Formalmente, cualquier funcién evaluada en el intervalo I = [0, 1] es un conjunto difuso. En
los problemas reales, la clase formada por los nimeros difusos (que consiste en las funciones
evaluadas en I que son semicontinuas superiormente, de soporte compacto y toman el valor 1 en
algun punto) es lo suficientemente rica como para permitir analizar la mayoria de aplicaciones
(véase [29]). Sin embargo, esta clase es aun demasiado general, y la mayoria de investigado-
res/as utilizan nimeros difusos de formas simples, tales como los nimeros difusos triangulares,
trapezoidales o los denominados numeros difusos LR, pues éstos satisfacen las necesidades de

los problemas de modelizacion difusa y son mucho més sencillos de manejar y de determinar.

En este contexto, un problema sencillo, pero importante, es el siguiente. En muchas situa-
ciones de la vida cotidiana, la variable independiente puede ser observada de una forma precisa

(por ejemplo, el tiempo, en anos) y la variable respuesta, en lugar de tomar valores exactos,
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se describe por valores aproximados (por ejemplo, cuando decimos “alrededor de 80 gr/I” o
“aproximadamente 500 euros”). Esta imprecisién puede ser modelizada utilizando ntimeros di-
fusos con formas simples, por ejemplo nimeros difusos triangulares, trapezoidales o LR. En este

caso, es posible tratar de determinar modelos separados para los centros y las amplitudes (véase

24, 41, 103]).

Bajo el término de Regresion Difusa se engloba a aquellos métodos de regresién en los
que alguna de sus variables y/o alguno de sus coeficientes son nimeros difusos. La Regresién
Difusa tiene su origen en los métodos basados en programacion lineal conocidos como Regresién
Posibilistica, donde destacan las aportaciones de H. Tanaka. Tras la aparicion de este modelo
y debido a algunos inconvenientes que presenta, se propusieron métodos basados en el enfoque
de minimos cuadrados. En la actualidad se esta aplicando una técnica conocida como mdquinas
de soporte vectorial a la resolucion de problemas de regresiéon. Esqueméticamente los métodos
tradicionales que se han venido utilizando en los problemas de regresion difusa para la estimacion

de pardmetros, y que a continuacién analizamos més detalladamente, son los siguientes:

s Métodos de programacion lineal.
s Métodos de minimos cuadrados.

s Maquinas de soporte vectorial.

Puede considerarse que la Regresién Difusa surge en 1982 cuando H. Tanaka y sus colabora-
dores publican los primeros intentos para dar solucién a este problema basandose en el principio
posibilistico. Este principio trata de determinar los coeficientes del modelo de forma que tengan
la menor incertidumbre posible. Tanaka y sus colaboradores propusieron en [119] una formu-
lacién del andlisis de regresiéon lineal difuso en términos de este principio y determinaron los
parametros difusos involucrados formulando un problema de programacion lineal. Este método
fue denominado Regresion Posibilistica. Desde entonces, Tanaka y sus colaboradores, asi como
otros autores, han profundizando en el analisis de regresién difuso basado en el enfoque posi-
bilistico. Aunque se trata de trabajos significativos y de gran valor en el ambito de la Regresion
Difusa, esta metodologia ha recibido numerosas criticas (véanse [91, 28, 124, 68, 71]). Dos de las
principales criticas que se hacen a este enfoque son las siguientes: por un lado, es muy sensible
a valores atipicos (también llamados extremos u outliers) y, por otro lado, algunos coeficientes
tienden a tomar valores reales precisos (no difusos) debido a las caracteristicas de la programa-
cién lineal. Para abordar estas cuestiones, Nasrabadi y Nasrabadi [91] propusieron un enfoque

basandose en programacion matematica.

Otro problema que se puede observar al respecto de la Regresién Posibilistica es que, cuando
los coeficientes son nimeros difusos, la amplitud de la variable estimada se vuelve mayor que
los valores de los incrementos de la variables explicativas, incluso cuando las amplitudes de las

respuestas estimadas disminuyen, o cuando se introducen mas observaciones en el modelo. Esto
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contradice la intuicién. Para resolver este problema, Diamond [28], Wu y Tseng [124] y Kao y
Chyu [68] consideraron coeficientes numéricos para describir la relacién borrosa entre la variable
difusa de respuesta y las variables difusas (o numéricas) explicativas. Todos ellos utilizaron el
concepto de minimos cuadrados para determinar los coeficientes de la regresiéon. Kao y Chyu
utilizaron un proceso de resolucién en dos etapas para determinar los coeficientes numéricos
utilizando el criterio de Kim y Bishu [71], el cual, a su vez, es una modificacién del criterio de
andlisis de regresion lineal difusa propuesto por Tanaka y otros en [120]. Aunque este criterio ha
sido utilizado por varios autores, posee el inconveniente de que si las variables difusas observada

y estimada no se intersecan mutuamente, entonces el error de estimaciéon permanece constante.

En el caso de la regresién posibilistica lineal, Serrunier y Prade [114] propusieron un método
basado en redes neuronales, que se ilustré con datos de Ciencias de la Naturaleza, y Chen y

Chen [17] propusieron un método de programacién no lineal.

La mdquina de soporte vectorial (SVM, del inglés Support Vector Machine) es una técnica
para resolver problemas de reconocimiento de patrones, que se utiliza para la clasificacién y el
andlisis de regresion. Estd basada en el principio de minimizacién del riesgo estructural (SRM).
Este principio de induccién se fundamenta en el hecho de que el error de generalizacion esta aco-
tado por la suma del error de entrenamiento y un término de intervalo de confianza que depende
de la dimensién de Vapnik-Chervonenkis [121]. Asi, el objetivo del SRM es minimizar el limite
superior del error de generalizacién en vez del principio de minimizacién de riesgo empirico.
Cuando se aplica una maquina de soporte vectorial a problemas de estimacion en regresién, nos
solemos referir a ella como regresion de soporte vectorial. La regresién de soporte vectorial es
actualmente un tema de investigacion muy activo para resolver problemas no lineales con datos
imprecisos cuando no se requiere interpretabilidad lingiiistica. La regresiéon de soporte vectorial
es una herramienta de regresién no lineal, regularizada y no paramétrica que ha sido aplicada a
problemas de control éptimo, a obtener predicciones en series temporales, al andlisis de la regre-
sién por intervalos, a la determinacion de las estructuras iniciales de redes neuronales difusas,
etc. (véanse Hong y Hwang [60]; Chiang y Hao [19]; Juang y Hsieh [64]; Khemchandani y otros
[70]; Yang y otros [127]).

Desde el punto de vista estadistico, el método de minimos cuadrados para estimar las fron-
teras de una variable difusa suele ser més apropiado y es, a menudo, mas sencillo de computar
que el método de programacién lineal tradicional (Wu y Tseng [124]). Recientemente, se han
determinado modelos de regresion lineal simple en términos de los momentos de los elementos
aleatorios involucrados en el problema, en el caso de que los datos de entrada y salida sean
numeros difusos trapezoidales (Gonzélez-Rodriguez y otros [46]). Néther [92] y Kratschmer [75]

también han estudiado problemas de minimos cuadrados que involucran datos difusos.

Existen modelos de regresién, desarrollados en trabajos recientes, que utilizan ntimeros di-
fusos en la variable respuesta y numeros reales en la variable de entrada. Por ejemplo, Coppi

y otros [24] estudiaron la dependencia de una variable de respuesta difusa de tipo LR a partir
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de variables explicativas reales proponiendo un procedimiento iterativo de estimacién por mini-
mos cuadrados que conlleva condiciones de no negatividad. Para superar las condiciones de no
negatividad, en 2010, Ferraro y otros [41] propusieron un modelo de regresién lineal para una
variable de respuesta imprecisa y varias variables explicativas reales analizando el problema den-
tro del contexto de los modelos de regresién multiple tradicionales y de regresiéon multivariante.
También Chen y Hsueh [18] analizaron un modelo de regresién difusa que trata de minimizar la
suma de las distancias cuadraticas medias entre las respuestas estimadas y observadas utilizan-
do algunos a-cortes. En general, cuando se trabaja con variables aleatorias difusas, el andlisis
de la regresién difusa para determinar la relacion entre las variables explicativa y respuesta se
vuelve méas complejo y se encuentran muchas dificultades para determinar soluciones 6ptimas,

especialmente en el caso de problemas no lineales.

En el ultimo Capitulo de la presente Memoria ofrecemos una nueva aproximacion al problema
del anélisis de las relaciones de regresion lineal y no lineal considerando datos de entrada reales
y datos de salida difusos triangulares. Sobretodo, por tres motivos: porque pensamos que se
trata de un caso que se presenta en muchos contextos de la vida real, porque entendemos que la
técnica de regresion por minimos cuadrados es un método de estimacion suficientemente simple
y muy conocida (utilizada por muchos/as investigadores/as en campos muy diversos) y porque
la formulacién que proponemos posee una expresion matematica facil de entender e igualmente
facil de programar, que puede adaptarse a estudios estadisticos aplicaindose con éxito. Para ello,
utilizaremos diferentes distancias entre nimeros difusos y enunciaremos un criterio de minimos
para encontrar la solucién éptima. A continuacién, generalizaremos este caso ajustando otros
modelos para las amplitudes. Esta nueva técnica no sélo puede ser utilizada con ntimeros trian-
gulares, es muy sencilla de aplicar y computar, puede ser aplicada en diferentes contextos y, un
estudio comparativo con otras técnicas desarrolladas por otros/as investigadores/as demuestra
que la técnica propuesta produce un error total similar o incluso menor al obtenido por otros
procedimientos mas complejos. A continuacién, resumimos todos los casos que hemos estudiado

en el siguiente enunciado, en el caso en el que las amplitudes puedan considerarse constantes.

Teorema 4.2.11. Sean X, ) dos variables tales que X es una variable aleatoria

real e ) es una variable aleatoria difusa que se relacionan a través de la ecuacion
Y= f(X,a)+ (e /e/e%).

Sea {X;, Y}, una muestra aleatoria simple obtenida de (X, )), siendo Y; = (Y; —
L;/Y;/Yi+ S;). Sea }A/&C un modelo ajustado para los centros a partir de {X;,Y;}7" | y

consideremos el problema de regresién (en I,S > 0) para alguna distancia d:
Ors: M T, @ps@)=(Ye—1/Y/Ye+S),

(P) n .
E(1,S) =Y d(Y;,®% )  minimo.
i=1 -
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» Utilizando di(A4, B) = ||A — Bl|; = [z | A(t) — B(t) | dt, el problema (P) posee

como unica solucion los valores estimados

I= Mediana(/ly, ..., I,) vy S = Mediana(S, ..., Sp).

. Utilizando d3(A, B) = ([° | A() ~ B(t)|dt) + (J;| AW ~ B |dr) . el

problema (P) posee como unica solucién los valores estimados
I= Media(Iy,...,I,) ¥y S = Media(Sy, ..., Sp).

= Utilizando do(A, B) = |A — B3 = Jr (A(t) — B(t))? dt, el problema (P) posee
una unica solucién. Siguiendo la notacién (4.3), los estimadores de los pardame-

tros I y .S son las tnicas soluciones no negativas de las ecuaciones cibicas:

( Eemiy | o (L i - 2 =
20 3 G tw <Zmi -2 > mz) — > mi(l})* =0
i=r+1 44 i=1 i=r+1 i=1
en el intervalo [I], I ] 1
( Koo r K r rkL
208 3 i ba? | omi—2 30 mp | — Smi(S)? =0
i=r+1 2 i=1 i=r+1 i=1
en el intervalo [S], S]] 1

respectivamente.
- Utilizando du (A, B) = sup ({|A(t) — B(®)] : £ < 0})+sup ({|A(t) — B(t)| : ¢ > 0}),
el problema (P) posee solucién. Siguiendo la notacién (4.3), el estimador del

parametro [ es el valor Iy, I, ..., I, donde se alcanza el minimo de los siguientes

k numeros reales:

k
1 7j—1 k ms
{n—mj—I,'Zmiff—I]’-'Z I’Z} :
ji=1 i=j+1 44 i1
‘]7
y el estimador del parametro S es el valor S1,59, ..., S, donde se alcanza el

minimo de un conjunto numérico similar.

En la parte final del Capitulo, aplicaremos este método a un interesante problema de pro-
duccién de biomasa: el estudio de la influencia de la temperatura en la extracciéon de azicares
(principalmente, xilosa) a partir de los desechos de la poda de olivos. Estos desechos constituyen
una biomasa muy abundante en la provincia de Jaén. Una de sus ventajas principales es la
concentracién geogréfica con que se producen. La provincia de Jaén cuenta con el 40 % del drea
total dedicada al cultivo de olivo en Espana. Comparados estos restos con los de otros procesos,

y debido a su acumulacion geografica, su recoleccion y su transporte son realmente baratos. Los
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restos de la poda de olivo constituyen una fuente potencial de xilosa que puede ser utilizada
como materia prima en la produccién de xilitol. Este es un edulcorante que mejora el sabor y
proporciona algunos beneficios saludables (por ejemplo, dentales), a la vez que se recomienda

para personas diabéticas e incluso es utilizado como un farmaco contra el cancer.
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Capitulo 1

Preliminares: espacios métricos
difusos, espacios métricos

probabilisticos y regresion

Como detalldbamos en la Introduccién, en la presente Memoria obtenemos algunos resul-
tados de comparacion entre las diferentes nociones que se han dado a lo largo de la Historia
acerca de espacio métrico difuso, a la vez que proponemos una estructura comun utilizando
numeros difusos. Este primer Capitulo pretende exponer los preliminares necesarios acerca de
las estructuras métricas que consideraremos, apoyandonos en los conceptos de funcién de distri-
bucién, funcién triangular y t-norma. Por supuesto, los contenidos que incluimos aqui se pueden
encontrar en forma mucho mas amplia en la literatura sobre el tema. Pretendemos exponerlos
en la forma mas rapida y, a nuestro entender, mas facil de asimilar e intentamos evitar las do-
sis considerables de ambigiliedad, y algunas veces de confusién, que se pueden encontrar en los
textos habituales. Sélo daremos demostraciones de los resultados més relevantes desde nuestro
punto de vista aunque, en todo caso, proporcionaremos indicaciones mas que suficientes para
que el lector pueda desarrollarlas sin demasiado esfuerzo, apoyandose, si fuera necesario en la

bibliografia recomendada.

Quizés los mejores textos para introducirse en las bases algebraicas de la teoria de espacios
métricos difusos asi como en los fundamentos elementales de la incertidumbre pueden ser [111,

31, 87, 123).
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1.1. Espacios métricos

En lo sucesivo, denotaremos por R al conjunto formado por todos los niimeros reales y por
R = [~00, 0] a la recta real ampliada (por comodidad, utilizaremos la notacién oo para +o00).
Escribiremos
RT =]0,00[, Rf =[0,00[, Ry =][0,00].
Los conjunto R™, R y R, se definen andlogamente. Denotaremos por I al intervalo real [0, 1].

En lo que sigue, X denotara un conjunto no vacio.

Definicién 1.1.1 Una métrica sobre X es cualquier aplicacion d : X x X — [0, oo[ que verifique
las siguientes propiedades.
e Para cada x € X se tiene que d(x,z) = 0. (1.1
o Sixz,y € X verifican que d(z,y) > 0, entonces x # y. (1.2
e Para cada x,y € X se tiene que d(z,y) = d(y, ). (1.3
e Para cada x,y,z € X se tiene que d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2). (14

La condicién (1.4) se denomina desigualdad triangular. Si d es una métrica sobre X, diremos

que (X, d) es un espacio métrico (abreviadamente, un EM).

En realidad, condiciones necesarias y suficientes para que una aplicacién d : X x X — R sea

una métrica sobre X son las siguientes:
() dlw.y) = 0si, y solosi, @ = y; (i) d(,y) < d(s2) +d(zy).

A partir de estas propiedades se puede deducir facilmente que d(x,y) > 0y que d(y,x) = d(z,y)
para cada z,y € X.

Ejemplo 1.1.2 Si X es cualquier subconjunto de R, la métrica usual (o euclidea) sobre X es

d(z,y) = |x — y|, para cada x,y € X.

Ejemplo 1.1.3 Si X es cualquier subconjunto de R™, la métrica usual (o euclidea) sobre X es

da(a,y) = /(21— ) + (@2 — 92)° + .+ (20 — yu)?

para cada © = (21,22, ..., Tn), Y = (Y1,%2,---,Yn) € X.

Ejemplo 1.1.4 La métrica euclidea es un caso particular de la métrica d, sobre R" definida

para p > 0 mediante:
dp(w,y) = (21— )" + (22— 12)" + . + (20 — y)"]?
para cada © = (x1,22,...,Zn), Yy = (Y1,Y2,...,Yn) € R™.
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Ejemplo 1.1.5 Cuando p se hace arbitrariamente grande, la distancia anterior tiende a valer
doo(#,y) = max (|z1 — 91|, [w2 — w2l - [T — Ynl)
para cada © = (r1,T2,...,2n),y = (Y1,Y2,...,Yn) € R™.

Ejemplo 1.1.6 Si X es cualquier conjunto no vacio, llamaremos distancia discreta sobre X a

d(z,1) 0, six=uy,
x’ = .
Y 1, six#uy.

la distancia

Ejemplo 1.1.7 Dado p > 0, denotemos por LP al conjunto de funciones f : R"™ — R tales que

1< o

(tomdndose la integral en el sentido de Lebesgue). Entonces LP es un espacio métrico con la

distancia

1/p
dp(f,9)=</R !f—9|p> para cada f,g € LP.
Ejemplo 1.1.8 Si L> denota el conjunto de funciones acotadas sobre R™, podemos definir

doo(fy9) = sup ({|f(1) —g(t)[ : t €R})  para cada f,g € L7

Ejemplo 1.1.9 Si Y es un subconjunto de X, la restriccion a Y XY de cualquier distancia

sobre X es una distancia sobre Y.

Ejemplo 1.1.10 Uno de los ambientes en que la nocion de distancia es mds intuitiva es el de
las variedades de Riemann. Sea (M"™,g) una variedad de Riemann conexa. Una curva C* a
trozos es una curva continua o : [0,1] — M de manera que existe una particion {a =ty < t; <
... <ty = b} dea,b] tal que oy, . es una curva diferenciable C* para cada i € {1,2,...,k}.

La longitud de a es el numero real

b k t;
L(a):/ o= [ o) .

ti—1
Utilizando la formula del cambio de variable en integracion, es sencillo demostrar que la longitud
de una curva es invariante frente a reparametrizaciones y por isometrias locales. Se define
entonces la distancia entre dos puntos p y q de M como el infimo de todas las curvas C* a

trozos con origen en p y extremo en q.
d(p,q) = inf ({ L(e) : a curva C™ a trozos con origen p y extremo q }) .

Es posible demostrar que d es una distancia sobre M. Ademds, cuando esta distancia es completa,
el teorema de Hopf-Rinow (1931) nos asequra que cualesquiera dos puntos de M se pueden unir

no ya por una curva C* a trozos, sino por una geodésica minimizante (véanse [13, 88]).
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1.2. Operaciones binarias, funciones triangulares y t-normas

Hemos comentado en la Introduccion de la presente Memoria la necesidad de hacer intervenir
nociones probabilisticas en el cédlculo de distancias entre puntos. Asi, a cada par de puntos
hemos de asociarle un objeto matematico capaz de medir probabilidades. Lo usual es trabajar
con funciones de distribucién, que nos permiten situarnos en cualquier contexto probabilistico.
De esta forma, la desigualdad triangular deberd relacionar funciones de este tipo. Veamos en la
presente secciéon como deben ser éstas y algunas de sus principales propiedades. Casi todas las

demostraciones de los enunciados que presentamos pueden consultarse en [111].

1.2.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Llamaremos relacion binaria sobre un conjunto X a cualquier subconjunto R no vacio del
producto cartesiano X x X. Escribiremos aRb si (a,b) € R. Diremos que R es un orden parcial

sobre X si cumple las tres siguientes propiedades:

e Refleriva: para cada a € X se tiene que aRa.

o Transitiva: si aRby bRc, entonces aRec.

e Antisimétrica: si aRby bRa, entonces a = b.
Es tal la importancia del orden parcial < sobre los niimeros reales que las propiedades anteriores
se suelen escribir con la siguiente notacion.

o Refleriva: para cada a € X se tiene que a < a.

e Transitiva: sia <byb<c, entonces a < c.

o Antisimétrica: sia <byb< a,entonces a =b.

Escribiremos que a < b (o, equivalentemente, que b > a) si a < b pero a # b. Diremos que (X, <)

es un conjunto parcialmente ordenado si < es un orden parcial sobre X.

Dados dos puntos a,b € X, diremos que un elemento ¢ € X es una cota superior de a y de b
sia < cyb<c. Diremos que s € X es el supremo de a y de b si s es la minima cota superior de
a 'y de b, es decir, s es una cota superior de a y de b y si ¢ € X es cualquier otra cota superior
de a y de b, entonces s < c. Andlogamente se definen los conceptos de cota inferior y de infimo

de dos elementos a y b.

En principio, dos elementos de un conjunto parcialmente ordenado pueden no poseer ni
supremo ni infimo. No obstante, cuando dos elementos poseen supremo (o infimo), éste es tinico
(pues los dos deben ser comparables). En caso de existir, se suele denotar por a V b al supremo

de los elementos a y b y por a A b a su infimo.

Llamaremos reticulo a cualquier conjunto parcialmente ordenado (X, <) en el que cada dos

elementos poseen infimo y supremo. Esta definicién se extiende de forma sencilla a conjunto
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finitos. Diremos que un reticulo (X, <) es completo si cualquier subconjunto no vacio de X
posee infimo y supremo. En particular, un reticulo completo posee un elemento supremo (un
maximo absoluto) y un elemento infimo (un minimo absoluto), es decir, dos elementos I, S € X

de manera que I < x < S para cada x € X.

Un ejemplo de reticulo completo es el subconjunto de partes de un conjunto no vacio X con

la relacién de inclusién A C B.

1.2.2. Operaciones binarias

Definicion 1.2.1 Llamaremos operacion binaria sobre X a cualquier aplicacion T : X x X —

X. Diremos que una operacion T':

» es asociativa si T (T (x,y),2) =T (x,T (y, 2)), para cada z,y,z € X;
» es conmutativa si para cada x,y € X se tiene que T (x,y) =T (y,x);
» posee al elemento e € X como unidad si para cada z € X se tiene que T (x,e) =T (e,z) = x;

» posee al elemento ¢ € X como cero si para cada x € X se tiene que T (z,c) =T (c,x) = c.

Supongamos ahora que (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que una ope-

racion T':

» es no decreciente en cada argumento si para cada x1,T2,y1,y2 € X, con x1 < z9 e y1 < Y2,

se tiene que T (z1,y1) < T (z2,y2).

Dadas dos operaciones binarias Th y To sobre X, diremos que Th < Ty (o, equivalentemente,
Ty > T4 ) si para cada x,y € X se tiene que Ty (z,y) < Ts (z,y). Diremos también que Ty < Ty
si Ty < Ty pero Th # To (difieren en algin punto).

Supongamos ahora que X es un espacio topoldgico. Diremos que una operacion T':
» es continua st es una aplicacion continua de X x X, con la topologia producto, en X.

En el caso particular de que X =1=[0,1], diremos que una operacion T : 1 x T — I:

» es continua a la izquierda si para cada x,y € )0, 1] se tiene que:

T(m,y):sup({T(u,U):O<u<x, 0<v<y}>.
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Aunque pueda parecer lo contrario debido a su nombre, no existe ninguna relaciéon directa
entre las operaciones continuas y las continuas a la izquierda. Por ejemplo, consideremos la

funcién H : I x I — I definida por:

H(m,y):(:v—%)Q—i-(y—%)Q, Va,y €I

Su minimo absoluto es H (1/2,1/2) = 0, y su méximo absoluto se alcanza en las esquinas del
cuadrado I x 1, y vale H (0,0) = 1/2. Por consiguiente, H, a pesar de ser continua, no es continua

a la izquierda, pues:

sup ({ H (z,y) /O<x <1/2,0<y< 1/2}) — H(0,0) > H(1/2,1/2).

Sin embargo, hay un caso en el que la continuidad implica continuidad a la izquierda.

Lema 1.2.2 Toda operacién binaria T : I x I — I continua y no decreciente en cada argumento es

continua a la izquierda.

1.2.3. Funciones triangulares sobre un conjunto

Definicién 1.2.3 Sea (X, <) un conjunto parciamente ordenado con minimo absoluto ., y
maximo absoluto xpr. Llamaremos funcién triangular sobre X a cualquier operacion binaria
7: X XX — X que sea asociativa, conmutativa, no decreciente en cada argumento y posea a

Ty como unidad. En definitiva, T debe verificar las siguientes propedades:

e Para cada x,y,z € X se tiene que 7(7(x,y),2) = 7(x,7(y, 2)). (1.5)
e Para cada x,y € X se tiene que T(x,y) = 7(y, ). (1.6)
o Sixzy,x9,y1,y2 € X verifican que 1 < x2 e y1 < y2, entonces T(x1,y1) < T(x2,y2). (1.7)
e Para cada x € X se tiene que T(xp,x) = T(x,20) = 2. (1.8)

Llamaremos funcién triangular a cualquier funcién triangular sobre AT (conjunto que definire-

mos en la subseccion 1.2.5).

Las funciones triangulares sobre X también reciben el nombre de normas triangulares sobre

X, y algunos autores las denominan ¢x-normas.

El elemento minimo de X es un cero de cualquier funcién triangular ya que, para cada x € X,

se tiene que Ty, < T(2, ) < T(Tm, Tar) = Ty, de donde 7(zp, ) = Ty

1.2.4. t-normas y t-conormas

Sea [a,b] sea un intervalo cerrado y acotado de nimeros reales.
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Definicién 1.2.4 Llamaremos t-norma sobre [a, b] a cualquier funcion triangular sobre [a, b], es
decir, a cualquier operacion binaria sobre [a,b] que sea asociativa, conmutativa, no decreciente

en cada argumento y posea al elemento ‘b’ (mdximo de [a,b]) como unidad.

Llamaremos t-conorma sobre [a,b] a cualquier operacion binaria sobre [a,b] que sea asocia-
tiva, conmutativa, no decreciente en cada argumento y posea al elemento ‘a’ (minimo de [a,b])

como unidad.

Llamaremos t-norma (respectivamente, t-conorma) a cualquier t-norma (respectivamente,

t-conorma) sobre el intervalo I = [0, 1].

: - L 2 .

En lo sucesivo, utilizaremos la notacién * : [0,1]" — [0, 1] para referirnos a una t-norma, y
o :10,1]" — [0, 1] significard una t-conorma. La tnica diferencia entre estos dos conceptos es que
las t-normas poseen a 1 como unidad y a 0 como cero, mientras que las t-conormas poseen a 0

como unidad y a 1 como cero. Dicho de otra forma, para cada a € I se tiene que:
axl=a=a¢0 y ax0=0=acl.

Ejemplo 1.2.5 Los tres ejemplos mds importantes de t-normas, que utilizaremos con la siguien-

te notacion, son M, W y Il definidas de la forma:

M (z,y) = min (x,y),
W(l‘,y) :méx(x+y—1,0),
I (z,y) = zy,

para cada x,y € 1. Estas tres t-normas son claramente continuas y continuas a la izquierda. Hay

otro ejemplo interesante de t-norma, aunque no es continua, y es el siguiente:

x, sty=1,
Yo,y €1, Z(x,y) =< vy, sixz=1,

0, siz,yel0,1].
Estas cuatro t-normas estan ordenadas de la siguiente forma.

Proposicion 1.2.6 Con la notacién anterior, Z < W < Il < M. De hecho, si *x es cualquier

t-norma, entonces Z < x < M.

En este sentido, M es la mayor t-norma posible y Z es la menor t-norma posible. El lema

1.2.2 se traduce, en el caso de t-normas, en la siguiente propiedad.

Proposicién 1.2.7 Toda t-norma continua es continua a la izquierda.

A. Roldan



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

10

(a) La t-norma M (z,y) = min(z,y) (b) La t-norma W (z,y) = mix(z+y—1,0)

Figura 1.1: Algunas de las t-normas maés utilizadas en la préactica.

Es sencillo construir una t-conorma a partir de una t-norma, y viceversa, de la siguiente

manera.

Lema 1.2.8 Sea * : I — I una operacién binaria y definamos *' : 2 — I de la siguiente forma:
axb=1—(1—a)*(1—5b), paracadaa,bel.

Entonces * es una t-norma si, y sélo si, ' es una t-conorma.
La t-conorma #*’ suele denominarse t-conorma asociada a la t-norma *. Reciprocamente, si
© es una operacién binaria sobre I y definimos a ¢’ b=1— (1 —a) ¢ (1 — b) para cada a,b € 1,

entonces ¢ es una t-conorma si, y sélo si, ¢’ es una t-norma. Ademaés, los procesos anteriores son

complementarios, es decir, ¥ = *x y ¢/ = o.

Ejemplo 1.2.9 Las t-conormas asociadas a las t-normas presentadas en el Ejemplo 1.2.5 estdn

definidas, para cada x,y € I, como:
M' (z,y) = max (z,y), W (z,y)=min(z+y1), I (z,y)=z+y—ay,
z, sty=0,
ZNx,y) =14 vy, siz=0,
1, siz,ye€]0,1].
De esta forma, se tiene que:
Z<W<O<M<M<Il'<W <Z.
En general, si * es cualquier t-norma y ¢ es cualquier t-conorma, se tiene que:
Z<x<M<M<o<Z.
En particular, no puede ocurrir que ¢ < *. En concreto, si * es cualquier t-norma,

Z<x<M<M<+<Z.
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Un tipo especial de t-normas son las siguientes. Sea * una t-norma y sea a € I. Denotaremos
por {«"a}>° ; a la sucesién de I definida, por recurrencia, como:

sla = a, «"a = (+"la)xa paracadaneN, n>2 (1.9)

Definicién 1.2.10 [57] Diremos que una t-norma * es de tipo Hadzi¢ (o de tipo H) si la
sucesion {x"a}>% | es equicontinua en a =1, es decir, para cada € > 0, existe § > 0 de manera

que si a € |1 — 0, 1], entonces x™a > 1 — ¢ para cada n € N.

Por ejemplo, la t-norma minimo M es una t-norma de tipo Hadzi¢.

1.2.5. Funciones de distribucién de tipo distancia. El conjunto A™

Llamaremos funcion de distribucion a cualquier funcién no decreciente F' : R — I = [0, 1]
que sea continua a la izquierda. Podemos extender esta funcién a R definiendo F (—oc) = 0y
F (c0) = 1, de manera que sigue siendo no decreciente. Este tipo de funciones no son exactamente
las que nos van a servir para medir distancias pues, en principio, pueden estar asociadas a
variables aleatorias que tomen valores negativos. Necesitamos quedarnos con la clase de las

funciones de distribucién que se anulan en [—o0, 0].

Definicién 1.2.11 Una funcién de distribucién de tipo distancia (abreviadamente, f.d.d.) es
una funcion no decreciente f : [0,00] — I, continua a la izquierda en ]0,00] y que cumple que

f(0)=0y f(c0) =1. Denotaremos por A™ al conjunto formado por todas las f.d.d.

Se puede extender cada f.d.d. a f : R — [0, 1] definiendo f (t) = 0 si t < 0, aunque esta parte

de la funcién no aporta nada nuevo.

Figura 1.2: Un ejemplo de f.d.d.

Ejemplo 1.2.12 Ejemplos de f.d.d. son las siguientes funciones de salto. Para cada a € [0, o0],
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definimos €, : [0, 00] — [0,1] como:

. I | €
0, stt<a, a
ca () = |
1, sit>a, |
—— -
| a X
e igualmente definimos:
0, site][0,00],
€ () =

1, sit=o00.

Cada funcion €, es continua en [0,00] \ {a}, pues es localmente constante en este conjunto.

Ejemplo 1.2.13 Dados nimeros distintos a1, az, ..., a, € [0,00], la funcion

€a; T €ap + ... T €q,
n

€ay,az,...,an
también pertenece a AT. De hecho, sia; < as < ... < ay, entonces
0, sit<an,
€ay,a9,...,an (t) = po sta; <t < aitr,
1, si1t>ay.
Estas funciones son escalonadas y presentan un numero finito de discontinuidades.

Estas f.d.d. corresponden a variables aleatorias discretas, y sus funciones de distribucion

asociadas son de la siguiente forma.

O, Si X < a’17 ‘
< 1
b1, si a1 <z < ag, bt ——---- — I|
F(z) = bz__—————$ |
by, si ap << apy1, ) | | |
F— |
1, si T > Ao 19 a a a, X

El conjunto de f.d.d. A" es un conjunto parcialmente ordenado mediante la relacién:

flgedt,  f<g & | f@)<g(@), paracadaze]o,ool

A. Rolddn
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Si f € At es cualquier f.d.d., entonces e (t) = 0 < F (t) < 1 = ¢y (t) para cada t € |0, 00], lo
que demuestra que
€oo < f <€ paracada f € AT,

De esta forma, €y es el maximo absoluto de AT y €5, es el minimo absoluto de A™.

El primer resultado interesante que podemos destacar en AT es la existencia de supremo en

el reticulo parcialmente ordenado (A™, <).

Lema 1.2.14 El supremo de cualquier conjunto (no vacio) de f.d.d. en A" es otra f.d.d. de A™T.

Dicho de otro modo, si {fi},c, es una familia de d.d.f en A" y definimos

sup 300 > 0,11, (sup £} (0) =sup file) . para cada s € (0.0,
1EA €A 1€EA
entonces sup f; € AT, y ademds es obvio que:
1EA
sup fi > fj, para cada j € A.
€A

No ocurre lo mismo con el infimo, que podria no ser continua a la izquierda.

Adem4s de un conjunto parcialmente ordenado, A" es un espacio metrizable. En 1925, P.
Lévy introdujo una métrica sobre el conjunto de funciones de distribucién. Dicha métrica fue
modificada por D.A. Sibley en 1971, y después por B. Schweizer y A. Sklar en [111] con el objeto
de que cumpliese propiedades mas interesantes y poder trabajar de una forma ma&s comoda.

Sean f,g € AT y sea § € [0, 1]. Diremos que se cumple la condicién [f, g; ] si:
g(x) < f(x+0)+0, para cada z € ]0, 5.
Obsérvese que la condicién [f, g; 1] siempre se cumple, pues:
gx)<1<1+f(x+1), para cada z € ]0,1].

Definicién 1.2.15 Dadas dos f.d.d. f,g € AT, llamaremos distancia de Lévy modificada entre

f v g, yla denotaremos por dr, (f,g), al nimero real:

dr, (f,g) = inf <{ >0 /[f,g;é] y lg, f; 9] ocurren a la Uez}).

Con esta definicién, se puede demostrar que la aplicacién dy, : AT x AT — Rg cumple las

siguientes propiedades.

Lema 1.2.16 1. dy es una métrica sobre A" de manera que (A", dr) es un espacio métrico

compacto y completo.
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2. Sidr (f,g) =6 >0, entonces el infimo que la define es un minimo, es decir, [f,g;0] y [g, f;d]

ocurren a la vez.
3. Paracada f € AT y cada t > 0 se tiene que dr, (f,e0) <t si, y sélosi, f(t) >1—t.

4. Si f,g € AT verifican f < g, entonces dy, (g, €0) < dr, (f,€0).

Se dice que una sucesién de f.d.d. {f,} converge débilmente a f si {dr(fn,f)} converge a

Cero.

Lema 1.2.17 Una sucesién {f,} de f.d.d. de AT converge débilmente a f € AT si, y sélo si, la

sucesion de ndimeros reales { f,(z)} converge a f(z) en cada punto de continuidad x de f.

Observacion 1.2.18 Como se comenté en la Definicion 1.2.8 y dado que son las que mds nos
interesan, llamaremos funcién triangular a cualquier funcion triangular sobre A™. El elemento
unidad de cualquier funcién triangular 7 : AT x AT — At es ¢y (pues es el mdrimo de AT ) y

su elemento cero es €sp.
7(f,e0) = f 4y T(f €0) = €0 Sea cual sea f € AT, (1.10)

Definicién 1.2.19 Diremos que una funcién triangular 7 : AT x AT — AT es continua si es

continua en AT x AT con la topologia producto asociada a la métrica de Lévy modificada dj, en
AT,

Una funcién triangular 7 : AT x AT — AT puede verificar dos condiciones interesantes que

nos apareceran mas adelante, y que son las siguientes.

e Para cada a,b € ]0,00] se tiene que 7 (€q, €) > €4tp- (1.11)
e Para cada a,b € ]0,00] se tiene que 7 (€4, €) = €qtp- (1.12)
Evidentemente, la condicién (1.12) implica la condicién (1.11), pero al revés no es cierto. Si a

6 b toman los valores 0 6 oo, cualquier funcién triangular cumple las dos condiciones anteriores.

1.2.6. Funciones triangulares asociadas a t-normas

Una t-norma (sobre I) ya es una funcién triangular sobre I. No obstante, ciertas t-normas

(sobre T) permiten definir funciones triangulares sobre A*.

Lema 1.2.20 Si * es una t-norma continua a la izquierda, entonces la operacién T} : AT x At —
AT definida por:

T (f,9) (x) = f(z)*g(x), para cada f,g € AT y cada x € [0, 0],

estd bien definida y es una funcién triangular.
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En particular, tomando * = min, tenemos la siguiente propiedad interesante.
Proposicién 1.2.21 La funcién triangular T); : AT x AT — A™ definida de la forma:
Ty (F,G) (x) = min (F (x),G (z)), para cada f,g € A" y cada x € [0, 0],

es maximal entre todas las funciones triangulares, es decir, si 7 es cualquier funcién triangular,

entonces 7 < Ty.
Otra forma de considerar funciones triangulares definidas a partir de t-normas es la siguiente.

Teorema 1.2.22 Si * es una t-norma continua a la izquierda y definimos, para cada f,g € ATy

cada z € [0, 00]:

7(f,9)(x) =sup ({f (u) x g (v) 1u,v>0yu+tv=1a}),

entonces 7. : AT x AT — AT es una funcién triangular que verifica la propiedad (1.12).

Ademds, si * es continua, entonces T, es uniformemente continua en (A1, dy).

1.3. Numeros difusos

Llamaremos conjunto difuso sobre X a cualquier aplicaciéon F' : X — I. Dado z € X, el
numero F'(z) € I representa el grado de certidumbre que poseemos acerca de que el elemento x
pertenezca a F', de tal manera que si F'(x) = 0, estamos seguros de que no pertenece a I’y si

F(z) = 1, entonces estamos seguros de lo contrario.

Yio

|
|
05 |
|

00 : | : i

6 8 10 2 1
X

Figura 1.3: Un ejemplo de ntimero difuso cuyo nucleo es {10}

Definiciéon 1.3.1 Un nimero difuso sobre R es cualquier conjunto difuso F' : X — 1 que

verifique las dos siguientes condiciones:

» Normalidad: existe un nimero real zo € R tal que F (z9) = 1.
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» Para cada o € 10,1}, el conjunto Fio) = {x € R: F(z) > a} es un subintervalo cerrado de

R.

El conjunto Fi,) se denomina el a-corte de F' (o el conjunto de nivel v de F). El nticleo de

un nimero difuso F es ker F' = Fjy) y su soporte es la clausura

sopF ={z eR: F(z) > 0}.

Denotaremos por F al conjunto formado por todos los nimeros difusos que alcanzan la condicion

de normalidad en cero (es decir, F(0) =1).

Figura 1.4: Un ntimero difuso que no se anula en R.

Un nimero difuso puede no tomar el valor cero sobre R (como se aprecia en la Figura 1.4). No
obstante, cualquier nimero difuso sobre R puede ser extendido a R con sélo definir F'(+00) = 0.

Cada ntimero real r € R puede ser considerado como un ntimero difuso 7 : R — I definido por

~N|

1, siz=m,

|
——— %

0, siz#r.

El conjunto F esta parcialmente ordenado por la relacién punto a punto, es decir, si F, G € F,

entonces F' < G si F(z) < G(z) para cada = € R. Si denotamos por 1 al ntiimero difuso 1 : R — I

definido por:

1 six € R,

)

1(z) =
0, six=zo0,
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entonces

0< F<1, paracada F € F.

La siguiente propiedad es interesante para describir la forma geométrica de un nimero difuso.

Lema 1.3.2 Sea F' un conjunto difuso sobre Ry sea xg € R un punto tal que F(z) = 1. Entonces
F es un namero difuso si, y sélo si, F|[x0 oo[ €S UNa aplicacién no creciente y continua a la izquierda
y F|]_OO 2] €S UNa aplicacién no decreciente y continua a la derecha.

1.3.1. Numeros difusos triangulares y trapezoidales

Existe una clase de numeros difusos sobre R, completamente determinados por su nicleo

y por su soporte, que son especialmente ttiles a la hora de modelizar ciertos experimentos
aleatorios.

Definicién 1.3.3 Llamaremos nimero difuso triangular a cualquier nimero difuso F = (a/b/c),

donde a,b,c € R verifican a < b < ¢, definido como sigue:

Y70 sa<t<b, Nfr----
b—a I
| _
_ F=(a/b/c)
F(z) = ¢ a:) sib<t<c, !
c—b |
|
L 0, en otro caso. |
a b c

La representacién grafica de un nimero difuso triangular es la de un tridngulo de base [a,c] y
vértice 1 situado en x = b. El nucleo del nimero difuso triangular F' = (a/b/c) es {b} mientras

que su soporte es el intervalo [a, c|.

Los nimeros difusos triangulares pertenecen a clases de ntimeros difusos ain mas generales
y que son muy utiles en la préactica para modelizar la incertidumbre. Por ejemplo, un numero

difuso trapezoidal es cualquier nimero difuso F' = (a/b/c/d), donde a,b,c,d € R verifican

A. Roldan
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a < b<c¢<d, definido como sigue:

yl_A _____ gg:;, sia<t<b,
| I
| I F:(cﬂb/c/d) 1, SibStSC
il I I F(z) =
| | d—z
I I 1o sic<t<d,
—— Ib R cll — 1 0, en otro caso.
a C X

El concepto tradicional de nimero difuso trapezoidal ocurre cuando a < b < ¢ < d. No obstante,
permitiendo la igualdad entre algunos de estos valores, incluimos algunas clases de nimeros

difusos que no son continuos como aplicaciones.

M @ (34)/_?
| | 1

(a) Trapezoidal (b) Triangular (c¢) No continuo

(4) (5) ® (6) +—*
I | I

(d) No continuo (e) Real (f) Rectangular

Figura 1.5: Distintas clases de nimeros difusos trapezoidales (generalizados).

Es claro que un nimero triangular puede ser considerado como trapezoidal cuando a < b =
¢ < d. Ademaés, los niimeros reales r, vistos como numeros difusos 7, también pueden considerarse

trapezoidales si elegimos el caso en que r =a=b=c =d.

Claramente, el nicleo de un nimero difuso trapezoidal F' = (a/b/c/d) es [c,d] y su soporte

es [a,d]. El nimero real A¢ = bi; es el centro del nimero difuso y sus amplitudes (en inglés,

spreads) se definen como:

c—b
2

AT =

>0, A'=b—a>0, A*=d—c>0.
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Los centros y los amplitudes también determinan completamente al nimero difuso trapezoidal,

ya que:

a=A°— A" — A,
b= A°— A™,
c= A+ A™,
d= A"+ A™+ A°.

De esta forma, cuando un nuimero trapezoidal se expresa en funcién de su centro y de sus
amplitudes, lo denotaremos por F' = Tra(A¢, A™, A*, A%), y si se trata de un ntimero triangular

utilizaremos la notacién F = Tri(A¢, AY, A%).

También es posible curvar los lados del trapecio dando lugar a los nimeros difusos de tipo
LR. Supongamos que a < b<c<dysean L:[a,b] > 1y R: [c,d] — I dos funciones continuas
y estrictamente mondétonas verificando que L(a) = 0 = R(d) y L(b) = 1 = R(c) (en particular,

L es creciente y R es decreciente). Entonces un nimero difuso LR es un numero difuso de la

forma:

L<$_a), sia<x<b,

b—a
1, sib<zx<ec,

F(z) = d—x
R( >, sic<ax<d,

d—c
0, en otro caso.

1.3.2. Aritmética con nimeros difusos

Existe una aritmética entre nimeros difusos, introducida por primera vez por M. Mizumoto y
J. Tanaka [87], que extiende de manera natural a la aritmética entre nimeros reales. Sin embargo,
la forma mas usual de operar con nimeros difusos es a través de la aritmética intervalar con la

ayuda de los a-cortes [129].

Cualquier nimero difuso F' € F estd completamente determinado por sus a-cortes [87, 31].
Para cada a € ]0,1] podemos expresar Fj, = [a,, @] (este intervalo puede ser abierto por un

lado si @, = —00 0 @, = o0). Tenemos entonces aplicaciones a,a :]0,1] = R. Si0<a <3 <1
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y xg € ker F', entonces F[ﬁ] - F[a], por lo que g, < ag < o

< ag < @q. En particular,
ao < @) <20 <A1 < G, a(]0,1]) € [-00,a4] €[00, z0] y a(]0,1]) € [a1,00] € [0, 00].

Si G € F es otro ntimero difuso con a-cortes Gio = [b,, ba] para cada « € 0,1], entonces

las operaciones entre F' y GG estan definicdas como sigue.

e}

C=F+G@G, (F+G)[a]:[ga+ga,aa+5a],
CZF—G? (F_G)[a]:[ga_gouaa_ba])
C=F.G, (F G

0 = Qo T by Ca = Ta + Da, (1.13)
=y — bay Co = o — by, (1.14)

i)

«

| = min A%q, maxA%g], donde Afg = {aaby, a3ba, daby, Gaba }

la Yalas
(1.15)
C = F/G7 (F/G)[a] = [min A%‘vaéXA%‘G] ’ donde Alof_‘G = {Qa/bomga/ga?aa/ba:aa/ga} )
(1.16)

La divisién F//G s6lo estd bien definida si 0 ¢ G, para cada « € ]0,1].

Si tenemos en cuenta que el objetivo principal de un niimero difuso no es expresar certeza sino
describir la incertidumbre que puede plantearse acerca de un determinado proceso, observamos
que la suma de nuimeros difusos es tremendamente coherente con este concepto, pues de alguna
manera transmite la incertidumbre del proceso y aumenta el tamano tanto del nicleo como del

soporte.

-
X

Figura 1.6: Suma de ntimeros difusos triangulares.

Por asi decirlo, la suma propaga el error cometido al realizar una estimacién. Sin embargo, no
existe una definicién coherente de resta de nimeros difusos con la propiedad de que (F—G)+G =
F ya que, en este caso, la resta disminuiria el error en la estimaciéon, y esto no es en absoluto
intuitivo. De hecho, en general, F' — F # 0.

Esta aritmética es especialmente sencilla entre nimeros difusos triangulares y trapezoida-
les. Si F = (A'/A?/A3/A*) y G = (B'/B?/B3/B*) son ntimeros difusos trapezoidades, sus

respectivos a-cortes, para « € ]0, 1], pueden ser expresados como sigue:

Fo =11~ ) At + aA? (1 — ) At 4 aA?], Gl = [(1— o)B' + aB? (1 — «)B* + aB?].
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De esta forma, los a-cortes de su suma son:
(F + G = [(1 = a)(A' + BY) + (42 + B?), (1 — o) (A" + B*) + a(A® + B?)],

lo que justifica que F' + G es el niimero difuso trapezoidal (A! + B! /A% + B? /A3 + B3/A* + B%).
Podemos entonces afirmar que la suma de nimeros difusos trapezoidales se realiza componente

a componente.
(AY/A?/A3/AY + (B'/B?/B3/B*) = (A' + B'/A? + B? /A3 + B3/A* + BY).

Si los nimeros trapezoidales vienen expresados a partir de sus respectivos centros y de sus

amplitudes, también puede demostrarse que:
Tra(A°, A™, AY, A%) 4+ Tra(B¢, B™, BY, B*) = Tra(A° + B®, A™ + B™, A" + B’  A* + B®).

Dado que los ntimeros triangulares son un caso particular de los niimeros trapezoidales, también

es cierto que, entre ntmeros triangulares, se verifica:
(A'/A?/A%) + (B'/B*/BY) = (A" + B'/A* + B*/A* + B%) y
Tri(A¢, A%, A%) + Tri(B¢, BY, B®) = Tri(A° + B¢, A* + B, A® + B®) (1.17)

1.4. Espacios métricos en los que interviene la idea de incerti-

dumbre

Habiendo desarrollado ya una buena parte de los preliminares algebraicos que utilizaremos,
pasamos a comentar las diferentes concepciones de espacio métrico en los que la idea de incer-

tidumbre est4 presente.

1.4.1. Espacios métricos probabilisticos (de Schweizer y Sklar)

La siguiente definicién fue dada por Schweizer y Sklar basandose en una idea previa de

Serstnev.

Definicién 1.4.1 Un espacio métrico probabilistico (abreviadamente, EMP ) es cualquier terna
(X,d,7) donde X es un conjunto no vacio, d : X x X — A" es una aplicacion y T es una funcién

triangular de manera que se cumplen las siguientes propiedades:

e Para cada x,y € X se tiene que d(x,z) = €. (1.18)
o Sixz,y€ X son diferentes, entonces d(x,y) # €o. (1.19)
e Para cada x,y € X se tiene que d(z,y) = d(y, ). (1.20)
e Para cada x,y,z € X se tiene que d(z,z) > 7(d(z,y),d(y, 2)). (1.21)

En tal caso, diremos que (X,d) es un EMP bajo 7. Diremos que (X,d,T) es:
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» propio si la funcion triangular T verifica la condicion (1.11);

= un espacio de Menger si existe una t-norma * de manera que T = Ty.

Obsérvese que un EsSMP no necesita de ninguna funcién triangular. Por otro lado, que un
EMP sea propio sélo depende de la funcién triangular 7, y no de la distancia d. Los siguientes
ejemplos nos aseguran que cualquier espacio métrico posee, de manera natural, una estructura
de EMP propio.

Ejemplo 1.4.2 Sea (X,d) un EM y sea T cualquier funcion triangular que cumpla (1.11).
Definamos d : X x X — AT como:

d(z,y) = €q(ay); para cada x,y € X.

Entonces (X,d, ) es un EMP. En este caso, la imagen de cada d(z,y) estd contenida en {0,1}

(estos espacios se suelen denominar crisp).

Ejemplo 1.4.3 Otra forma de ver un EM (X,d) como un EMP consiste en definir

0, stt <0,

d(p,q)(t) = Csit>0

t+d(z,y)

Entonces (X,d) es un EMP bajo la funcion triangular producto Tiy.

La desigualdad triangular (1.21) se vuelve curiosa en este tipo de espacios, pues intercambia
su sentido tradicional. Veamos cémo puede interpretarse este cambio. Sean p, ¢ y r tres puntos
de un espacio métrico (X,d) de manera que la distancia (métrica) entre p y ¢ es menor o igual
que la distancia (métrica) entre p y 7, es decir, como espacio métrico, d (p,q) < d(p,r). Entonces,
como EMP, el suceso aleatorio en el que la distancia probabilistica entre p y ¢ es menor o igual
que = contiene al suceso aleatorio en el que la distancia probabilistica entre p y r es menor o

igual que x, es decir,
dp,r)<z = dpg<z] = {w:dpr)<z}C{w:dpqg <z},

y asi, la probabilidad del primero es menor o igual que la probabilidad del segundo:

P({d(p,r) <z}) <P({d(pq) <z}).

Esto intercambia el sentido comin que manejamos espacialmente: si la distancia (métrica) entre
Py ¢ es menor o igual que la distancia (métrica) entre p y r, entonces la funcién de distribucién
asociada a p y ¢ es mayor o igual que la correspondiente a p y r; o dicho de otra forma, la

distancia probabilistica entre p y ¢ es mayor o igual que entre p y 7.
d(p.q) <d(p,r) = dlp,q) =>d(p,7).
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Por consiguiente, el sentido de la desigualdad triangular tiene que cambiar necesariamente, y

d(p,g) [<]d(p,r)+d(ra) &  dlp,g) =] 7 (dpr),d(r,q)),

donde 7 sera una aplicacién que transforme un par de funciones de distribucién en otra funcién

de distribucién.

1.4.2. Espacios métricos difusos de Kaleva y Seikkala

Se dice que un numero difuso F': R — R es no negativo si F (t) = 0 para cada t < 0 (véase

[67]). Denotaremos por G al conjunto formado por todos los nimeros difusos no negativos.

Definicién 1.4.4 Llamaremos espacio métrico difuso en el sentido de Kaleva y Seikkala (abre-
viadamente, un EKS) a un cuddruple (X,d, L, R) donde d : X x X — G es una aplicacion (la
métrica difusa), L, R : 12> — 1 son aplicaciones simétricas y no decrecientes en cada argumento

que verifican L (0,0) =0 y R(1,1) =1, y las siguientes condiciones.

(i) dgy =0 si, y sdlo si, x = y.
(ii) dyy = dyy para cada z,y € X.

(iii) Para cada x,y,z € X, si denotamos por [dyy], = {t € R : dyy (t) > o} = [XY,, ] siendo
0<a<l:

(a) day (s+1t) > L(dy(8),dzy (1)) siempre que s < ALt < )\iy ys+it< )\glcy.

Tz’

(b) duy (s +1) < R(dez (5),day (1)) siempre que s > Ay, t > A ys+t> X, .

Tz’

1.4.3. Espacios métricos difusos de Kramosil y Michalek

Como se ha comentado en la Introduccién de la presente memoria, en su articulo [74], Kra-
mosil y Michélek razonaron la necesidad de modificar la nocién de espacio métrico estadistico
debida a Menger que se venia utilizando hasta el momento, e introdujeron una clase muy amplia
de espacios a los que llamaron espacios métricos difusos. A lo largo del tiempo y buscando aplica-
ciones précticas, los axiomas de Kramosil y Michalek han ido cambiando (véase [42, 47, 39]). De
esta forma, modernamente, se considera que un espacio métrico difuso en el sentido de Kramosil

y Michélek se ajusta a las siguientes propiedades.

Definicién 1.4.5 Llamaremos espacio métrico difuso en el sentido de Kramosil y Michalek [7/]

(abreviadamente, un EKM) a una terna (X, M, *) donde X es un conjunto no vacio, * es una
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t-norma continua y M : X x X x [0,00[ — I es un conjunto difuso que verifica las siguientes

propiedades.
e Para cada z,y € X se tiene que My, (0) = 0. (1.22)
e Para cada z,y € X y cada t €]0,00] se tiene que My, (t) = My, (t). (1.23)
o Sixz,ye X, entonces x =y si, y solo si, My, (t) =1 para cada t € ]0,00]. (1.24)

e Para cada x,y € X y cada s,t € [0,00[ se tiene que
My, (t+ 5) > Mgy (t) * M. (s) . (1.25)

e Para cada x,y € X la aplicacion My, (-) : [0,00] — I es continua a la izquierda. (1.26)

Ejemplo 1.4.6 Cada EM (X,d) esun EKM (X, M?,-), llamado espacio métrico difuso estandar
asociado a (X,d), donde - denota la t-norma producto sobre I y M*® se define como sigue para

cada x,y € X:
t

M2 (0) =0 M () = ——
2y (0) y My, () T a(e.y)

, site]0,00[.

Adems4s, esta forma de ver un espacio métrico como un EKM verifica que

lim M, (t) =1 paracada x,y € X, (1.27)

t—o00 ry

la cual es una propiedad ya considerada en su definicién original por Kramosil y Michalek.

Tomando z = y en el axioma (1.25), utilizando el axioma (1.23) y teniendo en cuenta que 1

es la unidad de cualquier t-norma, observamos que, para cada z,y € X y cada t, s € [0, o0[:

My (t+5) = May (t) % Myy (s) = May (t) ¥ 1 = Mgy (t).

Lema 1.4.7 Si (X, M, *) es un EKM entonces cada funcién M, (-) : [0,00[ — I es no decreciente,

sean cuales sean z,y € X.

1.4.4. Espacios métricos difusos de George y Veeramani

George y Veeramani modificaron ligeramente la nocién de EKM e introdujeron una topologia
Hausdorff que verifica el primer axioma de numerabilidad. En sus espacios, también consiguieron

demostrar una versién del teorema de Baire.

Definicién 1.4.8 Un espacio métrico difuso en el sentido de George y Veeramani [42] (abrevia-

damente, un EGV) es una terna (X, M, *) donde X es un conjunto no vacio, * es una t-norma
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continua y M : X x X x]0,00[ — I es un conjunto difuso que verifica las siguientes propiedades.

e Para cada x,y € X y cada t €]0,00[ se tiene que My, (t) > 0. (1.28)
e Para cada x,y € X y cada t €]0,00[ se tiene que My, (t) = My, (t). (1.29)
o Siz,ye X, entonces x =y si, y solo si, My, (t) =1 para cada t € )0, 00]. (1.30)
e Para cada x,y € X y cada s,t € 10,00 se tiene que

My, (t+ 8) > Mgy (t) * My, (s). (1.31)
e Para cada x,y € X la aplicacion My, (-) : [0,00] — I es continua. (1.32)

Evidentemente, todo EGV es un EKM con tal de definir M,, (0) = 0 para cada z,y € X.

Adems4s, cualquier espacio métrico es también, de forma estandar, un EGV.

Ejemplo 1.4.9 (R, M,-) es un EGV si - es la t-norma producto y
_lz—y|

My, (t)=e 7 para cada z,y € R y cada t €0, 00].

Ejemplo 1.4.10 Si - es la t-norma producto y fijamos k,m,n € ]0,00[, entonces cada espacio
métrico (X,d) es un EGV (X, M,-) si definimos:

kt™
Et™ +m d(z,y)

My (t) = para cada x,y € X y cada t € ]0,00].
Ejemplo 1.4.11 Si- es la t-norma producto y X = N, entonces (X, M,-) es un EGV si defini-

mos:

z/y, siz<y,
Mg, (t) = para cada x,y € N y cada t € |0, 00].
y/x, siy<zx

Ademds, el ultimo ejemplo no proviene de un espacio métrico de la forma estandar, ya que

no se cumple la condicién (1.27).

Una de las razones que motivaron la modificacion de George y Veeramani fue la necesidad
de buscar una estructura difusa con la que R, dotado de su métrica difusa estandar, fuese
completo. Por ello, afinaron también las nociones de sucesion convergente y sucesion de Cauchy

presentando las siguientes propuestas.

Definicién 1.4.12 Sea {x,} una sucesion de un EGV (X, M) (bajo alguna t-norma). Diremos
que {zn} es una sucesién de Cauchy si para cada e € ]0,1] y cada t > 0 existe un nimero natural

no € N de manera que si n,m € N verifican n,m > ng entonces My, 4, (t) > 1 —¢.

Se dice que la sucesion {x,} converge a un punto x € X si para cada € € ]0,1[ y cada
t > 0 existe un numero natural ng € N de manera que si n € N wverifica n > ng entonces
My, »(t) >1—¢.

Se dice que (X, M, x) es completo si toda sucesion de Cauchy es convergente en X .

A. Roldan




24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.4.5. Espacios métricos difusos intuicionistas

Inspirandose en la definicién de George y Veermani, y teniendo en cuenta que existen fenéme-
nos en los que es dificil determinar si ocurre un suceso o su contrario, en 2004 Park introdujo en
[97] una definicién de espacio métrico difuso intuicionista. No obstante, para atrapar un mayor

numero de espacios, seguimos la definicién que dieron Castro-Company y Romaguera en [16].

Definicién 1.4.13 Diremos que (X, M, N,*,0) es un espacio métrico difuso intuicionista [16/
(abreviadamente, un EMDI) si % es una t-norma continua, ¢ es una t-conorma continua y
M,N : X x X x [0,00] = I son conjuntos difusos tales que, para cada x,y,z € X, se cumplen

las siguientes propiedades.

o Myy(t)+ Ny (t) <1 para cada t € [0, 00]. (1.33)
o M, (0)=0. (1.34)
e Parate]0,00] se tiene que My, (t) = My, (t). (1.35)
o x =1y si, ysilo si, My, (t) =1 para cada t €]0,00]. (1.36)
e Para cada s,t € [0,00[ se tiene que My, (t + 5) > Myy (t) x My (s). (1.37)
e Cada aplicacion My, (-) : [0,00] = I es continua a la izquierda. (1.38)
o N,y(0)=1. (1.39)
e Parate]0,00] se tiene que Ny (t) = Nyz(t). (1.40)
o 1=y si, y solo si, Nyy (t) =0 para cada t € ]0,00]. (1.41)
e Para cada s,t € [0,00[ se tiene que Ny, (t+ ) < Ny (t) © Ny (s) . (1.42)
e Cada aplicacion Ny () : [0,00[ = 1 es continua a la izquierda. (1.43)

Evidentemente, si (X, M, N, *,0) es un EMDI, entonces (X, M, %) es un EKM, denominado
su espacio soporte. Reciprocamente, si (X, M, *) es un EKM, entonces (X, M,1 — M, x,*') es un
EMDI.

1.4.6. Espacios métricos probabilisticos intuicionistas

Una funcion de distribucion de tipo no-distancia es una funcién h : [0, 00] — I es una funcién
no creciente, continua a la izquierda en |0, oo tal que h(0) = 1y h(co) = 0. Esta definicién puede
extenderse a R con tal de definir h(t) = 1 para cada t < 0. Denotaremos por V' al conjunto
formado por todas las funciones de distribucién de tipo no-distancia. Su elemento minimo, con
el orden parcial punto a punto, es la funcién & : R — I definida de la siguiente manera: &(t) = 1
sit<0yé(t)=0sit>0.

Definicién 1.4.14 Un co-espacio métrico probabilistico (abreviadamente, un cEMP) es una
terna (X,d,7) donde d : X x X — VT es una aplicacion y 7 : V' x V = VT es una funcion
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triangular sobre VT (cuyo elemento unidad es éy) que verifica las siguientes propiedades.

e Para cada x,y € X se tiene que ci(a:, y) = €.

o Sixz,y€ X son diferentes, entonces ci(x, y) # €.

e Para cada z,y € X se tiene que d(x,y) = d(y, ).

e Para cada x,y,z € X se tiene que d(z,z) < 7(d(x,y),d(y, 2)).

Definicién 1.4.15 Diremos que (X,d, T, J,%) es un espacio métrico probabilistico intuicionis-
ta (abreviadamente, un EMPI) si (X,d, ) es un EMP, (X,d,7) es un ¢cEMP y d(z,y)(t) +

d(z,y)(t) <1 para cada z,y € X y cada t € ]0,00].

Ejemplo 1.4.16 Cualquier EMP (X,d, ) es un EMPI de la forma (X,d, T, d, 7), donde

dz,y)(t) =1—d(z,y)t) y 7(f.9)t)=1-71—-F,1-3)),

para cada x,y € X, cada f,§ € V' y cada t € [0, ]

Ejemplo 1.4.17 Cualquier espacio métrico (X,d) es un espacio métrico probabilistico intuicio-

nista si consideramos la funcién d : X x X x — AT dada, para cada p,q € X y cada t € [0, 00],
de la siguiente forma: d(p,q)(0) = 0 = d(p, q)(o0), d(p, q)(c0) =1 = d(p,q)(0) y

Upa)) = g dpa)) = T on

st €]0,00].
) 10, 00l

Si 7(f,9)(t) = f(t)g(t) es la multiplicacion usual en [0,1] y 7(f,§)(t) = min(1, f(t) + §(t)),
entonces (X,d, T, d, T) es un espacio métrico probabilistico intuicionista.

1.4.7. Espacios métricos £-difusos

Se pueden definir conjuntos en contextos méas generales. Goguen [44] generalizé en el siguiente
sentido. Si tenemos un conjunto parcialmente ordenado £ = (L, <p), un conjunto difuso es una
funcién de un conjunto a L. En ese sentido, un conjunto difuso es una especie de funcién
caracteristica generalizada. Saadati, Razani y Adibi utilizaron en [106] el concepto de espacio
métrico £-difuso para demostrar ciertos teoremas de existencia de punto fijo. En dicho trabajo

pueden encontrarse las siguientes definiciones y propiedades.

Sea £ = (L,<r) un reticulo completo, es decir, un conjunto parcialmente ordenado en el
que todo subconjunto no vacio posee un infimo (A) y un supremo (V). Llamemos O¢ = inf L a
su minimo absoluto y llamemos 1¢ = sup L a su maximo absoluto. Sea X un conjunto no vacio
denominado universo. Un conjunto £-difuso sobre X es cualquier aplicacion 2 : X — L. Para

cada = € X, el valor (z) representa el grado (en L) en que x satisface 2.
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Ejemplo 1.4.18 Un ejemplo de reticulo completo es £* dado por:
v ={(@y 01 a+y<1},
(21,91) <+ (22,52) & @1 <132 €Y1 > Yo,

cuyo mdzimo absoluto es 1g» = (1,0) y cuyo minimo absoluto es Og= = (0,1).

Una negacidn sobre £ es cualquier aplicacién decreciente N : L — L que satisface N(0g) = 1¢

y N(1¢) = 0g. Se dice que N es una negacion involutiva si N(N(z)) = x para cada z € X.

Es sencillo extender (también) el concepto de t-norma a un reticulo £. Una norma triangular
(o t-norma) sobre £ es cualquier aplicacién J : L? — L que sea asociativa, conmutativa, no
decreciente en cada argumento y que satisface la condicién de frontera J(¢,1¢) = ¢ para cada
¢ € L. Una t-norma puede extenderse a cualquier nimero de argumentos (mayor o igual que

dos) si se define, por recurrencia,
=T e (01, ly, ... lar) =IO b, ), ns)

para cada n > 2y cada £1,0o,..., 041 € L.

Una t-norma J sobre £* se dice continua a izquierda si
Jim ) =3 (Jim on.v).

para cualquier sucesién no creciente x,, en L y cada y € L. Andlogamente tenemos el concepto

de continuidad a derecha y de continuidad.

Definiciéon 1.4.19 Una t-norma J sobre £ se dice t-representable si existen una t-norma T y

una t-conorma S sobre [0, 1] tal que, para cada x = (z1,11), y = (x2,y2) € £F,
I(z,y) = (T(x1,22), S(y1,42)) -

Con la misma idea, dados dos conjuntos difusos cualquiera M : X — I, N : X — I, podemos

construir un conjunto £*-difuso como
Mar,n(z) = (M(z), N(z)).

Definicién 1.4.20 Dada una negacion N, diremos que la t-norma J es de tipo Hadzié¢ (abre-
viadamente, de tipo H) si para cada ¢ € L\{0g, 1¢} existe u € L\{Og¢, 1e} tal que

J"(N(w),N(p),...,N(n)) > N(¢) para cadan > 1.

Por supuesto, el concepto anterior depende de la negacién seleccionada.
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Definicién 1.4.21 Una terna £ = (L, <p,®) es un reticulo completo residuado si £ = (L,<p,)
es un reticulo completo, £ = (L, ®) es un monoide conmutativo y @ es distributivo bajo uniones

arbitrarias, i.e.,

<\/li>®l:\/(li®l).

i€l i€l
Una t-norma sobre £ continua a izquierda es el reticulo completo residuado (L, <r,J).

Definicién 1.4.22 Llamaremos espacio métrico £-difuso a cualquier terna (X, M, T) tal que X
es un conjunto no vacio, J es una t-norma continua sobre £ y M : X x X x ]0,00[ = £ es un
conjunto L£-difuso de manera que se cumplen las siguientes propiedades para cada x,y,z € X y
cada s,t €10, 00[.

o My (t) > Og. (1.48)
. My (1) = M) (1.9
o x =y si, y solo si, My, (t) =1 para cada t € )0, 00]. (1.50)
o My (t+s) > T(Myy (t), My, (s)). (1.51)

(1.52)

e Cada aplicacion My, (-) : 10,00 = L es continua.

Cuando el reticulo considerado es £*, podemos expresar MM = My (siendo M, N : X x
X x [0, 00[ — I conjuntos difusos) y la t-norma es representable, entonces el espacio corresponde

exactamente con la nocién de espacio métrico difuso intuicionista.

Sea un espacio métrico £-difuso (X, 9, J) y una negacién N sobre L. Dado ¢ > 0, podemos

definir una bola abierta centrada en x € X y radio r € L\{0g, 1¢} como:
B(z,rt) ={y € X : Myy(t) > N(r)}.

Un subconjunto A C X se dice abierto si para cada x € A, existen t > 0y r € L\{0O¢, 1¢} tales
que B(z,r,t) C A. Con estos abiertos podemos definir una topologia inducida por el espacio

métrico £-difuso y la negacion.

Definicién 1.4.23 Sea {x,} una sucesion de un espacio métrico £-difuso (X, M) bajo alguna
t-norma J sobre L y sea N : L — L una negacion sobre L. Diremos que {x,} es una sucesién
de Cauchy si para cada € € L\{0¢} y cada t > 0 existe un nimero natural ny € N de manera

que si n,m € N verifican n,m > ng entonces My, 5, (t) > N(e).

Se dice que la sucesion {x,} converge a un punto = € X, y se denota por {x,} — x, si para

cada t > 0 se tiene que {My, »(t)} — le cuando n — oco.

Se dice que (X,9M) es N-completo si toda sucesion de Cauchy es convergente en X .
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Definicién 1.4.24 Dado un espacio métrico £-difuso (X,9M,T), se dice que la aplicacion M es
continua en un punto (z,y,t) € X x X x|0, 0o[ si para cada par de sucesiones {x,} e {y,} de X y
cada sucesion {t,} de |0, 00[ tales que {My, (1)} — Lo, {My,y ()} = 1e y {Mey(tn)} = May (1),
se cumple que {My,,y, (tn)} — My ().

Se dice que M es continua si es continua en cada punto de X x X x |0, c0].

1.4.8. Espacios normados difusos

Los espacios normados difusos anaden la condiciéon adicional de trabajar sobre un espacio

vectorial y, por ello, también hay una condicion sobre el producto por escalares.

Definicién 1.4.25 [109] Un espacio normado difuso (abreviadamente, un END) es una terna
(X, p,*) donde X es un espacio vectorial, x es una t-norma continua y p: X x ]0,00[ = I es

un conjunto difuso de manera que se verifican las siquientes propiedades:

e Para cada xz € X y cada t > 0 se tiene que p(xz,t) > 0. (1.53)
e Sixze X, entonces x =0 si, y sélo si, p(x,t) =1 para cada t > 0. (1.54)

e Para cada x € X, cadat >0 y cada o # 0 se tiene que

oz, t) = p (x é,) . (1.55)

e Para cada x,y € X y cada t,s > 0 se tiene que

(@, t) % ply, 5) <l +yt+5). (1.56)

e Para cada x € X, la funcion p(x,-) :]0,00[ — 1 es continua. (1.57)

e Para cada x € X se tiene que lim u(x,t) =1 y lim u(x,t) = 0. (1.58)
t—o0 t—0

Tomando y = 0 en el axioma (1.56) y aplicando la propiedad (1.54), deducimos la siguiente

propiedad.

Lema 1.4.26 Si (X, u,*) es un END y z € X, entonces u(x,-) : ]0,00[ — I es una funcién no

decreciente en |0, ool.

Definicién 1.4.27 Sea (X, u,*) un END y sea {x,} una sucesion de puntos de X.

» Diremos que {x,} C X es una sucesion de Cauchy si para cada € > 0 y cada t > 0
existe un numero natural ng € N tal que si n,m € N wverifican que n,m > ng, entonces

w(xTy — T, t) > 1 — €.

» Diremos que la sucesion {x,} converge a © € X, y lo denotaremos por {x,} — x o por
limy,, oo T, = x, st para cada € > 0 y cada t > 0 existe un numero natural ng € N tal que

si n € N wverifica que n > ng, entonces u(x, —x,t) > 1 —¢.
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» Diremos que un END (X, u, %) es completo si cada sucesion de Cauchy es convergente en

X.

1.4.9. Espacios normados difusos intuicionistas

Utilizando t-normas y t-conormas continuas, Saadati y Park [107] introdujeron el siguiente

concepto.

Definicién 1.4.28 Diremos que (X, p, v, x,¢) es un espacio normado difuso intuicionista (abre-
viadamente, un ENDI) si X es un conjunto no vacio, * es una t-norma continua, ¢ €s una
t-conorma continua y p,v : X x ]0,00[ — I son conjuntos difusos de manera que se verifican las

stguientes propiedades:

e Para cada x € X y cada t > 0 se tiene que p(z,t) + v(x,t) < 1. (1.59)
e Para cada x € X y cada t > 0 se tiene que p(z,t) > 0 y que v(z,t) < 1. (1.60)
o Size X, entonces x =0 si, y solo si, pu(x,t) =1 para cada t > 0, lo cual

ocurre si, y solo si, v(z,t) =0 para cada t > 0. (1.61)

e Para cada x € X, cadat >0 y cada o # 0 se tiene que

t t
plax,t) = p <a:, > y viazw,t)=v <a:, > . (1.62)
|l |al
e Para cada x,y € X y cada t,s > 0 se tiene que
p(, ) ply,s) <ple+y,t+s) y vz t)ov(y,s) <w(@+yt+s).  (1.63)
e Para cada x € X, las funciones p(x,-),v(x,-) : ]0,00[ — I son continuas. (1.64)

e Para cada x € X se tiene que lim p(x,t) =limv(z,t) =1y
t—r00 t—0

lim p(x,t) = lim p(z,t) = 0. (1.65)

t—0 t—00

Obviamente, si (X, u, v, *,0) es un ENDI, entonces (X, i, *) es un END. Nos referiremos a

éste como su soporte.

Lema 1.4.29 Si (X, u,v,*,0) esun ENDly = € X, entonces p(z, ) es una funcién no decreciente

en ]0,00[ y v(x,-) es una funcién no creciente en |0, co.

Podemos encontrar algunas propiedades de los ENDI, varios ejemplos de normas difusas
intuicionistas y los conceptos de convergencia y sucesién de Cauchy en esta clase de espacios en
[107].

Definicién 1.4.30 [107] Sea (X, p,v,*,0) un ENDI y sea {x,} una sucesién de puntos de X.
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» Diremos que {x,} C X es una sucesion de Cauchy si, para cada € > 0 y cada t > 0
existe un numero natural ng € N tal que si n,m € N wverifican que n,m > ng, entonces

p(xy — Ty t) > 1 —€ yv(z, — xm,t) <e.

» Diremos que la sucesion {x,} converge a x € X, y lo denotaremos por {z,} — x o por
limy,— oo T, = x, st para cada € > 0 y cada t > 0 existe un numero natural ng € N tal que

si n € N verifica que n > ng, entonces ju(x, —x,t) >1—¢c yv(z, —x,t) < e.

» Diremos que un ENDI (X, i, v, %,¢) es completo si cada sucesion de Cauchy es convergente

en X.

1.5. Puntos fijos de aplicaciones

Debido a sus importantes aplicaciones, uno de los campos que mas interés ha despertado
desde su creacion es el de la busqueda y determinacién de puntos fijos de aplicaciones. En
general, un punto fijo de una aplicacion ¢ : X — X es un punto xg € X tal que ¢(xg) = .
Sin lugar a dudas, el resultado més conocido en este campo es el teorema del punto fijo de
Banach [5], que afirma que cualquier aplicacién contractiva de un espacios métrico completo
sobre si mismo posee un tnico punto fijo. Si (X,d) es un espacio métrico, llamamos aplicacion
contractiva a cualquier aplicacion ¢ : X — X con la propiedad de que existe un ntimero real

k € [0,1] de manera que
ap(x), o(y) < k a(z,y) para cada 7,y € X,

El éxito de este teorema no sélo radica en su potencia, sino en que su demostracién nos permite
describir dicho punto fijo como el limite de una sucesion de Cauchy que se define, por recurrencia,

haciendo actuar la aplicacién ¢ una y otra vez.

Desde la publicacién del trabajo pionero de Banach, se han buscado condiciones de contrac-
tividad suficientes en muy distintos espacios métricos (todos ellos completos) para asegurar la
existencia (y, a veces, unicidad) de puntos fijos de aplicaciones. Los espacios métricos proba-
bilisticos, difusos e intuicionistas no han sido ajenos a esta busqueda incesante, obteniéndose
paulatinamente resultados cada vez mas generales que, por supuesto, generalizan el teorema de

Banach.

La siguientes definiciones pueden encontrarse en [76], donde se enuncia y demuestra un

teorema de existencia de puntos de coincidencia dobles.

Definicion 1.5.1 Sean F': X x X - X y g: X — X dos aplicaciones.

» Diremos que F' y g conmutan si g(F(z,y)) = F(gz,gy) para cada xz,y € X.
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» Llamaremos punto de coincidencia doble de las aplicaciones F' y g a un punto (x,y) €
X x X tal que F(z,y) = g(x) y F(y,x) = g(y).

Sea ahora (X,C) un conjunto parcialmente ordenado.

= Diremos que la aplicacion F : X x X — X posee la propiedad g-monétona mezclada si

verifica los dos siguientes condiciones:

x1,29 € X, gr1 Egre = F(x1,y) C F(x2,y), para caday € X,
y,2 € X, g1 Egye = F(x,y1) D F(x,y2), para cada x € X.

Si g es la aplicacion identidad sobre X, diremos que F posee la propiedad mondtona

mezclada.

» Diremos que (X, C) posee la propiedad g-monétona secuencial si verifica las dos siguientes

condiciones:

— Si{x,} € X es una sucesion no decreciente y lim x, = x,
n—oo

entonces gr, C gx para cada n € N.

— Si{zp} C X es una sucesidn no creciente y lim x, =z,
n—oo

entonces gr, 3 gx para cada n € N.

Si g es la aplicacion identidad sobre X, diremos que (X, <) posee la propiedad mondtona

secuencial.

Definicion 1.5.2 Sean X e Y dos ENDI. Diremos que una funcion f : X — Y es continua
en un punto zg € X si para cada sucesion {x,} de puntos de X que converja hacia o € X, se
tiene que la sucesion de imagenes {f(x,)} en'Y converge a f(xzg). Diremos que f es continua

st es continua en cada punto de X.

1.6. EIl modelo de regresion probabilistica

El problema general de regresién consiste en encontrar la relacién entre una variable depen-
diente (también llamada de salida, end6gena o respuesta) y y un conjunto de variables indepen-
dientes z = (z1,...,x,) (también llamadas de entrada, exgenas o explicativas). En general, si
p = 1, es decir, existe una sola variable explicativa, el problema se denomina como regresién
simple y si p > 1, es decir, existe mas de una variable explicativa, hablaremos de regresion

multiple.

En realidad, las relaciones que observamos entre variables suelen caracterizarse asumiendo

que el conocimiento de una o varias variables permite inferir, en mayor o menor grado, el valor
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de otra. Se dice entonces que existe una relacién de dependencia estadistica (o estocéstica) entre
ellas. En este sentido, los métodos de regresion estudian la construccién de un modelo matematico
(a través de una funcién) que explique esta relaciéon de dependencia de una variable y respecto a
las variables z1,...,zp. El objetivo del andlisis de regresién es predecir el comportamiento de la
variable respuesta, conocido el comportamiento de las variables explicativas que influyen sobre

ella.

Formalmente, dado un conjunto de datos {x;, y; };._; obtenido a partir de (z, y), donde z; € R?
e y; es el valor de respuesta de la variable y correspondiente a z; € RP, y dada una funcién f(z,a),

el objetivo es encontrar el vector de pardmetros a tal que
yi = f(z,0) i=1,2,..,n.

La Regresién Probabilistica se resuelve definiendo una funcién pérdida que mida los errores

de prediccién entre y; y f(z;,a). La eleccién habitual de la funcién de pérdida es la norma L,
Ly=ly— f(z,af (1.66)

donde p es un ntimero positivo. Cuando consideramos p = 2 en la funcién de pérdida, obtenemos
un ajuste de minimos cuadrados. El criterio Ly da méas importancia a las colas que el criterio Lo,
ya que este ultimo, al elevar al cuadrado, resta importancia a los valores pequenios. La funcién
L1 es invariante frente a cambios de escala mondtonos y continuos, lo que hace que ésta sea mas
facil de interpretar que Lo. En situaciones practicas (y como se muestra posteriormente en los
experimentos de simulacién planteados en el dltimo Capitulo), los estimadores que optimizan

estos criterios son similares, excepto para situaciones extremas.

Lo mas habitual es que f sea una funcién lineal. En caso de no serlo, en algunas ocasiones
el modelo se puede linealizar mediante transformaciones de las variables. El modelo cldsico de

Regresion Lineal, para cada observacién, asume el modelo lineal siguiente:
Yi = Bo + B1x1i + .. + Bpxpis +ei i =1,2,...n

donde los parametros 3; son desconocidos y los residuos aleatorios e; deben cumplir las siguientes

propiedades.

1. El valor esperado de los residuos es cero: E[e;] = 0, para todo i = 1,2, ..., n.

2. La varianza de los residuos es un valor constante: Varle;] = o2 para todo i = 1,2, ...,n.

Esta propiedad se conoce como homocedasticidad.

3. Hay una ausencia de autocorrelacién entre los términos aleatorios de los distintos elementos

de la muestra: Cov(e;, e5) = 0, para cualquier ¢ # j (4,5 =1,...,n).
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El modelo lineal general se puede expresar en notacion matricial como sigue:
y=zB+e

donde ¥ es el vector de dimensiéon n que contiene las observaciones de la variable respuesta, =
es la matriz de dimensién n x (p + 1) que contiene las observaciones de la variable explicativa
y una columna de unos y § es el vector p + 1 que contiene a los parametros desconocidos que

queremos estimar, esto es:

Y1 1 11 -0 T1p Bo €1
Y2 1 zo1 -+ @y B1 €2
= +
Yn 1 mp - Tnp ﬁp En

Para encontrar una solucién al problema anterior, podemos considerar una funcién pérdida
como la considerada en la ecuacién (1.66). Sin embargo, el método de estimacién por minimos
cuadrados es el més utilizado y consiste en minimizar la suma de los residuos al cuadrado, es

decir, minimizar la expresién

SCR=Y & =c'e=(y—zp) (y—zB) = y'y — 2y'zB + B (z'z) B.

=1

Derivando con respecto a § e igualando a cero obtenemos la expresion
B = (z'z) " aly. (1.67)

El estimador de minimos cuadrados verifica ser el estimador insesgado de minima varianza (lo que
se conoce como eficiente). Este resultado, que se conoce como Teorema de Gauss-Markov, hace
que el método de minimos cuadrados sea muy utilizado. Sin embargo, este resultado no garantiza
que la varianza de los estimadores sea necesariamente pequena. El Teorema de Gauss-Markov
asegura que los estimadores minimo-cuadréticos son los mejores dentro de la clase de estimadores
que son insesgados y de las funciones lineales de las observaciones, pero no garantiza que estos
estimadores sean mejores que otros estimadores que no pertenezcan a la clase anterior. Esto
significa que podria existir un estimador sesgado que tuviera menor varianza que el calculado

por mimimos cuadrados.

El estimador para la varianza desconocida o2 es

n

1
~92 A \2
o = — ; — ;
ntp—1 ;:1 (yz yz) )
donde los valores ¢; se obtienen utilizando la solucién dada en (1.67). El error estdndar de
regresion es la raiz cuadrada de 62 y tiene las mismas unidades que la variable respuesta. Dicha

medida representa la desviacién estandar de los valores de y sobre la recta de regresién estimada
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y puede utilizarse como indicador del grado de ajuste del modelo de regresion, aunque al tener la
mismas unidades de medida que la variable endégena no nos va a permitir comparar la bondad
del ajuste de dos modelos con variable endégena diferente. Ademas, debido a que 62 depende de
los residuos del modelo, cualquier violacion de las hipotesis de los errores del modelo o cualquier

2

especificacién errénea del mismo pueden dafiar gravemente a 62 como estimador de o2. Por esta

2

razén, diremos que 62 es un estimador de o? dependiente del modelo.

Utilizando la ecuacién lineal del modelo y la estimacién calculada para el vector de parame-
tros desconocidos, podemos hacer estimaciones puntuales y; (predicciones) de y, para un valor
z,; determinado:

Ui = Bo + Brx1i + - + BpTpi-
Como cada estimacién esta sujeta a un margen de error, se puede calcular un intervalo de
confianza. Para obtener estos intervalos y resolver contrastes de hipdtesis para estudiar el com-
portamiento de los parametros, se supone que los residuos siguen una determinada distribucion.

Por lo general, se supone que la distribucién es Normal estandar:
gi ~ N (0,1).
En estas condiciones, se puede comprobar que
B N (5,02 (@’@)_1> :

A partir de esta distribucién se puede obtener un intervalo de confianza al (1 — «) 100 por ciento
para los valores de 8 y resolver contrastes de hipdtesis sobre este paramétro. Para resolver un
problema de regresiéon es necesario un nimero minimo de observaciones y, a medida que este
nimero aumenta, también aumentan los grados de libertad, por lo que los intervalos de confianza

se hacen mds precisos.

La evaluacién global de una recta de regresion puede hacerse mediante la varianza residual,
que es un indice de la precisién del modelo. El modelo ajustado serd poco representativo cuando
la varianza residual sea grande (las diferencias entre los valores ajustados y observados, es decir,
los errores, son grandes). Sin embargo, esta medida no es 1til para comparar rectas de regresién
de variables distintas, porque depende de las unidades de medida de la variable dependiente.
Como medida mas adecuada del ajuste, existe un indicador de la dispersién relativa que expresa
la proporcion o grado de variabilidad de la variable dependiente explicada por el modelo lineal
ajustado. A este indicador se le denomina coeficiente de determinacion y resuelve el problema de
las unidades de medida. Dicho coeficiente se representa por R? y se calcula mediante el cociente

entre la varianza explicada por la regresion y la varianza total de la variable dependiente.

El coeficiente de determinacion tiene la propiedad de que sélo toma valores comprendidos
entre 0 y 1 (0 < R? < 1), ya que la varianza total de la variable dependiente es igual a la suma
de la varianza explicada y la varianza residual (identidad de suma de cuadrados), y es muy usual

expresarlo en porcentaje. Se puede ver facilmente que si la recta ajustada pasa por todos los
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puntos observados, entonces la varianza residual es nula y R?> = 1, en cuyo caso el modelo de
regresion explica el 100 % de la variabilidad de Y . Asi, valores de R? cercanos a 1 implican que
la mayor parte de la variabilidad de la respuesta es explicada por el modelo de regresion. Por
otro lado, si la varianza explicada por la regresién es nula, entonces R? = 0.

El coeficiente de correlacién lineal de Pearson (ry,) tiene por objeto medir el grado de

2

asociacion lineal entre dos variables. Puede verse que 77

y = R?. Este coeficiente toma valores
entre -1 y 1, de forma que si r;; = —1, hay una asociacién lineal negativa perfecta entre las
variables, si 1, = 1, hay una asociacién lineal positiva perfecta entre las variables, y si r;, = 0,
no hay asociacién lineal entre las variables. Es importante tener en cuenta que el coeficiente
de correlacion lineal mide el grado de asociacién lineal entre las variables, por lo que es un

estadistico inapropiado si la relacién no es lineal.

Un aspecto que se olvida frecuentemente es que los modelos de regresion se basan en hacer
unas determinadas suposiciones sobre los datos y que éstas no siempre se cumplen, por lo que
es preciso comprobar si las hipétesis basicas del modelo se dan en nuestros datos. Es lo que se

conoce como diagnosis del modelo.

Tendremos que contrastar entre otras las hipotesis de linealidad, normalidad, no multicoli-

nealidad, homocedasticidad, no autocorrelaciéon e independencia.

Hipétesis de normalidad

La hipdtesis de normalidad de los errores aleatorios es necesaria para realizar inferencias
respecto a los parametros y para la construccién de los intervalos de prediccion. El supuesto de
normalidad no es absolutamente esencial si el objetivo planteado consistiese tnicamente en la
estimacion puntual de los pardmetros del modelo. Como hemos visto, los estimadores minimo
cuadraticos son estimadores éptimos, con independencia de la distribuciéon de probabilidad que
siga el término de perturbacion aleatoria. Si, ademas, la variable aleatoria se distribuye Normal-
mente, puede demostrarse que los estimadores minimo cuadraticos tenderan a estarlo también,

a medida que aumente indefinidamente el tamano de la muestra.

Hipétesis de no multicolinealidad

Esta hipétesis implica que ninguna de las variables explicativas puede obtenerse como com-

binacion lineal de las demads. Si una combinacién lineal de las columnas de x puede ser cercana
[ -1 . .

a 0, el calculo de (gtg) se vuelve inestable y esto produce un aumento considerable del valor

absoluto de los coeficientes.
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Hipotesis de homocedasticidad

El termino o2 puede no ser constante, y variar entre las diversas observaciones, lo que se
denomina problema de heterocedasticidad. En presencia de heterocedasticidad los estimadores
minimos cuadraticos de los coeficientes de regresién siguen siendo insesgados aunque su varianza
ya no serd la minima posible. Esto implica que los coeficientes de regresiéon tendran errores
estdndares mas grandes y los contrastes se veran gravemente afectados debido a una pérdida de
sensibilidad.

Hipdétesis de no autocorrelacion e independencia

La acepcion maés frecuente del término autocorrelacién hace referencia a la correlacion exis-
tente entre los elementos de una serie de observaciones ordenadas en el tiempo o en el espacio.
En el contexto de la regresiéon se supone que la autocorrelacion no existe en los errores alea-
torios. Si esto no fuera asi, estariamos ante el problema de existencia de autocorrelacién. Los
efectos de la autocorrelacién sobre los estimadores pueden ser muy graves: los intervalos de con-
fianza y los contrastes de hipdtesis basados en las distribuciones ¢ de Student y F' de Snedecor
no son ya apropiados. Tampoco lo seran los intervalos para las predicciones. Generalmente, la

subestimacién de la varianza proporciona al analista una falsa impresiéon de precision.

Hipoétesis de linealidad

La hipétesis de relacién lineal entre la variable respuesta y las variables explicativas es una
asuncién que se realiza frecuentemente en el andlisis de regresién. En ocasiones encontramos que

esta suposicion es inapropiada.

Una técnica muy utilizada en analisis de regresién es la seleccion de variables ya que, en
muchas situaciones, se dispone de un conjunto grande de posibles variables explicativas. Una
primera pregunta que puede plantearse es saber si todas las variables deben de entrar en el
modelo de regresién y, en caso negativo, queremos saber qué variables deben entrar y qué varia-
bles no deben entrar. Intuitivamente parece bueno introducir en el modelo todas las variables
explicativas significativas (segun el contraste individual de la t) al ajustar el modelo con todas
las variables posibles. Pero este procedimiento no es adecuado porque en la varianza del modelo
influye el nimero de variables del mismo y la varianza de los pardmetros estimados crece al
aumentar el nimero de variables explicativas. Ademaés puede haber problemas de multicolinea-
lidad cuando hay muchas variables explicativas. Para responder a este problema se dispone de
diferentes procedimientos estadisticos. Bajo la hipétesis de que la relaciéon entre las variables

dependientes y la variable respuesta es lineal existen procedimientos paso a paso (o setpwise)
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que permiten elegir el subconjunto de variables regresoras que deben estar en el modelo. El
algoritmo paso a paso tiene las ventajas del algoritmo de introduccién progresiva pero lo mejora
al no mantener fijas en el modelo las variables que ya entraron en una etapa, evitando de esta
forma problemas de multicolinealidad. En la practica, es un algoritmo muy utilizado ya que

proporciona resultados razonables cuando se tiene un niimero grande de variables explicativas.

Finalmente, es preciso observar que cuando tenemos una variable dependiente dicotémica
que deseamos predecir, o para la que queremos evaluar la asociacién o relacién con otras (més
de una) variables independientes y de control, el procedimiento a realizar es una Regresion
Logistica (binaria). La Regresion Logistica es probablemente el tipo de andlisis multivariante
mas empleado en Ciencias de la Salud. No cabe ninguna duda de que este tipo de regresién es una
de las herramientas estadisticas con mejor capacidad para el andlisis de datos en investigacién
clinica y epidemiologia, y de ahi su amplia utilizacién. En este caso, la variable no sigue una
distribucién Normal, sino Binomial. Para dar solucién a este problema se hace una transfomacién

del modelo estandar, resultando el modelo logistico
eh
m(r) = ——=
() 1+ e%8
El método de estimacion que se utiliza en este caso es el de mdzima verosimilitud que consiste en
elegir los pardmetros de un modelo como aquéllos que hagan méxima la probabilidad de obtener

la muestra observada, de acuerdo con los datos disponibles.
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Capitulo 2

Una comparacion entre las diferentes

concepciones de espacio métrico
difuso

En este Capitulo abordamos las relaciones existentes entre las diferentes concepciones de
espacio métrico difuso que se han introducido a lo largo del los ultimos anos y que han sido
comentadas en el segundo Capitulo de la presente Memoria. En concreto, buscamos los elementos
comunes a todas las teorias ya introducidas y demostramos que la estructura que realmente
subyace entre las diferentes definiciones es una terna formada por un conjunto no vacio, una
funcion de distancia evaluada sobre el conjunto de ntmeros difusos y una funcién triangular
que determina la relacion existente entre las distancias que pueden ser calculadas entre tres

puntos arbitrarios del espacio (similar a la desigualdad triangular).

La mayoria de la nociones actuales de espacio métrico difuso interpretan la distancia entre
dos puntos como una funcién de distribucién en un entorno real. Sin embargo, en el contexto
difuso, parece mas coherente utilizar nimeros difusos para este propdsito. Pocos autores lo
han hecho en el pasado. Si interpretamos un nimero difuso como una pareja de funciones de
distribucién de tipo distancia, veremos cémo considerar una definicion de espacio métrico difuso

que aprovecha lo mejor de todas las teorias consideradas.

2.1. Una descomposiciéon canénica de nimeros difusos

En esta seccién vamos a interpretar los nimeros difusos (que satisfacen la condicién de

normalidad en cero) como un par de funciones de distribucién de tipo distancia (f.d.d.). Esta
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descomposicién nos permitira trasladar la métrica de Lévy sobre AT a la clase formada por los
mencionados numeros difusos. Ademas, se establece la relacién entre las funciones triangulares

de ambos conjuntos.

Definicién 2.1.1 Dado un conjunto difuso F sobre R, definamos F~,FT : R — [0,1] como

stque.

0, st x <0,
FE(z)={ 1—F(+z), si 0<z<oo,
1, st T = 00;

El siguiente lema es una consecuencia inmediata de que la aplicacién  — —z es una biyeccién

entre |—00,0[ y ]0, 0o[ que invierte el orden.

Lema 2.1.2 Un conjunto difuso F sobre R es un niimero difuso de F si, y sélo si, F~ y F* son

funciones de distribucién de tipo distancia. En tal caso, para cada z € R, se tiene que:

1—-F (—z), si =<0,
F(z)=

1—Ft(z), si z>0.

DeMOsTRACION : Por un lado, F¥(x) = 0 para cada z < 0. Ademés, F*(0) = 0 si, y sélo si,
F(0) =1. Sean z,y € ]0,00[ con z < y (lo que significa que —y < —z) Entonces:

Ft@)<F'ly) o 1-F@)<1-F(y) < Fla)>Fy)
F@<F(y) & 1-F(-a)<1-F(-y) & F(-2)>F(-y).

Asi, F* son aplicaciones no decrecientes en 10, 00] si, y sélo si, F \[0 oo[ €S UNa aplicacién no
crecientey F' |]_ 00,0] €S UNA aplicacién no decreciente. Por otro lado, sea, en general, {z,} C ]0, o]

una sucesién estrictamente creciente que converge a un punto x € |0, oo[. Entonces:

F* es continua por la izquierda en ]0,00[ <
& [ para cada {z,} /* x se verifica que {F¥(z,)} — F¥(x) | &
& [ para cada {z,} 7z se verifica que {1 — F(+z,)} - 1—F(+z)] <
< [ para cada {z,} 7z se verifica que {F(+x,)} — F(+x) |.

Las condiciones anteriores son equivalentes a que F|[0, o] €A continua por la izquierda y Fh* 50,0]
sea continua por la derecha. Aplicando el Lema 1.3.2, deducimos que F € F si, y solo si,
F* e AT n

Una descomposicién similar fue ya obtenida por Zhang en [130]. Segun el lema 2.1.2, cada

numero difuso (que alcance la condicién de normalidad en cero) puede ser determinado a partir
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de un par de f.d.d. El siguiente teorema establece que esta relacién es biyectiva. En particular,
demostramos que existe una topologia métrica natural sobre F que generaliza la ya introducida
por Zhang y que hace que este espacio sea isométrico a AT x AT con la topologia producto

inducida por la métrica de Lévy.
Antes de ello, observemos que el orden parcial de A* puede ser inducido de forma canénica
en (AT)?2 considerando (f1, f2) < (g1, 92) si, y s6lo si, f1 < g1y fo < go.
Teorema 2.1.3 La aplicacién @ : F — (AT)2, dada por
o (F) = (F*,FJF) para cada F € F,

es una biyeccidn que invierte el orden.

DEMOSTRACION : Segtin el Lema 2.1.2, ® est4 bien definida, dado que F'~, F™ € AT, y es inyectiva
ya que F~ y F* determinan F. Para demostrar que ® es sobreyectiva, sean f,g € AT dos f.d.d.

y definamos F sobre R como sigue:
1—f(-x), siz<0,
1—g(z), siz>0.

Utilizando los mismos argumentos del Lema 2.1.2, se puede concluir que F' € F y que ¢ (F) =

(f,9). Supongamos ahora que F,G € F. Dado x € |0, 0] se tiene que

F(r)<G@x) & 1-Fl@)>1-G) & F'(z)>G(2);
F(—z)<G(-z) & 1-F(-2)>1-G(-z) < F (z)>G (x).

Por consiguiente, F' < G si, y sélo si, F* > Gty F~ > G, es decir, (F~,F") > (G~,G"), y

lo anterior es equivalente a que ® (F') > ® (G). ]
7 NE -
F Ft
: . +—— i * ——
X X
(a) Numero difuso (b) Sus f.d.d. asociadas

Figura 2.1: La forma de actuar de la aplicacion ®.

En la figura 2.2 tratamos de describir cémo actia la funcién ® sobre los ntimeros difusos de

F.
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El mismo razonamiento que hemos utilizado en el Teorema anterior nos permite concluir el
siguiente enunciado, en el que reconstruimos el nimero difuso a partir de un par de funciones

de distribucién de tipo distancia.

Teorema 2.1.4 Sean f,g : [0,00] — [0,1] dos aplicaciones tales que f(0) = 0 y definamos
F:R —[0,1] como:

1—f(-z), si <0,
F(z)= _
1—g(x), si. z>0.

Entonces F' € F si, y sélo si, f,g € AT, En tal caso, ® (F) = (f,9).

Cuando consideramos ntmeros triangulares centrados en cero del tipo F' = (—a/0/c), siendo
a,c > 0, la aplicacién ® actia transformando estos ntmeros en pares de f.d.d. asociadas a
variables aleatorias uniformes, es decir, ®(—a/0/c) = (U,, U.), donde Uy(t) vale cero si t < 0,

vale t/h en [0,h] y vale 1 si t > h.

y
(-a/0/c)
— - ;
-a c X
(a) Un nimero difuso triangular (b) Sus f.d.d. asociadas

Figura 2.2: La forma de actuar de la aplicacién ® sobre nimeros triangulares centrados en cero.

2.1.1. Una topologia métrica sobre F

Kaleva considerd en [65] tres clases de convergencia en un EKS, y estudié la relacién entre
estas concepciones. Muchos autores han estudiado también la convergencia de sucesiones de
ntimeros difusos (véase [131] y las referencias que se mencionan ah{) con respecto a métricas
basadas en métricas Hausdorff. A continuacién, utilizando la biyeccién anterior, proponemos

una nueva clase de convergencia.

Dado que (A*,dr) es un espacio métrico y ® : F — (AT)? es una biyeccién, es posible

inducir la métrica de Lévy dj, sobre F definiendo

dr, (F,G) = méx (dL(F_,G_),dL(F+,G+)) para cada F,G € F.

Corolario 2.1.5 Con la métrica d;, inducida sobre F por la distancia de Lévy sobre AT, F es un

espacio métrico completo y compacto.
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DemosTrACION : Es claro que dy, (F,G) = 0 si, y sélo si, dp,(F~,G7) = d,(F,G") =0, lo que
significa que F~ = G~ y F™ = GT, y esto es equivalente a decir que F = G. Por otro lado,
dr, (F,G) = dr (G, F) claramente. Finalmente, teniendo en cuenta que, para nimeros reales

a,b,c,d € R se tiene que max(a + b, ¢ + d) < max(a,c) + max(b,d), deducimos la desigualdad

triangular:
dr, (F, méx (d(F~,G7),d(FT,G1)) <
< max (dL(F ,G™ )+dL G S H™ ) dL(F+,G+) +dL(G+,H+)) <
< max (dL(F ,G™ ),dL(FJr G+)) —|—méx(dL(G’,H’),dL(GJF,H*)) =
)

=dp (F,G) +dp (G, H).

Esto significa que (F,dr) es un espacio métrico. Veamos ahora que es completo. Sea {F,,} una
sucesién de Cauchy en (F,dy) y sea € > 0. Entonces existe un natural ng € N de manera que si
n,m > ng se tiene que max (dr (F~,G7),dr(F*,G")) = dy, (F,G) < . Asf, las sucesiones {F} }
y {F,} son de Cauchy en (A", dy). Segiin el apartado 1 del Lema 1.2.16, el espacio (A1, dy) es
completo. Por consiguiente, existen dos f.d.d. f,g € AT de manera que {F,f} = fy {F,} =g
en (A*,dy). Llamemos F = ®~!(g, ), es decir, F' € F es el tinico nimero difuso tal que F+ = f
y F~ =g, y demostremos que {F,,} — F en (F,dr). En efecto, fijemos ¢ > 0. Entonces existen
ni,ny € N de manera que si n > ny se tiene que dp(F,7, F*) =dp(F,,f) <eysin>n; se
tiene que dr(F,,, F~) =dn(F, ,g) < €. Si ng = max(ni,na) y n > ng deducimos que

dr, (Fn, F) = méx (d(F, ,F~),di(F,; , FT)) <e,

lo que significa que {F,} — F en (F,dr). Asi, (F,dr) es completo. Con la compacidad se
trabaja igual sabiendo que (A™,dy) y (F,dr) son espacios metrizables. [

Esta distancia da lugar a una topologia métrica sobre F. No es dificil demostrar que si
{Fn}en C F es una sucesién de nimeros difusos y F' € F, entonces {dr, (Fy, F)}, ey — 0 si, y
solo si, {F },cn converge débilmente a F', es decir, {F, ()}, cy converge a F (x) en cada punto
de continuidad de F' (recuérdese el Lema 1.2.17).

2.1.2. Funciones triangulares sobre los niimeros difusos (centrados en cero)

Dado que ® es una biyeccién que invierte el orden entre F y (AT)2 y €g es la identidad
de cualquier funcién triangular sobre AT, el niimero difuso 0 debe ser la identidad de cualquier
funcién triangular v sobre F y 1 serd su elemento nulo, esto es, si v : F2 — F es una funcién
triangular sobre F, entonces v (ﬁ, F) =F,v(1,F) =1, para cada F' € F. Por ejemplo, la suma
de numeros difusos es una funcién triangular sobre F. Utilizando la terminologia de [22], una

funcién triangular sobre F no es mas que una tz-conorma.

El siguiente resultado es un sencillo (pero tedioso) ejercicio puramente algebréico.
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Lema 2.1.6 Existe una correspondencia biyectiva entre las funciones triangulares v sobre F y las

funciones triangulares 7 sobre (AT)2 de tal manera que el siguiente diagrama conmuta.

F2 PP (AT o (@x®)=Dou
v = n
F - (A"')Q

-1

De esta forma, v es una funcién triangular sobre F si, y sélo si, ®ov o (® x &)~ es una funcién

triangular sobre (A™1)2.

Si 1 es una funcién triangular sobre (A1)2, llamaremos funcidén triangular sobre F asociada
a 1 a la funcién triangular v = ® ' oo (® x ®) sobre F. Si 7 y 7/ son funciones triangulares

sobre AT, entonces n = 7 x 7/, definida como

(T X 7—,) (flaf27f3>f4) = (T(fl,f3)77—,(f23f4)) y para cada f17f2af3af4 € A+7

es una funcién triangular sobre (A1)2, y v = @71 o (7 x 7/) o (® x ®) es su funcién triangular

asocidad sobre F. En tal caso,

v(F,G) =& ' (r(F~,G7), 7 (F*,G")), paracada F,G € F.

2.2. Un estudio comparativo de las diferentes estructuras métri-

cas difusas y probabilisticas

En esta seccién demostramos que todas las definiciones de espacios métricos difusos comen-
tadas en el Capitulo de preliminares poseen una estructura comun, de forma que pueden ser

incluidos en una nueva clase de espacios.

Definicién 2.2.1 Un espacio métrico difuso (abreviadamente, un EMD ) es una terna (X, F,v)
donde X es un conjunto, F : X x X — F es una aplicacion yv : F X F — F es una funcion

triangular sobre F de manera que se verifican las siguientes propiedades.

e Para cada v € X se tiene que Fyp = 0. (2.1
o Siz,ye X verifican que Fyy # 0, entonces © = y. (2.2
e Para cada v,y € X se tiene que Fy, = Fuy. (2.3

(24

e Para cada z,y,z € X se tiene que Fy, < v (Fupy, Fy.).

Diremos que un EMD estd normalizado (respectivamente, conormalizado) si Fgy (—t) < Fgy (1)

(respectivamente, Fa,, (t) < Fyuy (—t)) para cada x,y € X y cada t € ]0,00].
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Ejemplo 2.2.2 Cualquier EM (X,d) es un EMD de forma natural si definimos Fgy (t) = 1
para [t] < dgy y Fay (t) = 0 cuando |t]| > dgy. Si 77 y 77 son funciones triangulares sobre
AT que verifican (1.12) y v es la funcidon triangular sobre F asociada a 7~ x T, entonces
FE >7* (F%,FL).

Ejemplo 2.2.3 Otra forma de considerar un EM (X,d) como un EMD se consigue tomando

la funcion triangular asociada a la t-norma producto y la métrica:

1, sttt =0,
Fuy(t) = |t Gt 40 para cada z,y € X y cada t € R.
| +d(z,y)’ ’

A continuacién presentaremos una gran variedad de EMD. Pero, por el momento, veamos que
podemos considerar un EMD asociado a cada funcién de distribucion de tipo distancia diferente

de €y y cada funcién triangular sobre A™.

Ejemplo 2.2.4 Sea X un conjunto y sea f € AV cualquier funcién de distribucion de tipo

distancia diferente de €. Definamos Fyy =0 si x =y e igualmente

0, sttt <0,
Fu(t) = cuando x # y.
1—f@), sit>0,

Entonces (X, F,v) es un EMD sea cual sea la funcion triangular v sobre F asociada al producto

7 % 7' de funciones triangulares sobre A™T.

2.2.1. Estudio comparativo con los espacios métricos probabilisticos

En primer lugar, vamos a demostrar que cada EMP es un EMD para, posteriormente, intro-

ducir una topologia sobre los EMDs bajo funciones triangulares continuas.

Teorema 2.2.5 Sea X un conjunto, sea 7 una funcidn triangular sobre AT sead: X x X — AT

una aplicacién y definamos, para cada z,y € X:

0, sit <0,
F., =
1—dyy (), sit>0.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) (X,d,T) es un espacio métrico probabilistico.

(b) (X,F,v) es un EMD, donde v es la funcién triangular sobre F asociada a 7/ x 7, sea cual sea

la funcién triangular 7/ sobre AT,
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(c) Existe una funcién triangular 7/ sobre AT tal que (X, F,v) es un EMD, donde v es la funcién

triangular sobre F asociada a 7/ x .

DEMOSTRACION : Sea 7/ cualquier funcién triangular sobre AT y sea v la funcién triangular sobre

F asociada a 7/ x 7. Es claro que dgy = € si, y sélo si, Fgy = 0, por lo que la condicién
dgzy = €0 si, y solo si x =y,

es equivalente a

F,, = 0si, y sélo si, z = y.

Ademss, d es simétrica si, y sélo si, F es simétrica. Observemos que ® (Fg,) = (F;y,F;y) =
(€0,dzy) para cada x,y € X. Sean z,y, z € X cualesquiera tres puntos de X. Es claro que F, =
€0 > 7' (e0,€0) = 7' (Fy,, F,,). Por otro lado, dy. > 7(duy, dy.) si, y slo si, Ff, > 7(F} F1 ).

xy? xz?

Entonces:

da:z 2 T(d$y7dyz) ~ q)(ny) = (Fi F;y) Z (T/ (Fi F;Z) ’T(FJF

TY” Yy’ T2

F1)) & Fo. <0(Fgy, Fy.).
Se deduce que (X, d,7) es un EMP si, y sélo si, (X, F,v) es un EMD. ]

Corolario 2.2.6 Cualquier espacio métrico probabilistico es un espacio métrico difuso.

Teniendo en cuenta que F,, no juega ningtin papel importante en la demostracion del Teo-

rema 2.2.5, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.7 Sea (X, F,v) un EMD tal que v es una funcién triangular asociada a un producto
7/ x 7 de funciones triangulares sobre AT y tal que F;y = ¢ implica que F;, = 0. Entonces
(X,d=1- F’[O,oo] ,7) es un EMP.

DemosTrRACION : Dado que Fy, = 0, tenemos que dpp = 1 — Fm|[0 ] = €o- Si ocurriese que

dyy = €o, entonces para cada t > 0 se tiene que

FL, (1) = 1= Faylig o (1) = 1= (1= duy (1)) = co(t) = 1.

Asi, F;gy = €. Por hip6tesis, esto implica que Fy,, = 0, de donde z = y. La simetria de d es obvia.
Finalmente, dado que (X, F,v) es un EMD, donde v es la funcién triangular sobre F asociada

a 7/ x 7, la demostracién del teorema anterior nos dice que F;, > 7(F7,

+.»F1,) es equivalente a

dy> > 7T(dgy, dyz), por lo que concluimos que (X,d =1 — F|[0’oo] ,7) es un EMP. |

Modificando ligeramente la demostraciéon del Teorema 2.2.5, demostramos que siguiente re-

sultado.
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Teorema 2.2.8 Sea X un conjunto, sean 7 y 7’ funciones triangulares sobre A", sean d,d’ :

X x X — AT dos funciones y definamos, para cada z,y € X y cada t € R:
1 —dyy(—t), sit<0,
Foy(t) = !
, .
1—d, (t), sit>0.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) (X,d,7)y (X,d, ") son espacios métricos probabilisticos.

(b) (X,F,v;x,) es un EMD.

En tal caso, d = F~ y d = F'. Ademds, una sucesién {z,} C X F-converge a z € X
(respectivamente, es F-Cauchy) si, y sélo si, {z,,} d-converge a x y d’-converge a z (respectivamente,
es d-Cauchy y d’-Cauchy).

2.2.2. La topologia fuerte sobre los EMD

El Teorema 2.2.5 nos muestra que la relacién entre los EMPs y los EMDs es muy estrecha.
Cuando (X,d,7) es un espacio métrico probabilistico y 7 es continua (respecto de la métrica
de Lévy dr), es posible considerar la topologia fuerte sobre X (véase el Capitulo 12 de [111]).
Utilizando esta idea, es posible definir una topologia similar en cada EMD (X, F,v). En efecto,
para cada x € X y cada t > 0, definamos:

Nx(t):{ yEX :Fyy(t) <t }

Es claro que si t > 1, entonces N, (t) = X. Ademds, si 0 < t; < tg, entonces N, (t1) C N, (t2).
Observemos que para f € AT tenemos que f (t) > 1 — ¢ si, y s6lo si, dr, (f, €) < t. Entonces,
para cada z,y € X,

dr, (Fgy,0) <t & méx(dp (1 —Fuy(+),6)) <t <
& 1-Fy(£t)>1—-t & yeN(t).
En consecuencia, podemos expresar
N, (t) ={ye€X:dp(Fay0) <t}.

En este contexto, se pueden repetir uno por uno los argumentos del Teorema 12.1.2 de [111]

para demostrar lo siguiente.

Teorema 2.2.9 Si (X,F,v) es un EMD tal que v es continua, entonces existe una topologia

Hausdorff sobre X tal que { N, (1/n)},, oy s una base numerable de entornos de cada punto = € X.

Por ejemplo, si (X, d) es un espacio métrico, esta topologia sobre X coincide con la topologia
métrica inducida por la distancia d dado que, en este caso, si 0 < ¢t < 1, podemos demostrar que
Fuy (£t) <t si, y s6lo si, dgyy < t. Por consiguiente, N, (t) = {y € X : dgy < t} = B (z,1).
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2.2.3. Estudio comparativo con los espacios de Kaleva y Seikkala

Los espacios métricos difusos definidos por Kaleva y Seikkala son extraordinariamente com-
plejos y contienen, de manera natural, a una amplia variedad de espacios métricos difusos en
el sentido de otros/as autores/as. Por ejemplo, contienen a todos los espacios métricos difusos

intuicionistas.

Lema 2.2.10 Dado cualquier espacio métrico difuso intuicionista (X, M, N, x,¢), sea L = 0, sea
R = %’ la t-conorma asociada a la t-norma %, y sea d : X x X — G la aplicacién definida, para cada
z,y € X, como:

0 0, si t <0,
duy (1) =
1— Myy(t), sit>0.

Entonces (X, L, R, d) es una espacio métrico difuso en el sentido de Kaleva y Seikkala.

Por el momento, no conocemos la relaciéon exacta entre los EMD que hemos introducido en
la Definicién 2.2.1 y los espacios de Kaleva y Seikkala. No obstante, existe una subclase concreta

en éstos especialmente sencilla pero muy util.

Definicién 2.2.11 Diremos que un EKS (X,d,L,R) es simple sid: X x X - GNF, L=0y

R es una t-conorma continua. Nos referiremos a esta clase de espacios como EKS*.

Teorema 2.2.12 Todo EKS* (X,d,L = 0,R) es un EMD (X,F = d,v), donde v es la funcién
triangular sobre F asociada a 7 X Tp/ y T es cualquier funcién triangular sobre AT,

DeMosTRACION : Dado que R es una t-conorma continua, R’ es una t-norma continua. Sea v la
funcién triangular sobre F asociada a 7 X Tr/, donde 7 es cualquier funcién triangular sobre
A" Definamos Fy,, = d,y € F para cada z,y € X. Es claro que F verifica las condiciones (2.1),

(2.2) y (2.3). Para probar (2.4), observemos que ® (F,,) = (F;y,F;y) = (€9, 1 — dyy) para cada

z,y € X. Dados s,t > 0= A1 (z,y) = A1 (z,2) = A1 (y, 2), tenemos que:
Aoy (s 4+ 1) < R(dzz (8),dsy (t) & 1—dyy(s+1t) >1— R(dy:(5),dsy (1) <
S 1—dpy(s4+1) >R (1 —daz(s),1—doy (1)) & Ff (s+1) >R (F (s),F], (1))
Si u =t + sy tomamos supremo, lo anterior demuestra que para cada u > 0:
F, (u) > sup ({ R (FL, (s),FL, (1)) / ths=u, ts> o}) — 7 (F,, FY) (u).

Entonces Ff, > 7p (F;

Tz

ij) Como F =€y > 7 (F... F;y), hemos deducido que:

® (Fay) = (Fpy, Fry) > (7 (Foon Fry) e (B F)) = (7 x 7)) (Fus Bl 5 (F2y, F)) =

= (T x7r) 0 (P X P)) (Fuz,Foy) = (Pov) (Fuz, Fuy) .
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Aplicando ®~! a ambos términos y teniendo en cuante que es una aplicacién que invierte el

orden, concluimos que Fy < v (F;.,F.,), lo que significa que (X, F,v) es un EMD. [ |
Corolario 2.2.13 Todo espacio simple de Kaleva y Seikkala es un EMD.

Kaleva y Seikkala [67], por un lado, y Pap [95], por otro, demostraron que cada espacio
de Menger es un espacio simple de Kaleva y Seikkala, y observaron que el reciproco de esta
afirmacién (utilizando espacios de Kaleva y Seikkala en general) no es obvio. Como consecuencia

de los Teoremas 2.2.12 y 2.2.5, nosotros deducimos el siguiente reciproco para espacios simples.

Corolario 2.2.14 Cada espacio simple de Kaleva y Seikkala (X, d, L, R) es un espacio de Menger
(X,d',7rr), donde d},,, (t) = 1 — dy(t) para cada x,y € X y cada ¢t > 0.

2.2.4. Estudio comparativo con los espacios intuicionistas de Park

Kramosil y Michdlek introdujeron en [74] una definicién de espacio métrico difuso modifi-
cando los axiomas que se utilizaban hasta entonces y demostraron que pueden ser dotados de
una topologia Hausdorff. Esta definicién es, en efecto, similar a la de espacio métrico difuso
intuicionista introducida por Park [97], pero realmente es muy anterior en el tiempo. Por ello,
los primeros son un caso particular de los segundos. Analizamos la relacién entre los regundos

y la Definicién 2.2.1, y deduciremos la relacién con los espacios de Kramosil y Michélek.

Teorema 2.2.15 Sea (X, M, N, *,¢) un espacio métrico difuso intuicionista y definamos F, G :
X x X — F, paracada z,y € X, como:

Ngy (—1), sit <0, 1— Mgy (—t), sit<O,
ny (t) = Gry (t) =
1_Mwy(t)a sit>0; ny(t), sit>0.

Sea ¢’ la t-norma asociada a ¢ y sean v y v’ las funciones triangular sobre F inducidad por 7, X 7,
y T« X Tor, respectivamente. Entonces (X, F,v) es un EMD normalizado y (X, G,v’) es un EMD

conormalizado.

DEMOSTRACION : Vamos a probar, primeramente, que (X,F,v) es un EMD normalizado. Dado
que * y ¢’ son t-normas continuas, entonces 7, y 7T, son funciones triangulares sobre A1, y
v==®1o(ry x 7)o (®x ®) es una funcién triangular sobre F. Observemos que, para cada
F.Ge F,v(F,G) =31y (F,G7), 7 (F*,G")). Sean z,y € X dos puntos de X. Como
F.,(0) =1— M,,(0) =1, el Teorema 2.1.4 nos asegura que F, estd bien definida y es un

nimero difusode F. Entonces F : X x X — F es una aplicaciéon bien definida. Dado que
Foy=0 & [My(t)=1y Ny (t)=0, Vi€l]0,00[] & z=y,
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las propiedades (2.1), (2.2) y (2.3) son triviales. Para demostrar la desigualdad triangular, obser-

vamos que ® (Fy,) = (F Fjgy) = (1 = Nyy, Myy). Sean z,y, 2z € X cualesquiera tres puntos y

xyY?

consideremos las funciones de distribucién de tipo distancia 7 (F;y, F;Z) s T (ij, szz) €AT.
+

Comparemos estas funciones en ]0,00[ con F,, y F , respectivamente. Sea u € ]0,00[ un

nimero real positivo. Si u =t + s, donde t,s € |0, 00, tenemos que M, (u) = My, (t+s) >
Mgy (t) * My (s). Por tanto,

T (ij,F;rz) (u) = sup ({ Mgy (t) x My, (s) /t+5:u, t,s>0 }) <
gsup({ M, (t+s) /t+s:u, t,sZO}) = M, (u) =F}, (u).

En consecuencia, deducimos que i (F;y, szz) < F7,. De la misma forma, si v = t + s, tenemos

que Ny (u) = Ny (4 5) < Nay (£) 0 Nye (), y ast

o (Foy Fyo) (w) =sup ({ 1= [(1=Fp, () 0 (1= F(9))] [t+s=u t,520}) =
zsup({l—ny(t)oNyz(s) /t+s:u, t,sZO}):
zl—fnf({ Ny () 0 Ny (5) /t+s:u, t,szo})g
<t-if ({ New(t4s) [t+s=u t520}) =1- Now () = F. ().

Dado que 7. (F},,F}.) <F} y que 7y (F,,,F,.) <F,_, y sabiendo que ! es una aplicacién

zTY? TY?

que invierte el orden, concluimos que:

0 (Fay ) = 071 (o (B, ) o (B, B ) = 07 (5

Ty Ty T2 F;Jnrz) = Facz
Esto demuestra que (X, F,v) es un EMD. Ademds, es normalizado ya que, para t > 0:
Muy ()4 Ney () S 1 & Nyy()<1-Myy(t) & Fop(-0)<Fy (). (25)

Corolario 2.2.16 Todo espacio métrico difuso intuicionista (X, M, N,*,¢) es un EMD normali-

zado y es un espacio de Menger (X, M, 7).

El corolario anterior es una consecuencia de aplicar que (X, F,v) es el EMD generado por
(X, M, N,*,0) y el Teorema 2.2.5 (un espacio métrico difuso intuicionista puede ser considerado
como un EMD; véase el Teorema 2.2.15). El siguiente Teorema es el enunciado reciproco del
Teorema 2.2.15.

Teorema 2.2.17 Sea X un conjunto, sea * una t-norma continua, sea ¢ una t-conorma continua y

sea v la funcién triangular sobre F correspondiente a 7.» X T,. Supongamos que para cada z,y € X
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existen conjuntos difusos My, Ny, : [0,00[ — [0,1] y Fyy : R — [0, 1] relacionados de la siguiente
forma:
My (t) =1—=Fuy(t) y Nyy(t) =Fyy (—t) paracadat e [0,00].

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) (X, M, N,x,¢) es un espacio métrico difuso intuicionista.
(b) (X,F,v) es un EMD normalizado que verifica las siguientes propiedades.

(b.1) Siz,y € X, entonces F, = g si, y sblo si, z = y, lo cual ocurre si, y sélo si, F, = €.

(b.2) Fyy (t) ¥’ Fy. (s) > Fy, (t + s) para cada z,y,z € X y cada t, s € [0,00] (donde ' es
la t-conorma inducida por x).

(b.3) Fpy(—t)oFy, (=) > Fy, (—t —s) para cada z,y,2 € X y cada ¢, 5 € [0, 00[.
En tal caso, (X, F,v) es el EMD generado por (X, M, N, x,¢).

DemosTRACION : El Teorema 2.2.15 nos asegura que (a) = (b). Reciprocamente, supongamos que
(X,F,v) es un EMD normalizado que verifica las propiedades b.1, b.2 y b.3. Las condiciones
1 a 11 son sencillas de demostrar. mencionamos tnicamente algunos detalles. Segin (2.5), la
condicién de normalizacién es equivalente a M, + Nz, < 1. Los conjuntos difusos Mg, Ny, :
[0, 00[ — [0, 1] son funciones continuas a la izquierda ya que F4, es un nimero difuso (téngase
en cuenta el Teorema 2.1.4). Utilizando la propiedad b.1,
r=y < Fiy =F,,=c © My (t)=1y Nyy(t) =0, para cadat € |0, 0.
Segin b.2 tenemos que, para cada x,y,z € X y cada t, s € [0, 00:
Fly (1) % Fye(s) 2 Fou (14 8) & 1 [(1—Fup (1) % (1— Fyu ()] > Fou (t 4 5)

S1—Fp(t+8)>(1—Fuy(t)* (1 =Fy.(5)) & My, (t+ ) > My, (t) * My, (s).
Dado que Ny (t) = Fuy (—t), la condicién b.3 es equivalente a Ny, (£) 0 Ny, (s) > Ny, (t + )

para cada x,y,z € X y cada t,s € [0, 0o[. Por tanto, (X, M, N, x,¢) es un espacio métrico difuso

intuicionista. Finalmente, (X, F,v) es el EMD generado por (X, M, N, x,¢) dado que:
Ny (—t), ift <0,
F. ()= para cada z,y € X.
1 — My, (t), ift>0
|
Una versién conormalizada del Teorema anterior también es cierta si M, N y F estan rela-

cionados por:

Mgy (t) =1—=Fyy(—t) v Ngy(t) =Fyy(t) paracadat e [0,00].

A. Roldan




52 CAPITULO 2. COMPARACION ENTRE LAS DIFERENTES TEORIAS METRICAS

2.2.5. Estudio comparativo con los espacios de Kramosil y Michalek

Teniendo en cuenta que cada espacio de Kramosil y Michélek (X, M, ) es un espacio métrico

difuso intuicionista de la forma (X, M,1 — M, x, "), concluimos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.18 Cada espacio métrico difuso en el sentido de Kramosil y Michalek es un EMD

normalizado.

De hecho, cada espacio de Kramosil y Michalek (X, M, *) es un espacio métrico difuso in-
tuicionista de la forma (X, M, N, x,¢), sea cual sea N y la t-norma continua ¢ siempre que se
verifique que M + N < 1 y las propiedades 7-11 de tales espacios. Esto precisamente inspira el

siguiente resultado.

Teorema 2.2.19 Si (X,d, L = 0, R) es un espacio simple de Kaleva y Seikkala, entonces (X, M =
1— d|[07oo[,N, TR, ©) €S un espacio métrico difuso intuicionista de la forma (X, M, N, %, ¢), sea cual
sea N y la t-norma continua ¢ siempre que se verifique que M + N < 1y las propiedades 7-11 de

tales espacios.

Abordamos ahora la relacién entre los espacios de Kramosil y Michélek y los espacios simples
de Kaleva y Seikkala.

Teorema 2.2.20 Sea X un conjunto, sea * una t-norma continua y sean M : X x X x [0, 00[ —

[0,1] y d: X x X — map (R, [0, 1]) dos aplicaciones relacionadas de la siguiente forma:

0, sit <0,
dey (1) = _ para cada z,y € X ycadat € R.
1— My (t), sit>0

Entonces (X, M, *) es un espacio de Kramosil y Michdlek si, y sélo si, (X,d,L =0,R = ") es un
espacio simple de Kaleva y Seikkala.

DeEMosSTRACION : Observemos que, en un espacio simple de Kaleva y Seikkala, se verifica que

A1 (z,y) =0, y asi, para cada z,y,z € X y cada t, s € [0,00][:

Mo (64 ) 2 My (1) * My () € 1= dgs (¢ 4 8) = (1~ diy (1)) % (1~ dys (5)) &
& dys (£ 5) < day (1) #' dys (5)

Corolario 2.2.21 Los conceptos de espacio de Menger, de Kramosil y Michalek y de espacio simple

de Kaleva y Seikkala son equivalentes.
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2.2.6. Estudio comparativo con el espacios métricos probabilisticos intuicio-

nistas

Concluimos este Capitulo analizando la relacién entre los espacios métricos probabilisticos

intuicionistas y la Definicién 2.2.1.

Teorema 2.2.22 Sea X un conjunto, sea 7 una funcién triangular sobre AT, 7 una funcién trian-
gular sobre V' y sea v la funcién triangular sobre F asociada a 7 x 7. Sean d : X x X — AT,

d: X xX VT y F: X x X — F tres aplicaciones relacionadas de la siguiente forma, para cada

z,y € X ycadateR:
1—dgy(—t), sit<O,
B, ()= -
dey(t), sit>0.
Entonces (X, d, 7,d, T) es un espacio métrico probabilistico intuicionista si, y sélo si, (X, F,v) es un
EMD conormalizado tal que Fg;yhf = Oh [ Fg;yho oo = O‘]o ool

Como consecuencia, cualquier espacio métrico probabilistico intuicionista es un EMD.
DemosTrACION : Es claro que Fyyy = 0 si, y sélo si, dyy = €0 y dzy = €0, y esta condicién es
equivalente a dgy, = €y 0 dyy = €y, por lo que las condiciones (2.1) y (2.2) son equivalentes a

(1.18)-(1.19) y a (1.44)-(1.45). También es claro que F es una funcién simétrica si, y sélo si, d y

d también son simétricas. Observemos que, para cada z,y € X y cada t > 0:
diy(t) =1 = Foy(—1) = Fo (), duy(t) = Fay (1) = 1 = F (1),
Esto significa que:

Aoz = T(day, dyz) < Fop 2 7(Fy F L)

xy>
oz < 7(day,dy.) & 1 —F, <7F(1-F] 1-F)) &
©1-71-F}, 1-F))<Fl «#F F)<FL.

Dado que ® es una biyeccion que invierte el orden y v es la funcién triangular sobre F asociada

aT X7

Fo: < 0(Fay, Fy) & ©(Faz) = O(v(Fay, Fye)) & (FoL FL) > (7(F,,, F), 7/(F, FL)) <

xz) xY? xyY?

o Fo.>7(F;,,F.)y o dyz > T(dpy, dyz) y
F+ > 7(FL,FL) Aoz < 7(duy, dy2).
Por tanto, (2.4) es equivalente a (1.21) y (1.47). Finalmente, (X, F,v) es conormalizado si, y

s6lo si, para cada z,y € X y cada t € ]0, 00|,

Fay (1) S Fay (=1) & doy(t) S 1—day(t) & day(t) + day(t) < 1.
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El siguiente diagrama resume las principales implicaciones que hemos demostrado a lo largo

del presente Capitulo.

EMD
/ \
EMPI EMDI
]
cEMP EMP
|
Menger ———= EKS* =————= EKM
\

EKS EGV

Figura 2.3: Conexiones entre las diferentes teorias.
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Capitulo 3

Teoremas de punto fijo en ambientes

normados y difusos

En el presente Capitulo abordamos el estudio de dos teoremas de punto fijo en ambientes

diferentes.

3.1. Un teorema de contraccién de Banach en espacios métricos
L-difusos

En el articulo [2], Alaca, Turkoglu y Yildiz demostraron dos teoremas de punto fijo para
aplicaciones conmutativas en espacios métricos difusos intuicionistas. Uno era una versién del
teorema de Banach y otro era una versién del teorema de Edelstein [33]. Porteriormente, en [105],
Saadati, utilizando algunas de las propiedades mostradas en [106], generaliz6 estos resultados a
espacios métricos £-difusos (de manera que los espacios intuicionistas son un caso particular de
éstos). Desgraciadamente, la demostracién que aporté de su versién del teorema de Banach en
este tipo de espacios era incorrecta. No obstante, damos a continuacién una posible demostracién
de dicho teorema, explicando el error cometido por Saadati. Nos basaremos en los preliminares

que hemos expuesto en la subseccién 1.4.7.

Definicién 3.1.1 Llamaremos B-contraccién sobre un espacio métrico £-difuso (X,9M,7T) a

cualquier aplicacion A : X — X para la que eziste una constante k € [0, 1] de manera que

M(A(x), A(y), kt) > M(z,y,t) para cada x,y € X y cada t > 0.

En general, un punto fijo de una aplicacion A : X — X es un punto zp € X tal que
A(wo) = Z9.

La siguiente condicién fue ya considerada por Fang en [39] en el contexto de EKM.
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Definicién 3.1.2 Diremos que un espacio métrico £-difuso (X,9M,T) verifica la condicién (C)

st cumple la siguiente propiedad:

si z,y € X son dos puntos tales que M(x,y,t) = C para cada t > 0, entonces C = 1g. (3.1)

El siguiente resultado es un teorema de Banach para espacios métricos L£-difusos. Se trata
del teorema principal dado en [105]. Para demostrarlo, sélo hay que adaptar la archiconocida

técnica del teorema de Banach a este tipo de espacios introduciendo algunos ligeros cambios.

Teorema 3.1.3 Sea (X,2,7) un espacio métrico £-difuso N-completo que verifica la condicién
(3.1) y supongamos que J es de tipo HadZi¢. Entonces cada B-contraccién A : X — X posee un

tinico punto fijo.
DemosTrRACION : Fijemos cualquier xg € X y definamos, por recurrencia, x1 = A(xg) y Tpt1 =
A(zy,) para cada n € N. Dado que A es una B-contraccién, existe k € [0, 1[ de manera que:
M (1, x2, kt) = M(A(z0), A1), kt) >1 M(x0, 21,1).
Asi, por induccién se demuestra que, para cada n € N:
M(xp, Ty, k"t) = M(A(zp—1), A(zp), k") > M(Tp—1,Tn, k‘"_lt) >r .20 M(xg, 21, t).

Veamos que {x,} es una sucesiéon de N-Cauchy. Fijemos ¢ € L\{0g¢,1¢} y ¢t > 0 arbitrarios.
Por un lado, sumando la serie geométrica encontramos que, para cada n,m € N:

n+m—1 | 1— kn—l—m kn
k' = k" < .
;n 1-k —1-k

Dado que {k"} — 0 de forma decreciente, existe ng € N de manera que:

k™o
<1.
11—k~
De esta forma, si n,m € N y n > ng, entonces:
ntm—l k™t kmot
k't < < <t.
Z; —1-k " 1—k —

Dado que J es de tipo H, existe u € L\{0Og¢, 1¢} tal que 3™ (N (u), N(u),...,N(p)) >1 N(e)

para cada m > 1.

De esta forma, si n,m € Ny n > ng,

n+m—1
m(xna Tn4m, t) > M <xna Tn4+m, Z kzt> >L
i=n

> ’Jmfl(ﬂﬁ (Tny Tng1, k"), M (xn+1, Tnt2, k"“t) ey
M (Tpgm—1, Tntm, k"+m_1t)) >

>p 3N (O (z, 21, ), M (w0, 21, 1), ..., I (20, 21, 1)) >1

> 3N (N (), N(w), -, N() 21 N(e)-
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Esto demuestra que {x,} es una sucesién N-Cauchy. Dado que (X,9,7J) es N-completo, existe
un punto y € X tal que {z,} — y. Veamos que y es un punto fijo de A. En efecto, por un lado,
para cada t > 0,

M(A(y),y,t)

\Y%

L ’J(gﬁ(A(y), Tn+1, t/z)v Dﬁ(mn-‘rl? Y, t/2)) =
m(A(y)7 A($n)7 t/2)’ 9ﬁ(ajnJrly Y, t/2)) zL
> IM(y, xn, t/(2k)), M(Tp+1,y,t/2)).

I
(S
—~~

Si tomamos limite cuando n — oo y tenemos en cuenta que {z,} — y, nos damos cuenta de que
{3 (y, zn, t/(2k)), M(2nt1,y,t/2))} — T(1g, Le) = Le.

Por consiguiente, M(A(y),y,t) = 1lg para cadat > 0, lo que implica que A(y) = y. Veamos ahora
que y es el unico punto fijo de A. Si existiese otro punto fijo z € X de A, entonces tendriamos
que

M(y, z,t) = M(A(y), A(2), 1) =L M(y, 2, t/k).

Repitiende este proceso, M(y, z,t) > M(y, z,t/k) >1 M(y, z,t/k%) > ... > M(y, z,t/k")
para cada n € N. Por otro lado, como t < t/k < t/k* < ... < t/k™, sabemos que M(y, z,t) <r,
My, z,t/k) <p My, 2,t/k?) <p ... <p M(y, z,t/k"), de donde deducimos que

M(y, z,t) = My, 2, t/k) = My, 2,t/k*) = ... = M(y, z, t/k").

Como M(y, z,) es una funcién no decreciente, deducimos que M(y, z,t) = C para cada t > 0.

Y como M verifica la condicién (C) sabemos que C' = 1¢, de donde y = z. ]

La demostraciéon dada por Saadati en [105] falla al demostrar que la sucesién {x,} es de

Cauchy, pues se basa en las funciones E) gp : X x X — [0, 00] definidas como sigue:

Eyon(z,y) =inf ({t > 0: M,y (t) > N(N)}) paracada A € L\{0g,1¢} y cada z,y € X.

Sin embargo, estas aplicaciones no siempre estan bien definidas, pues existen espacios métri-
cos £-difusos para los cuales no se pueden definir. En efecto, tomemos X = [1,2], £ = ([0, 1], <),
J(a,b) = ab y sea

M(z,y,t) = M para cada z,y € [1,2] y cada t > 0.

méx(z, y)

3 8
275
t > 0. Utilizando la negacién involutiva N(t) =1 —t en [0,1] y A = 1/17, tenemos que

Entonces (X,9,7J) es un espacio métrico £-difuso. Observamos que I ( t) = % para cada

3 8 15 1
-, = =—<1l-— .
9ﬁ<2,5,t> 16 < 17 para cada t > 0

Por consiguiente, el conjunto

{t>0:9ﬁ ,g(t)>N<117>}:{t>0:9ﬁg7g(t)>1—117}

es vacio y el nimero E) gn (%, %) no estéd bien definido.

N
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3.2. Algunos teoremas de punto fijo en espacios normados difu-

SOS

En esta seccion, enunciamos y demostramos algunos resultados de existencia y unicidad de
puntos fijos de aplicaciones contractivas en el contexto de los espacios normados difusos, inspi-
rados en versiones similares que puede encontrarse en [37]. No obstante, necesitamos reemplazar
algunas de la condiciones sobre la t-norma que se imponen en los resultados de [37] por el hecho

de que ésta sea de tipo Hadzi¢ (véase la Definicién 1.2.10).

Teorema 3.2.1 Sea (X, u,*) un END completo de manera que * es una t-norma de tipo Hadzi¢ tal
que a*xb > ab paracada a,be€l. Sean ' : X x X - X y g : X — X dos aplicaciones tales que
F(X x X) C g(X), g es continua y F' conmuta con g. Sea C un orden parcial sobre X tal que F
verifica la propiedad g-mondtona mezclada y de manera que existe un niimero real positivo k € ]0, 1|

que cumple la desigualdad:

u(F (2, y) = F(u,v), kt) > [p(gz — gu, )]+ [u(gy — gv, )]/, (3-2)

siempre que gz C gu y gy 3 gv. Supongamos que:

(a) F es continua, o bien

(b) (X,C) posee la propiedad g-monétona secuencial.

Si existen dos puntos g,y € X tales que gxo T F(x0,v0) Y 9y¥0 =2 F(yo, o), entonces F'y

g poseen algin punto de coincidencia doble (es decir, existen x,y € X tales que gz = F(x,y) y

gy = F(y,)).

DeMosTRACION : Dividimos la demostracién en cinco partes.

Primera parte: construccion de las sucesiones {x,} e {y,}. Consideremos los puntos z, yo €
X tales que gzog C F(zo,y0) ¥y 9y0 = F(yo,x0). Dado que F(X x X) C ¢g(X), podemos encontrar
dos puntos x1,y1 € X tales que gz1 = F(x0,y0) ¥ 9y1 = F(y0, zo). De nuevo, dado que F(X x
X) C ¢g(X), podemos encontrar dos puntos z2,ys € X tales que gro = F(x1,y1) v gy2 =
F(y1,21). Repitiendo este proceso, podemos encontrar dos sucesiones {z,} e {y,} de X de

manera que:

9Tnt1 = F(Tn,yn) Y  9Ynt1 = F(yn,x,) para cada n > 0. (3.3)

Segunda parte: demostramos que las sucesiones {gxn} y {gyn} son mondtonas respecto de

C. Para ello, vamos a demostrar que:

970 C 9Tny1 Y 9Yn 3 GYn+1  para cadan >0, (3.4)
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es decir, {gz, } es una sucesién mondtona creciente y { gy, } es una sucesién mondétona decreciente
(respecto del orden parcial J). En efecto, procedemos por induccién. Para n = 0 es claro que la

propiedad (3.4) es cierta debido a la condicién inicial
gzo E F(zo,y0) =921y gyo 2 F(yo,x0) = gy

Supongamos que (3.4) es cierto para algtiin n > 0. Dado que F verifica la propiedad g-monétona
mezclada y suponemos, como hipotesis de induccién, que gz, T gTpi1 ¥ que gYn = GYnti,

entonces

Tny Tyl € X, g2n C g1 =  Flxp,y) C F(xp41,y), paracaday € X,
Yn,Ynt1 € X, 9Yn+1 T 9yn =  F(yni1,7) C F(yn,x), paracadazx € X,
Tn, Tnt1 € X, gxn E g1 =  Fly,z,) 3 F(y,xn41), paracaday € X,
YnsYn+1 € X, 9Yn+1 S gyn = F(x,yny1) J F(x,y,), paracadaz € X.

De esta forma, tomando y = y, y * = x,,, tenemos que:
9nt1 = F(@n,yn) E F(@ni1,0n) Y 9Yns1 = F(yn, 2n) 2 F(Yns1,2n). (3.5)
De igual forma
9Tnt2 = F(Tni1,Yn41) D F(Tnt1,9n) ¥ 9Ynt2 = F(Ynt1, Tnt1) E F(ynt1,z0).  (3.6)
Combinando (3.5) y (3.6) deducimos que:

gTn+1 = F(xny yn) («Tn-i—ly yn) L («Tn-i-ly yn+1) = 9Tn+2,

CF
JF (yn+1, xn—i—l) = gYn+2-

9Yn+1 = F(ynaxn) (yn—&-laxn) -

Por consiguiente, la propiedad (3.4) es cierta. Llamemos ahora
— 1/2 1/2
on(t) = [u(gzn — gTn+1,t)] 7 * [(gYn — gYn+1,1)]'°, paracadan >0y cadat > 0.

Segun el Lema (1.4.26), cada funcién p(gzn, — gZn+1, ), 1(9Yn — 9Yn+1,-) : ]0,00[ — I es no
decreciente en ]0,00[. Como la t-norma * es no decreciente en cada argumento y la funcién
t — t'/2 es no decreciente en I, deducimos que cada funcién 8, es no decreciente en |0, ool.
Utilizando (3.4), la condicién de contractividad (3.2) y el axioma (1.55), deducimos que para

cadan > 1y cada t > 0 se verifica:

,U«(gxn — 9Tn+1, kt) = N(F(xn—la yn—l) - F(xna yn)7 kt) >
> [1(g2n—1 — 920, 9)) % [(gyn—1 — gyn, )Y = 601 (1), (3.7)
1(9Yn — gYn+1, kt) = p(F(Yn—1, Tn-1) — F(Yn, zn), kt) >

> [u(gyn—1 — gyn, y)]*? V2 =

* [1(grn—1 — 920, y)]'" = 0p1(t). (3.8)
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Aplicando la t-norma * y teniendo en cuenta que a * b > ab para cada a,b € I, deducimos que,

para cada n > 1y cada t > 0, se verifica:

5n(kt) = [/L(gxn — 9Tn+1, kt)]l/Z * [M(gyn — 9Yn+1, kt)}l/Q >
> [n(gzn — gwn1, k)2 - [1(gyn — gynsr, k]2 =
Z 5n—1<t)1/2 : 5n—1(t)1/2 - n—l(t)-

Repitiendo esta desigualdad, deducimos que

1> 6u(t) > 6no <2) > s <kt2> > .. > 6 <kfn) . (3.9)

Dado que * es una t-norma continua y p verifica el axioma (1.58), para cada t > 0, se tiene que:

1/2 _

n—oo kn n—oo

, t ,
lim &g () = 1m  [u(gzo — g1, )] * [ulgyo — gy1, t)]

1/2
] —1s1=1.

]1/2

= [h'm wlgxo — gz1,t)| = [h’m w(gyo — gy1, 1)
n—oo n—oo

Aplicando (3.9) deducimos que

lim 4, () =1 paracadat > 0.

n—oQ

Tercera parte: demostramos que las sucesiones {gzyn} y {gyn} verifican, para cada n,p > 1,

que

1(gTn = gTnip,t) > *0n1 (t —kt) vy p(gYn — GYnip,t) > * 01 (t — kt). (3.10)

Recordemos que la sucesién {*"a}>°; fue definida en (1.9). Para demostrar (3.10), hacemos

induccién en p > 1. En efecto, para p = 1, podemos aplicar (3.7) y (3.8), deduciendo que:

(9Tn — gTng1,t) = 0p_1 (t/k) vy p(gYn — GYn+1,t) = On—1 (t/K).

Dado que t/k >t >t — kt y la funcién d,,—1 es no decreciente, deducimos que

(g — gTny1,t) = 61 (¢/k) = 01 (t) = 61 (¢ —Kt) y
1(9Yn — GYnt1,t) 2 Op—1 (t/k) = 6n—1 (t) = 6p—1 (t — kt).

Esto significa que (3.10) es cierto para p = 1, sea cual sea n > 1. Supongamos que la propiedad
(3.10) es cierta para un determinado ntimero natural p > 1 y vamos a demostrarla para p + 1.

En efecto, por un lado, segin el Lema 1.4.26 y (3.7), tenemos que:
(g0 — gTnt1,t) > p(gTn — gTnt1,kt) > Gp1(t) > 0p—1 (¢t — kt). (3.11)
Intercambiando los papeles de t y ¢t — kt en la desigualdad anterior, deducimos que
w(gzy, — grps1,t — kt) > 0p—1(t — kt). (3.12)
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Aplicando la condicién de contractividad (3.2), la hipétesis de induccién (3.10) para p y que la
t-norma * verifica que a *x b > ab para cada a,b € I, deducimos que, para cada n > 1 y cada
t > 0:

1(9Tnt1 — gTnapt1, kt) = p(F(Tn, Yn) — F(@ntp, Yntp), kt) >

> (920 — 92nip ' % [1(gyn — Gynip )] >
> [P6p_1 (t — kt)]Y/2 % [¥P6,_1 (t — kt)]/? >
> [#P0,_1 (t — kt)]Y? - [#P6,_1 (t — kt)]Y/? = «PS,_1 (t — kt). (3.13)

Utilizando el axioma (1.56) y las desigualdades (3.11), (3.12) y 3.13):

w(gzn — 9Ln+p+1, t) = u(grn — 9Tntp+1,t — kit + kt) >

Y

1(92n — gTpi1,t — kt) * p(g2pi1 — gTpipr1, kt) 2
> 81 (t—kt) % (xP8,_1 (t — kt)) = «PT16,_1 (t — kt). (3.14)

Razonando de manera similar se demuestra que u(gynt+1 — gYntpt1, kt) > 2718, (t — kt), lo

que completa la induccién y demuestra que la propiedad (3.10) es cierta.

Cuarta parte: demostramos que las sucesiones {grn} y {gyn} son de Cauchy en (X, p,*).
Fijemos cualesquiera ¢ > 0 y ¢ € (0,1]. Dado que suponemos que * es una t-norma de tipo
Hadzi¢, existe un numero n € |0, 1] tal que *Pa > 1 — ¢ para cada a € |1 —n,1] y cada p > 1.
Dado que lim,,—,o 0y, (t — kt) = 1, existe un ntmero natural ng tal que 6, (t — kt) > 1 — n para
cadan > ng. Aplicando (3.10), deducimos que (g, —gTnip,t) > 1=y p(gyn—9Yntp,t) > 1—¢
para cada n > ng. Esto es lo mismo que decir que las sucesiones {gx,} v {gyn} son de Cauchy
en (X, u, ).

Quinta parte: demostramos que F y g poseen algin punto de coincidencia doble. Dado que
(X, p, *) es un END completo, las sucesiones {gz, } y {gyn} son convergentes. Llamemos z,y € X
a sus limites, es decir, lim,, o0 g, = & y limy, 00 gyn, = ¥, y vamos a demostrar que (x,y) es

un punto de coincidencia doble de F'y g. Aplicando que g es continua:
lim ggzn, =gz y lm g9y, = gy.
Dado que F'y g conmutan, deducimos que:

99Tn+1 = gF (Tn,yn) = F(9Zn,9Yn) Y 99Ynt1 = 9F (Yn, xn) = F(9Yn, gTn)- (3.15)

Tenemos ahora que distinguir entre las posibilidades (a) y (b) que ofrece el enunciado. Supon-
gamos que ocurre (a), es decir, que F es continua. Tomando limite cuando n — oo en (3.15),

deducimos que:
gr = lim ggani1 = lm F(gzn, gyn) = F (Hm gan, lim gyn> = F(z,y),
n—00 n—00 n—00 n—00
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e igualmente se concluye que F(y,x) = gy. Por tanto, en este caso, (z,y) es un punto de

coincidencia doble de F'y g.

Supongamos ahora que la condicién (b) es cierta, es decir, que (X,C) posee la propiedad
g-mondtona secuencial. Dado que la sucesién {gx,} es mondétona no decreciente y {gx,} — =z,
la mencionada propiedad nos asegura que gz, C gz para cada n > 0. De igual forma, dado que
{gyn} es una sucesién mondétona no creciente y {gy,} — y, deducimos que gy, J gy para cada

n > 0. Entonces, utilizando la condicién de contractividad (3.2), obtenemos:

w(99Tny1 — F(x,y), kt) = p(F(92n, gyn) — F(x,y), kt) >

> [u(ggan — g, ]2 * [u(ggyn — gy, 1))

Tomando limite cuando n — oo y teniendo en cuenta que {ggz,} — gz y que {ggyn} — gv,
concluimos que {ggz,} — F(z,y), de donde F(z,y) = gz. Igualmente se razona que F(y,x) = gy

y, de nuevo, concluimos que (z,y) es un punto de coincidencia doble de F'y g. [

Vamos ahora a estudiar la unicidad del punto fijo garantizado en el teorema anterior. Ob-
servemos que el orden parcial = sobre X nos permite inducir un orden parcial en el producto

cartesiano X X X de la siguiente manera. Dados (z,¥), (u,v) € X x X, definimos:

Como es usual, diremos que dos elementos (x,y) y (u,v) son comparables si (x,y) C (u,v) o
(,9) 3 (u,v).

Teorema 3.2.2 Bajo la hipdtesis del Teorema 3.2.1, supongamos que para cada par de puntos de
coincidencia doble (z,y), (z*,y*) € X x X de F'y g existe otro punto (u,v) € X x X tal que
(F(u,v), F(v,u)) es comparable, a la vez, a (F(z,y), F(y,x))y a (F(z*,y*), F(y*,x*)). Entonces
F'y g poseen un Unico punto de coincidencia doble (z,y) € X x X que verifica

Flx,y)=g9gz=x y F(y,z)=gy=y.

El teorema anterior no afirma que F' y g posean un tnico punto de coincidencia doble, sino

que existe un unico punto de coincidencia doble con la propiedad de que F(x,y) = gxr =z y

F(y,z) =gy =1y.

DeMOSTRACION : Kl Teorema 3.2.1 garantiza que el conjunto de puntos de coincidencia doble de
F'y g es no vacio. Sean (x,y) y («*,y*) cualesquiera dos puntos de coincidencia doble de F'y g

y vamos a demostrar que:
gr=gz* y gy=gy" (3.16)

En efecto, como (z,y) y (z*,y*) son dos puntos de coincidencia doble de F'y g, sabemos que
gr="F(z,y), gy=7F(y,x), ga"=F("y") v gy =FQy",z").
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Por hipdtesis, podemos encontrar un punto (u,v) € X x X tal que (F(u,v), F(v,u)) es com-
parable, a la vez, a (F(z,y), F(y,x)) y a (F(z*,y*), F(y*,2*)). Con este punto (u,v), podemos
construir dos sucesiones {u,} y {v,} de la siguiente manera. Llamemos uy = u y vo = v. Dado
que F(X x X) C g(X), podemos encontrar dos puntos uj,v; € X tales que gu; = F(ug,vp)
y gv1 = F(vp,up). De nuevo, dado que F(X x X) C ¢(X), podemos encontrar dos puntos
uz,v2 € X tales que gus = F(u1,v1) y gva = F(v1,u1). Repitiendo este proceso, podemos

encontrar dos sucesiones {u,} y {v,} de X de manera que:
Jup+1 = F(un,vn) vy gups1 = F(vp,u,) para cada n > 0. (3.17)

Con estas sucesiones vamos a demostrar que

gr = lim gu, = gz* y gy= lim gv, = gy, (3.18)
n—oo n—oo
lo que probard que (3.16) es cierto. No obstante, hay que distinguir varios casos (todos ellos
similares).
Vamos a razonar primeramente que gr = lim, .. gu,. En efecto, dado que los puntos

(F($7y)7F(y7x)) = (g$7gy) y (F(u,’u),F(v,u)) = (F(anvo)aF(’onuo)) = (gU1,gU1) son com-
parables, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que gx C gu; y que gy J gvy (en el otro

caso se razona cambiando las desigualdades). Vamos a demostrar, por induccién, que:
grCgu, y gy dgv, paracadan > 1.

Para n = 1 ya lo sabemos. Supongamos que es cierto para cierto nimero natural n y vamos a

probarlo para n + 1. aplicando que F' verifica la propiedad g-monétona mezclada:

F :E,Z) E F(un?z)v

( para cada z € X
F(z,xz) J F(z,up)

z,up € X, gxr C gu, = {

!

un, 2) E F(y, 2),

( para cada z € X.
(Z’Un) - F(z,y)

y,op € X, gun Egy = {

!

De esta forma:
Gun+1 = F(up,vy) 3
gUny1 = F(vp,up) C

Esto completa la induccién y demuestra que gz C gu, y gy 3 gv, para cada n > 1. Aplicando

ahora la condicién de contractividad (3.2), obtenemos, para cada n > 1y cada ¢t > 0,

1(gx — gup, kt) = pu(F(z,y) — F(up—1,vn-1), kt) > [u(gx — gun—1,t)]"* * [u(gy — gup_1,t)]"/?
(3.19)

y

(1(gvn — gy, kt) = p(F(vp1,un—1) — F(y, ), kt) > [(gon_1 — gy, )] = [1(gun—1 — gz, t)]/>.
(3.20)
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Llamemos ahora

Bn(t) = [pu(gx — gun,t)]1/2 x [u(gy — gvn,t)]1/2 para cada t > 0y cada n > 0.

Sabiendo que la t-norma * es conmutativa, que verifica a xb > ab para cada a,b € 1, y aplicando
(3.19) y (3.20), tenemos que:

Brgi(kt) = [u(gz — guns1, k)Y % [1u(gy — gong, kt))/* >

> ([M(gaz — gun—1,)]"* # [1(gy — gvn-1, t>]1/2)1/2

i ([u(gvn_l — gy, 1)]"% * [p(gun—1 — 9$7t)]1/2>1/2

> ([u(gx — gun—1, 1)) - [1(gy — gvn-1, t)]m) "

(v — 99,02 % lnlgun s — g, 0)]V2) " =
= g — gun, ]/ = [u(gy = gon, O)]'/* = Bu(0),

para cada n > 0 y cada t > 0. Repitiendo este proceso:

Brr1(kt) > Bn(t) > Br-1 <2> > ...>Bo <lf”> ;

para cada n > 0y cada ¢t > 0. En particular, segun (3.19) y (3.20),

g = g1, = g — g 02 gy — gons 01172 = 5002 o ().
gy = gons1, kt) > [u(gun — gy, O % [ulgun — g2, 1)]"/? = Ba(t) > Bo (k:t"> '

Dado que lim,,_,+ Bo (kin) = 1, podemos concluir que
lim gu, =g y lim gv, = gy.
n—oo n—,oo

Si hubiésemos supuesto que gz J gu; y que gy C gvy, hubiésemos llegado a la misma propiedad.
Y como (z*,y*) es otro punto de coincidencia doble de F'y g de manera que (F(u,v), F(v,u))
también es comparable a (F(xz*, y*), F(y*,x*)), concluimos que (3.18) es cierto. De paso, hemos
demostrado que gz = gz* y gy = gy*, sean cuales sean los puntos de coincidencia doble (z,y) y
(2*,5%) de F y g.

Sea ahora (z,w) cualquier punto de coincidencia doble de F'y g y llamemos z = gz e y = gw.
Vamos a demostrar que (z,y) es el inico punto de coincidencia doble de F'y g que se anuncia

en el Teorema. En efecto, como F'y g conmutan,

gr = g9z = gF(z,w) = F(gz, gw) = F(z,y),
gy = ggw = gF(w, z) = F(gw, gz) = F(y, ).
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Por consiguiente, (x,y) es otro punto de coincidencia doble de F' y g. Segun lo que hemos
demostrado en (3.16), tenemos que gz = gz y gw = gy. Esto implica que x = gz = gx = F(z,y)
y que y = gw = gy = F(y,z). Por tanto, (z,y) es un punto de coincidencia doble de F'y g que

cumple lo anunciado en el Teorema.
Finalmente, (x,y) es el unico que cumple esta propiedad ya que si existiese otro punto
(z',y') que cumpliese esta propiedad, entonces (3.16) nos asegurarfa que z’ = g2’ = gr =z y

quey =gy =gy =y. n

En el caso particular de que g sea la aplicacién identidad en X, tenemos el siguiente enun-

ciado, donde se asegura que el punto de coincidencia doble es del tipo (z,x).

Corolario 3.2.3 Sea (X, i1, *) un END completo de manera que * es una t-norma de tipo Hadzi¢ tal
que a * b > ab para cada a,b € I. Sea F' : X x X — X una aplicacién que verifica la propiedad
mondtona mezclada y sea C un orden parcial sobre X de manera que existe un nimero real positivo

k €]0,1[ con la propiedad de que:
W(F(z,y) — F(u,v), kt) > [u(z — u, t)]Y2 % [u(y — v, £)]/?, (3.21)

siempre que z,y,u,v € X verifiquen que z C u e y J v. Supongamos que:

(a) F es continua, o bien

(b) (X,C) posee la propiedad monétona secuencial.

Si existen dos puntos xg,yo € X tales que zg = F(z9,¥y0) € yo 23 F(yo,x0), entonces existen
dos puntos x,y € X de manera que F(x,y) =z vy F(y,z) = y.

Ademis, si los puntos xg e yo de partida son comparables, entonces z = y (de forma que
F(z,z) = x).

DEMOSTRACION : Si tenemos presente toda la demostracién del Teorema 3.2.1 suponiendo que g
es la aplicacién identidad en X, la primera parte del enunciado estd ya demostrada. Solo queda
probar que si g e yo son comparables, entonces x = y. En efecto, supongamos, por ejemplo, que
zg C yo. Utilizando que F' cumple la propiedad de monotonia mezclada, es posible demostrar,
por induccién, que las sucesiones {x, = F(xp_1,Yn-1)} € {yn = F(yn_1,7n_1)} verifican que
Zn C yp, para cada n > 0. Entonces, la condicién de contractividad (3.21) nos asegura que, para
cadan >0y cadat > 0:

N($n+1 — Yn+1, kt) = [L(F(l’n, yn) - F(ym Ty kt) >
> (@0 — Yy 1Y 5 [1(yn — 20, 0)]Y2 = pu(@y — yns t).
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Repitiendo este proceso, deducimos que:

t t
P(ZTn — Yn, kt) > p(Tp—1 — Yn—1,1) > 1 (:ﬂnz — Yn—2, k) > .= <£U0 — Y0, k"—1> :

Tomando limite cuando n — oo y teniendo en cuenta que

, t
nl;ngou <x0 — Yo, k:”—1> =1 paracadat > 0,

concluimos que p(z — y,t) > 1 para cada t > 0, es decir, x = y en virtud del axioma (1.54). m

Ejemplo 3.2.4 Consideremos el espacio normado X = (R, |-|) con su orden usual <. Definamos

R x]0,00[ = I como

[z
w(x,t) =e ¢t  para cada © € R y cada t > 0.

Es sencillo demostrar que (R, p) es un END bajo la t-norma x = min, que es continua, de tipo
HadZzié y verifica min(a,b) > ab para cada a,b € I (de hecho, (R, u) también es un END bajo la
t-norma producto, pero ésta no es de tipo Hadzié). Sean o, > 0 y k € )0, 1[ ndmeros positivos
tales que 4o < k. Definamos F:RxR - R y g: R — R como F(z,y) = a(x — y) y gx = Bz
para cada x,y € R. Claramente, F verifica la propiedad g-mondtona mezclada, g es continua, F

y g conmutan y F(R x R) =R = g(R). Es posible demostrar que

pw(F (2, y) — F(u,v),kt) > min ([u(g:r — gu, )M [ulgy — gv, t)]m)

sitempre que x > u e y < v. Por consiguiente, podemos aplicar el Teorema 3.2.1 para deducir

que F' y g poseen algun punto de coincidencia doble.

Para concluir este Capitulo presentamos una versién intuicionista del Teorema 3.2.1 impo-
niendo condiciones duales sobre la t-conorma. Si demostraciéon se reduce a aplicar el Teorema

3.2.1 al soporte del espacio normado difuso intuicionista.

Corolario 3.2.5 Sea (X, i, v, *,¢) un ENDI completo de manera que * es una t-norma de tipo
HadZi¢ tal que a * b > ab para cada a,b € . Sean F': X x X — X y g: X — X dos aplicaciones
tales que F'(X x X) C g(X), g es continua y F' conmuta con g. Sea C un orden parcial sobre X tal
que F' verifica la propiedad g-monétona mezclada y de manera que existe un nimero real positivo
k €]0,1[ con la propiedad de que:

W(F(z,y) — Flu,v), kt) > [u(gz — gu, t)]"? * [u(gy — gv, 1)]"2,

v(F(e,y) = F(uw,0),kt) < (1= 1= v(gz — gu.0)]"/?) o (1= [1 = v(gy — gu,8)]"/?),

siempre que x,y,u,v € X verifiquen que gx C gu y gy 3 gv. Supongamos que:
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(a) F es continua, o bien

(b) (X,C) posee la propiedad g-mondtona secuencial.

Si existen dos puntos zg,yo € X tales que gzo T F(xo,v0) Y 9yo 2 F(yo,20), entonces F'y
g poseen algin punto de coincidencia doble (es decir, existen x,y € X tales que gz = F(z,y) y

gy = F(y,x)).
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Capitulo 4

Una técnica de regresion difusa con

numeros triangulares

El objetivo principal de este Capitulo es proporcionar a los investigadores un primer enfoque
facil de manejar para el problema de la regresién difusa cuando los datos observados presentan
vaguedad /imprecision y aleatoriedad de manera conjunta. La técnica nos permite analizar mode-
los lineales y no lineales y el experimento de simulacién que analizaremos en la seccién 4.2.2 nos
muestra que la aproximacién al problema de regresion que planteamos es razonablemente buena.
El problema de encontrar trabajos que sean faciles de implementar y que consideren el caso no
lineal (véase el problema de estudio) nos llevé a desarrollar los nuestros propios resultados (véase
[103)).

En este Capitulo presentamos nuevas formas de medir las distancias entre los ntimeros bo-
rrosos que nos permite dar una formulacién simple de los problemas estadisticos difusos (como
el de la regresién), con resultados comparables a los que se obtienen con técnicas més complejas.
Las diferentes distancias que se utilizan para los conjuntos difusos no son las habituales, pero son
muy importantes en Matematicas y esto es particularmente interesante ya que ofrecen modelos
alternativos de entre los cuales el expertos puede elegir. También comentar que la regresién que
se propone en este Capitulo puede ser generalizada y usarse con otro tipo de conjuntos difusos,

por ejemplo, nimeros difusos LR o trapezoidales.

El Capitulo se organiza de la siguiente manera. En la Seccién 4.1 se presentan algunas
anotaciones, el modelo de regresién difusa que consideraremos y resultados preliminares. El
procedimiento de estimacién se explica en la Seccion 4.2 para datos de entrada precisos y datos
de salida difusos triangulares. En la seccién 4.2.2, se realiza un experimento de simulacién
y un estudio comparativo con los resultados que obtendriamos por otras técnicas propuestas

anteriormentenos. Finalmente la seccién 4.3 ilustra la aplicacion de la metodologia propuesta
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utilizando datos recogidos de la vida real para dar solucién a un problema no lineal.

4.1. El modelo de regresion difusa

Los mimeros difusos triangulares A = (Al , A, A%) los hemos definido por tres niimeros
reales AT < A° < A® tales que la grifica de A es un tridngulo de base el intervalo [Af, A%] y

vértice en x = A€, esto es,

— Al
xé‘” . osiAl <z<AC
A(l‘): AA: , Si AC§$§AS,
0, en otro caso.

El nimero A¢ denota el centro y A = A° — Al y A" = A% — A° denotan las amplitudes
(por lo tanto, A puede también escribirse como (A¢ — Af, A¢, A° + A")). Denotamos por 7T la
familia de los numeros triangulares sobre R. En este Capitulo, la funcién asterisco se define
como A*(xz) = A(x + A°) para todo = € R, esto es, A* = (—A% 0, A") y podemos afirmar
que A = A° 4 (=A% 0,A") = A° + A*. Denotaremos por Ty el conjunto de todos los niimeros

triangulares tales que A =0 (véase la Figura 4.1).

A0 A A A AS

Figura 4.1: Transformacion de un ntimero difuso triangular a través de la funcién asterisco

Las variables aleatorias difusas estan cobrando un gran interés en la ultimos afos, por su
interés en estudios de tipo probabilistico. En primer lugar recordemos el concepto de vector

aleatorio.

Definicién 4.1.1 (Vector aleatorio) Sea (2,2, P) un espacio de probabilidad y sea (RP,B)
espacio medible y su o-dlgebra de Borel. Una funcion medible X : Q — RN es un vector aleatorio.

Cuando N =1 diremos que X es una variable aleatoria.

Puri y Ralescu (1986) introdujeron el concepto de variable aleatoria difusa como una exten-

sién de los conceptos de variable aleatoria y conjunto difuso.
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Definicién 4.1.2 (Variable aleatoria difusa) Sea (2,2, P) un espacio de probabilidad. se dice
que la funcion X : Q — F es variable aleatoria difusa con valores en el espacio medible (€2,2)
si el a-corte, Xy : 2 = R tal que Xo(w) = X(w)q para todo w € ) es una variable aleatoria que
sea o € [0, 1]

Definicién 4.1.3 (Variable aleatoria difusa triangular) Una funcidn X : Q@ — T es variable
aleatoria difusa trapezoidal si la representacion de X, (X1, X, X%) : Q — R3 es un vector

aleatorio.

Sean X e ) dos variables de manera que X = (X, ...,Xp)’ es una variable aleatoria e )
es una variable aleatoria difusa triangular. La expresion genérica del modelo de regresion que

consideramos puede ser formalizada de la siguiente forma:
Y= f(X,a)+ (e /e/%), (4.1)

donde a es el vector de pardmetros y €7, e¢ y ¢ son los residuos, es decir, variables aleatorias

(evaluadas en los nimeros reales) cuyas varianzas son finitas.

Consideremos un experimento aleatorio en el que una variable respuesta difusa triangular
Y y p variables explicativas reales X1, Xo, ..., X, son observadas en n unidades independientes,
es decir, {X;,);}; es una muestra aleatoria obtenida de la variable (X,Y), siendo X; =
(X1i, X2, ..., Xpi)'. Dado que Y puede ser expresada de la forma (Y1/ve/Y*9), el centro Y¢
puede ser relacionado con las variables explicativas X1, Xo,..., X, a través de un modelo de
regresion clasica mediante una funcién lineal, parabdlica, hiperbdlica, logaritmica, exponencial,
etc. En lo sucesivo, supondremos que }A/QC = f(z,a) + b denota el modelo va ajustado para el

centro.

4.1.1. Trabajos relacionados

El modelo de regresién difusa propuesto por Tanaka y otros (1982), que involucra observa-
ciones difusas, considera que los parametros de la regresién son numeros difusos y determina
sus valores aplicando técnicas de programacién lineal. Desde entonces, los modelos de regresion

difusa han sido ampliamente estudiados en la literatura especializada.

En este Capitulo introducimos una nueva forma de medir distancias entre nimeros difusos
que nos conducird a una formulacién simple del problema de regresion difusa. El propdsito
principal es minimizar una funcién objetivo en lugar de minimizar una cota superior sobre el error
generalizado de un modelo (como ocurre en el caso de las méquinas de soporte vectorial). Por
tanto, el estudio comparativo que explicaremos en la seccién 4.2.2 se ha realizado comparando
con técnicas que tienen el mismo propdsito, es decir, con técnicas paramétrica. A continuacién,

describimos brevemente algunos de estos métodos:
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Tanaka y sus colaboradores (véase [119, 120]) introdujeron la llamada regresién difusa o
posibilistica. En su trabajo, los autores disenaron un ejemplo ilustrativo de su modelo de
regresién difusa (al que nos referiremos como THW) para abordar el problema en el que
se considera una variable numérica explicativa y una variable difusa dependiente que sélo

toma numeros difusos triangulares simétricos.

Diamond en 1988 (véase [28]) propuso un modelo (al que nos referiremos como DM)

utilizando una aproximacion por minimos cuadrados para las observaciones difusas.

Kim y Bishu en 1998 (véase [71]) estudiaron una modificacién del analisis de regresién
lineal difusa propuesto por Tanaka y otros, basandose en un criterio de minimizacién de
la diferencia entre las funciones de pertenencia difusas de los nimeros difusos observados
y estimados. Para demostrar que su método (al que nos referiremos con KB) mejora al de

Tanaka, utilizaron los mismos datos.

Wu y Tseng en 2002 (véase [124]) aplicaron el método de minimos cuadrados para construir,
a la vez, las rectas de regresién superior e inferior. Este modelo (al que nos referiremos
como WT) es la media entre ambas rectas de regresién. En la aproximacién de Wu y
Tseng, si las variables explicativas son numeéricas y las variables dependientes son niimeros

difusos simétricos, el modelo de regresién difusa que se obtiene es el mismo que el de DM.

El modelo de regresién difusa propuesto por Kao y Chyu en 2003 [68] (al que nos referiremos
como KC) minimiza la suma de los errores cuadréticos utilizando un programa no lineal
formulado bajo la estructura del método de Chen y Klein para la ordenacion de nimeros

difusos.

Nasrabadi y Nasrabadi en 2004 (véase [91]) propusieron un algoritmo basado en la apro-
ximacién de THW. Su modelo de regresién lineal difusa (al que nos referiremos como
NN) considera entradas y salidas reales o difusas, y desarrolla una aproximacién tanto

matematica como informatica.

Hojati y sus colaboradores en 2005 (véase [59]) aplicaron métodos de programacién lineal

para construir su modelo de regresién difusa (al que nos referiremos como HBS).

Basdndose en el concepto de distancia, Chen y Hsueh en 2009 (véase [18]) propusieron un
modelo de regresién difusa (al que nos referiremos como CH) que minimiza la suma de
las distancias cuadraticas medias entre los valores observados y las respuestas estimadas

utilizando algunos a-cortes.

Cuando las variables de entrada y salida son ambas niimeros difusos trapezoidales, Gonzalez-
Rodriguez y sus colaboradores en 2009 (véase [46]) resolvieron modelos simples de regresién
lineal en términos de los momentos de los elementos aleatorios involucrados (nos referire-

mos a este método como GBCL).
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4.2. Un modelo de regresiéon para variables de entrada reales y

variables de salida difusas triangulares

En esta seccién consideramos en primer lugar el caso de valores esperados de las amplitudes de
los errores son constantes e ilustramos empiricamente la aplicacién de la metodologia propuesta a
modelos tanto lineales como no lineales haciendo una comparacién entre las soluciones obtenidas
por las diferentes distancias consideradas. A continuacién, presentamos una generalizacién de
la metodologia propuesta en la seccion anterior y evaluamos nuestro método realizando un
estudio comparativo con el resultados obtenidos a través de técnicas desarrolladas por otros/as

autores/as.

4.2.1. Un modelo de regresion difusa cuando los valores esperados de las
amplitudes no dependen de las variables explicativas

Regresion difusa basada en diferentes distancias

Supongamos que las amplitudes verifican la siguiente condicion:
EE—e|X)=1, E(e®—¢°X)=S conl,S>0, siendo constantes.

En este caso, proponemos considerar una funcién ® : M — T definida mediante la siguiente
expresion

O, =Y+ (~1/0/S), z€M=domX.

De esta forma, el error total entre la funcién y los valores reales puede ser descrito de la siguiente

forma:
E=E(,S) = > dY;, o),
i=1 -

donde d : Ty x Top — [0, +0o0] es una distancia real (en la préctica, d suele ser una quasidistancia;
véase Schweizer y Sklar 2005). El problema consiste en encontrar los valores de I,.S > 0 que son

solucién del siguiente problema de minimizacion:

min(E) = min {Z vz, (1’5:)} .

=1

Nos damos cuenta de que existe un conflicto entre la bisqueda de solucién de un problema
de regresién difusa utilizando distancias reales y la interpretacién de los datos difusos como
distribuciones de posibilidad (véase Dubois y otros 2008; Couso y Sdnchez 2006). En este sentido,
la solucién que proponemos en este Capitulo podria no ser consistente con esta interpretacién. No
obstante, como discutiremos en los siguientes apartados, existen diferentes situaciones préacticas

en las que la solucién que obtenemos minimizando distancias reales es apropiada y posee la
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ventaja anadida de que el algoritmo numérico asociado es considerablemente més sencillo (véase
Colubi 2009; Gonzalez-Rodriguez y otros 2009). Volveremos sobre este tema en la seccién 4.2.3.

En nuestra aproximacion al problema, las funciones de error podrian ser descompuestas como
E(Z,S) = Ei(I) + E2(S) para cada I,S > 0. En tal caso, si E; posee un minimo absoluto en

Iy > 0 y Es posee un minimo absoluto en Sy > 0, entonces E posee un minimo absoluto en
(o, So)-

En esta seccién, los pardmetros I y S del modelo (4.1) serdn estimados minimizando algunas
distancias reales entre niimeros difusos. En concreto, utilizaremos las siguientes distancias entre

ntumeros difusos A, B € Ty (centrados en cero).

d17d%7d27doo : 7-0 X 7-0 — [07+OO]7

dl(A,B):/RA(t)—B(t)\dt,
0 2

d%(A,B>=(/mrA<t>—B<t>\dt)2+(/OmrA(w—det) |

dy(A, B) = /R (A(t) — B(1)dt.
doo (A, B) = sup ({|A(t) — B(t)] : ¢ < 0}) + sup ({|A(t) — B(t)| : t > 0)

Por ejemplo, la distancia d; puede ser interpretada como el drea comprendida entre los dos

numeros difusos (representada en color azul en la Figura 4.2).

Figura 4.2: El area azul corresponde a la distancia entre A, B € 7y utilizando d;.

Vamos a estudiar este problema con cada una de las distancias anteriores y resumiremos los

resultados obtenidos en el teorema 4.2.11.
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Resolucion del problema de regresién difusa considerando la distancia d;

En primer lugar, consideremos la distancia difusa dy : Tg x Ty — Rar dada por:

(A, B) /yA t)| dt,

Esta distancia representa el drea que existe entre los nimeros difusos A y B.

—
T T T T T L
X

WA s S

Figura 4.3: El area entre los nimeros difusos depende de sus bases.

Dado que nos restringimos a los nimeros triangulares (que poseen soporte compacto), esta
distancia siempre es finita. Teniendo en cuenta que V; = (Y; — L;/Y;/Yi + Si) v que &, =
(E/Q— I/}Afg/f@—i- S'), observamos que Y = (—1;/0/S;) € To y que ®; = (-1/0/S ) € Ty, siendo
1;,S;,1,S > 0 numeros reales positivos. Entonces, dado que se trata de dreas de tridngulos:

0 ~+o00 I—-L|+1]15-5
worex) = [ v - olas [ |y - ey o] a = TS
0

—00

Asi, el error de estimacion es:

E(I,S)=§1 L, %) ;[Zu 1|+Zys 5|] EW) | E'S)

donde E(N=S[I-L| v E©S) =3 |S—58]. (4.2)
i=1 =1

Dado que las dos funciones E y E’ poseen expresiones similares, vamos a razonar con la primera
de ellas y, el mismo resultado sera aplicable a la segunda. Los valores I, Io,..., I, juegan un

papel intercambiable en esta funcién, por lo que podemos suponer que:
O<h <DL <...<I,.

Lema 4.2.1 El minimo absoluto de la funcién E definida en (4.2) se alcanza en la mediana de los
datos {Iy, Io,..., I, }.

DeMOSTRACION : La funcién E es claramente continua en |0, +oo[y C* en |0, +oo[\{I1, I2, ..., I }.

Llamemos {I{, 15, ..., I} } alos diferentes valores que hay entre las amplitudes {1y, I,..., I} de
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manera que cada valor I aparece en {Iy, I, ..., I} m; veces y ademds 0 < I} < I < ... < I}.

Asi, los datos estdn ordenados de la siguiente forma:

O L. L, oy DL T Doy Loy oy s ooy IoIl L. (43)
—_— —— —
m1 my Myt 1 mg
Si denotamos por I a la media de los datos Iy, Is, ..., I,
i L+L+...4+1, midy+moly+ ... +mylj,
N n N n '
es sencilo demostrar que:
n(l — x), si0<ax<Ij,
T k k T
E(z) = :C<Zml > mi> + Y omli = Y omI, sill <ax<1I .,
=1 i=rtl i=r+1 i=1
n(x —1I), six>1),.

En particular, la grafica de E es una linea quebrada, es decir, una poligonal (en cada intervalo
] I +1] coincide con un segmento de linea recta pues es un polinomio de grado menor o igual
que 1 en la variable x). Asf, lim,_,o+ E(z) = N-T > 0 y lim,, o E(z) = +00. Ademas, E es deri-

vable en ]0, +00[ \{I1, I3, ..., I} } y su primera derivada es, al menos en |0, +oo[\{I1, 15, ..., I} }:

—N, si0<x<Iy,
T k
Ex)=< YSmi— Y m, sill<z<I,
i=1 i=r+1
N, six > 1.

Esto demuestra que E es estrictamente decreciente en |0, ][ y es estrictamente creciente en
]I}, +00[. Teniendo en cuenta que E es continua en ]0, +o0o| y estrictamente decreciente en ]0, I1[,
deducimos que el valor minimo de E en ]0, I1] se alcanza en I]. Igualmente se deduce que el
valor minimo de E en [I}, 4o00[ se alcanza en I;. Como E es continua en [I7, I}], el teorema de
Bolzano- Weierstrass nos asegura que E posee minimo absoluto en [I], I;]. Por consiguiente, ese
punto es minimo absoluto de E en ]0,4+00], y esto demuestra que E posee minimo absoluto en

]0, 400}, y dicho minimo esta en el intervalo [I7, I}] = [min(Iy, Io, ..., I), méx(I, Io, ..., I,,)].

Consideremos las pendientes de las poligonales que definen la grafica de la funcién E en los
k — 1 intervalos |11, I3[, ..., | I} _;, I} [:

T k
Zr=Ym;— Y, my, paracadare{1,2,...,k—1}.
i=1 i=r+1
Entonces, para cada r € {1,2,...,k — 2}:
r41 k T k
ZT+1—Z7»: <Zmz— Z mz) — (Zm,— Z m,) :2mr+1 > 0.
i=1 i=r42 i=1 i=r+1
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Esto demuestra que —N < 21 < Zy < ... < Zp_1 < N. De esta forma, las primeras pendien-
tes seran negativas (y E serd decreciente en los correspondientes intervalos) mientras que las
ultimas seran positivas (y E serd creciente). Si ninguna pendiente es cero, la poligonal pasa de

estrictamente decreciente a estrictamente creciente y, por ello, posee un tinico minimo absoluto.

Si existiese un valor r € {1,2,...,k — 1} de manera que Z, < 0 < Z,11, el inico minimo
absoluto E en |0, +oo[ se alcanzaria en el punto I 11, ya que es el extremo superior del intervalo

1., I 1]. En tal caso, se tendrfa que:

r k r+1 k
Zmi— z m; <0< m; — z myg,
=1 i=r+1 =1 i=r+2

de donde se deduce que:

mi+mo+ ...+ mp < mpp1 + (Mega+...+myg)  y que

mr+2+...+mk<mr+1+(m1+m2+...+mr).

Esto significa que la frecuencia m,.41 corresponde al punto en el que se supera, por primera vez,

el valor n/2. De esta forma,
mi+mo+...+mp <n/2<mpio+...+ my,

y el valor I es exactamente la mediana de los datos {I1,I5,...,I;} contados con sus multi-

plicadades, es decir, la mediana de los datos {I1, I2,...,I,}.

Para que hubiese méas de un minimo absoluto, la primera derivada de E debe anularse en
un intervalo |1}, I/ ||, en cuyo caso la gréfica de E en ese intervalo es un trozo de linea recta
horizontal (se alcanza el minimo absoluto en todos los puntos del intervalo [ [ +1])' En tal

caso, como la suma de {m;}*_, es n, tenemos que:
r k r k n
E@) =0size]l, I, [ & Ym- Y m=0 & Ym= Y m=-.
i=1 i=r+1 i=1 i=r+1 2

Esto significa que los valores {I/ le, junto con sus respectivas multiplicidades, estan ordenados

de menor a mayor asi:

! 7/ / ! 7! / / / / ! 7/ /
L0, 0, o, I L T Iy, Dy, o, DI T
— N———
mi My M1 my
n/2 n/2

Efectivamente, n debe ser par y éste es el caso en el que la mediana se puede tomar como

cualquier valor intermedio entre I e I]_ ;. ]

Del lema anterior podemos deducir cémo resolver el primer caso de regresion difusa que nos

planteamos.
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Teorema 4.2.2 Sean X,) dos variables tales que X es una variable aleatoria real e ) es una
variable aleatoria difusa que se relacionan a través de la ecuacién (4.1). Sea {X;, Y} una muestra
aleatoria simple obtenida de (X,)), siendo V; = (Y; — I,/Y;/Y; + S;). Sea 175 un modelo ajustado
para los centros a partir de {X;,Y;}", y consideremos el problema de regresién (en I,.S > 0) para
la distancia di:
Or5:domX T, ®rg(z)=(Ye—1I1/Y,/Ys+5),
(Pr1) n

E(I,S)=> di(Y;,®% )  minimo.
i=1 -

Entonces el problema (P;) posee una dnica solucién y los valores estimados para I y S son las

respectivas medianas de las amplitudes:
I= Mediana(ly, ..., I,) vy S = Mediana(Si, ..., Sp).

Corolario 4.2.3 Si todas las amplitudes I; son iguales, la mejor prediccién para I que podemos

hacer es ese mismo valor.
DeMOSTRACION : En este caso, el error seria cero, ya que si [y = Iy = ... = I, = I, entonces:
k
E(z) = g mile—Ii|=n-|z—1T|,
i=1
cuyo valor se anula para x = I. [ |

Resolucién del problema de regresién difusa considerando la distancia d?

En este caso, podemos expresar:

B P) = (/0 - ey ) dt>2 " (/Om Vi) - e, )| dt)2 _

—00

(I-1 2+ S —S\?
S\ 2 2 ’
por lo que podemos expresar el error total como:

" n [(1_12-)2 (S — sﬁ] _E(D) | E(S)

i=1 i=1
= 2 < 2
donde E(I)=>(I-1L) y E(S)=>(5-S)".
i=1 i=1
Obviamente, este caso conduce al ampliamente utilizado método de regresién por minimo cua-
drados. Es conocido que el valor 6ptimo para I es la media aritmética de los datos {I;}",,
pues es el valor que minimiza los cuadrados de las desviaciones a los datos. Esto demuestra el

siguiente enunciado.
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Teorema 4.2.4 Sean X,) dos variables tales que X es una variable aleatoria real e ) es una
variable aleatoria difusa que se relacionan a través de la ecuacién (4.1). Sea {Xj, Y}, una muestra
aleatoria simple obtenida de (X)), siendo ); = (Y; — I;/Y;/Y; + S;). Sea }Afg un modelo ajustado
para los centros a partir de {X;,Y;}, y consideremos el problema de regresién (en I,S > 0) para
la distancia d?:

O g:domX T, ®rga)=(Ye—1I/Y/Ye+5),

(P}) no N

E(I,S) = di(YV), ®% ) minimo.
i=1 -

Entonces el problema (P?) posee una (nica solucién y los valores estimados para I y S son las

respectivas medias de las amplitudes:
I = Media(I4,....,I,) y & =Media(5i,...,Sn).

Corolario 4.2.5 Si todas las amplitudes I; son iguales, la mejor prediccién para I que podemos

hacer es ese mismo valor.

Resolucion del problema de regresién difusa considerando la distancia do

Como tercer caso, consideremos la distancia méas importante, ds : Tg X Tog — Rar dada por:

(A.5) = [ (A1) = B(0)*

Calculamos esta distancia entre los niimeros triangulares V' = (—1;/0/S;) y ®; = (—1/0/S ).

Supongamos, por ejemplo, que 0 < I < I;. Entonces:

/Om(ym)— n)*d /(y a1 )dt+/lh<w<t>—®;<t>)2dt:
LD

:/0 (II_IL' t>2dt—|— <I

St e oo L [

t=I
(I L) (13 (I-5L)? 13 (;-1)?
_M ) (L (0 -1 ):7-— M)
Zr \3 313 G=D7)="pp 5+ 3p

_U-n)3 tL-1)= U-5L)’L _ (I-L)
32 \12 312 3L

1
1

Si intercambiamos los papeles de I y de I;, observamos que, en general:

+o0 — 1)
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Por consiguiente, podemos descomponer:

n n 0 +00

E= ;dg(y;,cb;) = ; [/_ NAGE <1>;;(t))2dt+/0 NAGE @;(t))th] =
no| (I -1)? (S—-8) | 1x|I-L)?  (S-8)
; [3 méx(I, I;) * 3 max(S, Sl)] 345 [méx([, I;) * max(S, S;)

donde E,E" : ]0, 00[ — [0, o0 son las funciones definidas como sigue:

n I AY n — G2
=% ¢ RO = Sy

( _Iz')2 . k mi(x—lg)z
Ziméx(z, I;) = méx(xz, I])

(4.4)

Lema 4.2.6 La funcién E = E(I) definida en (4.4) posee un tnico minimo absoluto en ]0, +00]
que coincide con la unica solucién de las siguientes k — 1 ecuaciones de tercer grado:

k r r=k—1
{ 223 3 7 + 22 (Z:mz -2 Z ml> — S my(I})*> =0 enelintervalo [I/, I, 4] } .
r=1

i=r+1 i=r+1 =1

Una, y sé6lo una, de las ecuaciones anteriores posee soluciéon en el intervalo indicado, salvo
que se trate de una amplitud concreta, que pertenece a dos intervalos (pero la solucién seguiria

siendo tnica).

DeMosTRACION : A diferencia de los casos anteriores, veremos que la funcién E es derivable en

10, +00[ y que su derivada E’ es continua en ]0, +o0c[. En efecto, cada funcién:

Il, si0<z<I,

xz, siz>I]

méax(z, I]) = {

es continua en |0, +o0o[ y derivable C* en ]0, +00[\{I/}, por lo que E es una funcién continua
n |0, +oo[ y C* en, al menos, |0, +o00[ \{I], 15, ..., I }. No es dificil demostrar que E se puede
expresar Como:

k

m;
$2 7—2nm+n[ si0<ax< I,
=1

1.r k T
z? Z ,+x<2mz—2 > mz> + =S mi(ID?+ > mdl — 2> mI,
E(x) = i=r+1 I i=r+1 Ti=1 i=r+1 i=1

sil, <x<I.,

- 1k
nx —2nl + =Y m;(I})?, stz > I
Ti=1
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De esta forma, lfm,_,o+ E(z) = NA > 0y lim, 4o E(x) = +00. Asi, su primera derivada es, al
menos en |0, +oo[ \{I{,I5,..., I} }:

/

omy . ,
25527—271, si0 <z <1y,

k
E(zx)=¢ 2z ) I’ (Zsz > ml> ——Zml(I’) sil <x<Iq,

1= r+1 i=r+1

n——ZmZ(I’) stz > 1.

Si tomamos cualquier = € |0, I1[, observamos que:

k mix komix EomgI! (x—]’)
()—23;2——2 2<Zl 7 —n)zQ(Z 7 -3, If> 221 <0,

1=1 =1

por lo que E es estrictamente decreciente en ]0, 1[. Igualmente, si tomamos = € ]I}, +00], resulta

que:

mi(1})* S V1 O (1)
- (A 2 )
i=1 x

m;x

k (A
_z‘;l 2

E/a) = n— Yl = =S

i=1 i=1
por lo que E es estrictamente creciente en |1}, +o0o[. Razonando como en los caso anteriores, de-
ducimos que E posee minimo absoluto en |0, +00[ y que dicho minimo estd en el intervalo [I{, I}].
Veamos, a continuacién, que los limites laterales de E en cada punto I/ (que, evidentemente, son
finitos) son iguales, por lo que E también es derivable en cada punto I/. En efecto, si tomamos

cualquier r € {2,3,...,k — 1}, observamos que:

lim E(x)— lim E(z)=

z— (1)t xz— (1)~
i [20 & Tt (Smi-2 2 m) - 5 S
= 1um €T m; — mg; | — — mi(4; -
z—(I1)F i=r+1 I, i=1 i=r+1 mzizl
k i r—1 k
— lim |:2:EZ/—|- (Zmi—22m2> 5 > mi(I}) ]
x— (1)) i=r Iz i=1 i=r
k r k 1 r
— o 3 T (Smim2 3 mi) - g Sn?] -
i=r+1 I =1 i=r+1 (Iz) =1

k m; k m; r r—1

i:T+1 7

1 1
~2(, 2 m- ) - g (St - ) -
=21y (=132 ) g = 2 () =y (1 =

= =2m, + m, + 2m, — m, = 0.
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De manera similar se trabaja en los nodos I y I;, por lo que finalmente se puede deducir que
E es derivable en ]0,+00[ y que su primera derivada E’ es continua en ]0,+oo|. Utilizando la

continuidad de E’ en I]:

E(I))= lim E(z)= Ilm [QxZ—Qn]: V]j

(1))~ (1))~ =1 I{
=2 <Zm},1 —n> =2 (Zml’ll - Z”?Z) :227%( }, ) < 0.
=1 i =1 i =1 i =1 i

De la misma forma se demuestra que

mi((1},)° (I’) )

1 k k
E'(I;)= lim E(z)= lim [n—QZmi(I;)Z] =3 >0,

donde se utiliza que (I})? > (I})?. Como E’ es continua en [I1, I}] y verifica E'(I}) <0y E'(I}) >

0, el teorema de Bolzano nos asegura que la funcién E’ se anula, al menos, en un punto z € [I1, I} ].

Volviendo a derivar, la derivada segunda de E es, al menos en |0, +oo[ \{I}, I3, ..., I} }:
(
221/, si0<az<Ii,
k
E'(z) =X 2 > — ZmZ(I’) sil) <x<Il,
’L=’I”+1 Iz
2 kK .
—3Zm,;(I{)2, siz > I
L7 i=1

Esto demuestra que E”(z) > 0 para cada = € |0, +00[\{I, I, ..., I} }. Dado que E’ es continua
en |0, 00[ y su primera derivada es estrictamente positiva (salvo en un nimero finito de puntos),
deducimos que la funcién E’ es estrictamente creciente en |0, 00[. Asi, sélo puede poseer, a lo
sumo, un unico cero en el intervalo ]0,00[. Como ya hemos demostrado que E’ se anula en
[I1,1;], deducimos que la funcién E’ posee un tinico cero en el intervalo |0, 00|, que se sitia en
el intervalo [I7,I;]. No obstante, como E es continua y derivable en ]0, 00 y ya sabemos que
posee un minimo absoluto (que debe estar situado en [I7, I;]), es obligatorio que en este extremo
se anule la primera derivada de E. Como E’ sélo se anula en un tinico punto, debe tratarse del
minimo absoluto de E en ]0, +o0o|. Para localizarlo, hay que resolver la ecuacién E'(z) = 0 para

x € [I1,I}], ecuacién que equivale a las k — 1 ecuaciones:

k r r=k—1
Bl () =20 3 Tk (Sm2 3 m) - 55 S =0

" T'H i=r+1 i=r+1

en el intervalo [I], I} ] 1

es decir, a las k — 1 ecuaciones de tercer grado:

r=k—1

k r
{ 223 3 I’ <Zml -2 Z ml> — Zlml(.f{)2 =0 en el intervalo I}, 1] 4] }

i=r+1 i=r+1 r=1
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En este contexto, resolvemos totalmente el problema de regresiéon asociado.

Teorema 4.2.7 Sean X,) dos variables tales que X es una variable aleatoria real e ) es una
variable aleatoria difusa que se relacionan a través de la ecuacién (4.1). Sea {Xj, i} una muestra
aleatoria simple obtenida de (X,Y), siendo V; = (Y; — I;,Y;,Y; + S;). Sea }Afg un modelo ajustado
para los centros a partir de {X;,Y;}” ; y consideremos el problema de regresién (en 1,.5 > 0) para

la distancia ds:

~

®;5:domX —» T, ®rg(x)=(Vy— 1Y Ye+S),
(P2) n .
E(I,S) =Y da(Y;,®% )  minimo.
i=1 -
Entonces el problema de regresién (P,) posee una tnica solucién. Siguiendo la notacién (4.3), el
estimador I del parametro I es la tnica solucién no negativa de las k — 1 ecuaciones cubicas:

k r r=k—1
{ 223 3 7 + 2? <ZmZ -2 Z mz> — Y mi(I})> =0 en el intervalo [I/, I} ] } ,

i=r+1 i=r+1 =1 r=1

e igualmente se obtiene el estimador S del pardmetro S.

Corolario 4.2.8 Si todos los I; son iguales, la mejor prediccién para I que podemos hacer es ese

mismo valor.

DeEMOSTRACION : En este caso, el error seria cero, ya que si I = Io = ... = I, = I, entonces:
n = =2
(z 1)
g =n-— —,
max(z, I méx(a, I)
=1
cuyo valor se anula para = = I. [ |

Resolucion del problema de regresién difusa considerando la distancia d

Como tltimo caso, consideremos la distancia do : 7o X To — [0, 400 dada por:

doo(A, B) = sup ({|A(t) — B(t)| : t < 0}) +sup ({|A(t) — B(t)| : t = 0}).

Calculamos esta distancia (que se representa en la Figura 4.4) entre los nimeros triangulares
Vi = (=1;/0/S;) y ®; = (=1/0/S ). Si suponemos que 0 < S < S; (el otro caso es similar), la

distancia do entre Vi y @7 en R(T se alcanza justo en el punto x = S:

Si—t| S-S S

sup ({|V;(t) — @5(t)] - t > 0}) =
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S; X
Figura 4.4: La distancia do es la suma de las longitudes de los segmentos verticales.

Si intercambiamos los papeles de S y de S;, en realidad obtenemos:

in(.S, S;
sup ({{27(1) — ®(1)] : 1 2 0}) =1 - m
De esta forma: (I, ;) (S, S;)
* HE\ _ H’llni,l — Hm77z
oo (Vi @) = (1 max (I, Iz)) " (1 méx(.S, Sz)) .

Por consiguiente, el error total viene dado por:

n min(7, I;) 7 min(S, S;)

ES)=n—3%

dond E(l)=n— _— B
onde () " i:lméx(LIi) Y i:lméX(SaSi)

(4.5)

De esta forma, podemos reducirnos a estudiar la funcién E = E(I), pues un resultado similar

se obtiene para E’. Como en el caso de la distancia di, llamemos {I], I3, ..., I} a los diferentes
valores que hay entre las amplitudes {I1, Is,...,I,} de manera que cada valor I ]’ aparece en
{I,I,...,I,} mj veces y ademds 0 < I} < I < ... < I}.

Lema 4.2.9 La funcién E = E(I) definida en (4.5) posee minimo absoluto en ]0, 4+o00[, y éste se

encuentra en una de las amplitudes Iy, Io, ..., I,.

= El valor minimo absoluto de E en ]0, +00][ es el menor valor de los siguientes k& nimeros:

. k
17z) ko m,
{ E(I') }] ) { n—m;j— 7121 milz{ —IJ/- > T(Z } .
J = ? j=1

i=j+1
= Si hay un dnico valor en {I1, I,...,I,}, él consigue el valor minimo absoluto.

= Si hay dos Gnicos valores diferentes, el valor minimo se consigue en el que tenga mayor multi-

plicidad, y si los dos tienen la misma, hay dos minimos absolutos.
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DEMosTRACION : Cada funcidn:

x
. —, si0<z<I
min(z, I)) I <TS 4
’ ] - I/
méx(z, I;) ;’, siz > I

es continua en |0, +oo[ y derivable C* en 0, +oo[\{I/}, por lo que E es continua en |0, +oo[
y derivable C* en ]0,4+o00[\{I{,I3,...,I}}. Es sencillo demostrar que la funcién E puede ser

expresada como:

k_m;

N si0 <z <,
i=1 1;
[ / koomy - ,
E(x)=q¢ n—=>mlj—x Y —, sili<x<I_
Ti=1 i=rt1 I
1 k
n——y mll, sia> 1.
Ti=1

Asi, lim, g+ E(z) = N > 0y lim,_ 1 E(z) = N. La primera derivada de E en |0, +0o[\ {1}, I3, ..., I}.}

eS:

k me
—>—, si0<az<Iy,
i=1 I
/ 1 u ! 1 : ! !
E(.’IJ): ) Zmlfl— 7, S1 IT<:E<IT—|—17
T =1 i=r+1 4;
]' k ! !
ﬁ.zlmiji’ six > 1.
1=

Asi, E es estrictamente decreciente en ]0, I{[ y es estrictamente creciente en ]I}, +oco[. Un argu-
mento similar a los que ya hemos utilizado demuestra que E posee minimo absoluto en ]0, 00|
y que dicho minimo estd en el intervalo [I],I;]. Por otro lado, E es dos veces derivable en
10, +00[\{1{, 15, ..., I}} y su segunda derivada es, al menos en |0, +-00[\{I{, 5, ..., I} }:

0, si0<x<If,
2 5 I i I’ I
E"(z) = —Ezlmz 5o osil <z <I.,
1=

2k i
—EZmiIZ(, stz > 1.
i=1

Asi, la funcién E es una linea recta (estrictamente) decreciente en ]0, I1[ y ademds es una fun-
cién (estrictamente) céncava en los intervalos |17, I4[, 115, 15[, ..., |I;_y,I;[ e ]I}, +oo|. Por
consiguiente, la funciéon E no puede poseer un minimo absoluto en el interior de ningin intervalo
[

4 +1] (va que en éste es concava). Asi, el minimo absoluto de la funcién E se encuentra en

uno de los nodos I1,I3,...,I}; concretamente, se encuentra en el nodo que consigue el menor

valor de los siguientes k nimeros:

, k
k 17! ko m,
{EI) Y=g n—mj— 5> ml -1 > — :
J I o iz 1 i1
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Si hay un tnico valor en {I;,Is,...,I,}, él consigue el valor minimo absoluto. Si hay dos

tnicos valores diferentes, digamos I < I}, entonces la funcién es:

min(z, I7) min(z, 1)

Al evaluarla en estos valores, encontramos:
/ I,

E(I}) = (m1 + mg) —my — mp— —mQ( _1>;
! I/

E(Ié):(m1+m2)—m11—m2:m1< _1).

Por consiguiente, el valor minimo se encuentra en la amplitud que posea mayor multiplicidad vy,

si es la misma, hay dos minimos absolutos. |

Del lema 4.2.9 podemos deducir cémo resolver la cuarta clase de regresiéon que nos plantea-

1mos.

Teorema 4.2.10 Sean X,) dos variables tales que X es una variable aleatoria real e ) es una
variable aleatoria difusa que se relacionan a través de la ecuacién (4.1). Sea {X;, V;}" ; una muestra
aleatoria simple obtenida de (X,)), siendo V; = (V; — I,/Y;/Y; + S;). Sea 175 un modelo ajustado
para los centros a partir de {X;,Y;}", y consideremos el problema de regresién (en I,.S > 0) para
la distancia duo:

®rg:domX =T, ®rs(x)=(Ye—1/Y/Ye+5),

(POO) n .
E(I,S) =) do(V), ®% ) minimo.
i=1 -

Entonces el problema (P4) posee alguna solucién éptima. Siguiendo la notacién (4.3), el estimador
I del pardmetro I es el valor Iy, I, ..., I, donde se alcanza el minimo de los siguientes k nlimeros
reales:

A
i=1 i=jr1 14

. k
k 17! koomy
{ E(I}) }jlz{n—mj—ﬂz ml — I } .
J j=1

y el estimador S del pardmetro S es el valor 51,55, ...,S, donde se alcanza el minimo de un

conjunto numérico similar.

Resumen de todos los casos
A continuacién, resumimos todos los casos que hemos estudiado en los apartados anteriores.

Teorema 4.2.11 Sean X,) dos variables tales que X es una variable aleatoria real e ) es una

variable aleatoria difusa que se relacionan a través de la ecuacién (4.1). Sea {Xj, Y} una muestra

A. Roldan




4.2. EL MODELO DE REGRESION PROPUESTO 87

aleatoria simple obtenida de (X, )), siendo ); = (Y; — I;/Y;/Y; + S;). Sea ffg" un modelo ajustado
para los centros a partir de {Xj;,Y;}" , y consideremos el problema de regresién (en I,S > 0) para

alguna distancia d:

Ors: M T, Org(x)=(Ye—1/Y/Ye+S)

(P) n »
E(1,5) =>_d( f,q)*&) minimo.

=1

» Utilizando d1(A, B) = ||A— BJ|, = [z | A(t) — B(t)|dt, el problema (P) posee como tinica

solucién los valores estimados

I= Mediana(I1, ..., I,) y S = Mediana(Si, ..., Sy,).
2 2

= Utilizando d2(A, B) = (fEOOyA(t)—B(t)\dt) + (0+°°]A(t)—B(t)\dt) el problema

(P) posee como dnica solucién los valores estimados

T =Media(Iy,....I,) y S =Media(S,...,Sy).

= Utilizando d2(A, B) = HA—BH% = Jp (A(t) — B(t))*dt, el problema (P) posee una tnica

solucién. Siguiendo la notacién (4.3), los estimadores de los pardmetros I y .S son las dnicas

soluciones no negativas de las ecuaciones cubicas:

ko o r k r=k=1
{ 223 Y Ef + 2? <ZmZ -2y ml> — Y mi(I})> =0 en el intervalo [I/, I} ] } :
i=rt1 1 i=1 i=rt1 i=1 1
! / =k'—1
3 k m; 2 - / r / - 1eQh\2 . Q! '
20° Y — +«x m;—2 Y my | — > mi(S;)° =0 en elintervalo [S}, S]]
i=r 15 i=1 i=r+1 i=1 -

respectivamente.

= Utilizando d (A, B) = sup ({|A(t) — B(t)| : t <0}) +sup ({|A(¢t) — B(t)| : t > 0}), el pro-
blema (P) posee solucién. Siguiendo la notacién (4.3), el estimador del parametro I es el valor

I, I, ..., I, donde se alcanza el minimo de los siguientes k& nimeros reales:
. k
17=1 E m,
! ! 7
ji=1 i=j+1 44 j=1
y el estimador del pardmetro S es el valor S1,.59, ...,.S, donde se alcanza el minimo de un

conjunto numérico similar.

Observemos que la mediana es un estimador alternativo a la media (que, por ejemplo, es muy
utilizado cuando la distribucién de los datos es muy asimétrica) y es consistente en la mayoria
de contextos de la vida real. En general, todos los estimadores propuestos son insesgados y
consistentes, como muestran los experimentos de simulacién que veremos. En particular, el
estimador propuesto utilizando la distancia d2 verifica todas las propiedades que se desean para
un estimador. El objetivo del Teorema era proponer estimadores alternativos que puedan dar

solucién a casos concretos de la vida real y que puedan ser facilmente calculados.
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4.2.2. Algunos experimentos de simulacion para evaluar las distancias ante-

riores

A continuacién, llevamos a cabo un experimento de simulacién para evaluar la eficiencia de las
estimaciones de los parametros que se obtienen utilizando las diferentes distancias comentadas
en el apartado anterior, considerando un problema lineal y otro no lineal, y utilizando muestras
de diferentes tamanos. Para que la comparacién sea mas robusta, se supondrd que los centros
de los residuos siguen una distribuciéon Normal y las amplitudes se distribuyen segiin una Chi-
cuadrado. El experimento de simulacién se ha llevado a cabo con 10000 repeticiones y se ha
determinado el error cuadratico medio (en los sucesivo, ECM) de cada estimacién. Tanto la
computacion de los datos como la estimacion de los pardmetros como el calculo de los ECM se
han desarrollado con el paquete mateméatico Mathematica, proporcionado por la Universidad de

Jaén.

Simulacién 1

En la primera simulacién que desarrollamos, consideramos el siguiente modelo de regresién
lineal:
y=07X+ (81/80/85) ,
donde X es una variable aleatoria que varfa de uno en uno desde 1 hasta 20 (en un segundo

caso, supondremos que varfa hasta 100) y suponemos que los residuos se distribuyen segun:
€~ N (1,05), ef—el ~x3/40 y 5 — e~ x3:/10,
es decir, la funcion de regresion en x seria:
V() = 0.7z + (0.25/1/2.5) .

Por consiguiente, estamos considerando la solucién computacional de un modelo lineal de parame-
trosa =07, b=1,1=0.7y S = 1.5. Los centros se relacionan con la variable explicativa
a través del método clasico de minimos cuadrados, por lo que todas las estimaciones para a y
b ofrecen el mismo resultado. Utilizando este método, el coeficiente de determinacién medio en

todos los casos resulté muy préximo a 1, demostrando que los modelos son muy precisos.

En las Tablas 4.1 (n = 20) y 4.2 (n = 100) presentamos la media de las estimaciones y del
error cuadratico medio estimado para cada uno de ellos, calculado como
10000

1 ~
ECM(0) = 10000 = (6 — ).

Gonzélez-Rodriguez y otros (2009) también han estudiado modelos de regresién lineal simple
para variables aleatorias difusas. En la 1ltima fila de las tablas 4.1 y 4.2 presentamos los resul-

tados que se que hemos obtenido aplicando su técnica. Si comparamos los resultados obtenidos
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Tabla 4.1: Estimaciones por el método de Monte Carlo y ECMs de los pardmetros utilizando

tamanos muestrales de n = 20 en el caso lineal.

@ ECM(a)xw* b  ECM(®B) I  ECM(I)xwt 8§  ECM(S)

dy 0.7001 0.3738 0.996 0.05630 0.735 2.899 1.440  0.0242
d? Idem Idem Idem Idem 0.750 1.858 1.500  0.0147
dsy Idem Idem Idem Idem 0.739 1.950 1.458  0.0161
doo Idem Idem Idem Idem 0.737 3.661 1.456 0.0317
GBCL 0.7002 0.4282 0.997 0.0592 0.750 1.858 1.500  0.0146

Tabla 4.2: Estimaciones por el método de Monte Carlo y ECMs de los parametros utilizando

tamanos muestrales de n = 100 en el caso lineal.

@ ECM(a)xw¢ b  ECM(b)xws I  ECM(I)x10* &  ECM(S)x10®

dy 0.7000 3.063 1.0002 0.0104 0.734 0.827 1.435 8.556
d? Idem Idem Idem Idem 0.750 0.372 1.500 2.992
do Idem Idem Idem Idem 0.739 0.495 1.456 4.805
doo Idem Idem Idem Idem 0.736 0.921 1.449 8.957
GBCL 0.7000 3.508 1.0010 0.0116 0.750 0.373 1.500 2.992

utilizando las diferentes distancias que introducimos y los obtenidos por los mencionados auto-
res, observamos que los mejores resultados se produjeron tanto por su método como utilizando
la distancia d?. Una comparacién répida entre las Tablas 4.1 y 4.2 muestra que la eficiencia de

las estimaciones aumenta cuando el tamano de la muestra crece.

Tabla 4.3: Estimaciones por el método de Monte Carlo y ECM de los parametros utilizando

tamanos muestrales de n = 20 en el caso parabdlico

4= (d,a) ECM(a)xi* b  ECM(®b) I  ECM()xw* S  ECM(S)xi0?

dy  (0.501, 1.100) (1.816,8.670) -0.402  0.1333  0.736 2.902 0.440 10.018
d? Idem Idem Idem Idem 0.751 1.875 0.499 5.030
da Idem Idem Idem Idem 0.740 1.966 0.460 3.326
doo Idem Idem Idem Idem 0.739 3.723 0.464 12.874
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Tabla 4.4: Estimaciones por el método de Monte Carlo y ECMs de los pardmetros utilizando

tamanos muestrales de n = 100 en el caso parabdlico

a=(d,a;) ECM(a)xw¢ b  ECM(®b) I  ECM()xi* S  ECM(S)xi0?

dy  (0.500, 1.100) (1.919,2.728) -0.401  0.0231  0.734 0.843 0.435 5.372
d? Idem Idem Idem Idem 0.750 0.377 0.499 0.992
ds Idem Idem Idem Idem 0.739 0.502 0.458 2.667
doo Idem Idem Idem Idem 0.736 0.937 0.457 4.321

Simulacién 2

En el siguiente experimento de simulacién consideramos el siguiente modelo de regresién no

lineal:
Y=11X%+05X + (! /e/e%),

donde X es una variable aleatoria que varfa de uno en uno desde 1 hasta 20 (en un segundo

caso, la suponfamos hasta 100) y suponiamos que los residuos se distribuian segun:
e~ N (—0.4,05), e —el ~x3/40 vy 5 -~ xE/10,
es decir, la funcion de regresion en x viene dada por las siguientes funciones cuadraticas:
V(z) = 1.122 + 0.5z + (—1.15/ — 0.4/0.1)

Por tanto, los pardmetros considerados son a = (0.5, 1.1), b = —0.4, I = 0.75, S = 0.5.
Los centros se relacionan con la variable explicativa a través del método clasico de minimos
cuadrados, por lo que todas las estimaciones para a y b ofrecen los mismos resultados. Utilizando
este método, la prueba F mostré que los modelos eran muy precisos. En las Tablas 4.3 (n = 20)
y 4.4 (n = 100) presentamos la media de las estimaciones y del error cuadratico medio estimado
para cada uno de ellos. Los resultados obtenidos mostraron que la distancia d? nuevamente
aportd los mejores resultados. La comparacion entre las Tablas 4.3 y 4.4 muestra que la eficiencia

de las estimaciones aumenta cuando el tamano de la muestra crece.

4.2.3. Un estudio comparativo: un modelo de regresién difusa en el que los
valores de las amplitudes dependen de las variables explicativas

En esta seccién analizamos el caso en el que las funciones que determinan los valores esperados
de las amplitudes dependen de las variables explicativas. De esta forma, supongamos que los

valores esperados de los residuos dependen de la variable aleatoria X, es decir,
E(e® —¢'|X) = I(X), E(e¥ - ¢X) = S(X).
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Dado que en el apartado anterior los mejores resultados se han utilizando la distancia d?, utiliza-
remos el método de minimos cuadrados (si bien, otras distancias pueden también ser utilizadas).
Denotaremos por 1 () y por S () a los modelos ajustados para ambas funciones utilizando el

método de minimos cuadrados.

La aplicabilidad del método propuesto lo mostramos a través del estudio comparativo reali-
zado. Los resultados obtenidos con método propuesto se comparan con los resultados obtenidos

por los métodos descritos en la seccién 4.1.1.

Para evaluar la aplicabilidad del método que proponemos, utilizamos los mismos cinco pares
de observaciones que fueron propuestos, por primera vez, por Tanaka y sus colaboradores en 1987.
Estos autores disenaron un ejemplo ilustrativo de su modelo de regresién difusa para tratar el
caso en el que se trabaja con una unica variable real explicativa y una variable dependiente
difusa cuyos valores son numeros difusos triangulares simétricos. En la Tabla 4.5 presentamos
los valores considerados. Es verdad que este conjunto de datos no posee el nivel de detalle y
complejidad que los usados en otros estudios, pero tienen la ventaja de que estos mismos datos
han sido utilizados por muchos autores para describir sus diferentes técnicas de regresion, para

evaluarlas experimentalmente y para comparar su metodologia con la de otros autores.

Tabla 4.5: Datos y amplitudes (spreads)

X v! ye v9 I, S
1 6.2 8 9.8 18 18
2 4.2  6.48 6 22 22
3
4
)

69 95 121 26 26
109 135 16.1 2.6 2.6
10,6 13 154 24 24

En la Tabla 4.6 hacemos un listado de los modelos propuestos por otros autores (véase la
seccion 4.1.1) utilizando las mismas cinco observaciones que se relacionan en la Tabla 4.5. Varios
autores sefialaron que el método propuesto por Tanaka y sus colaboradores [119] poseia algunas
desventajas y lo modificaron, o bien desarrollaron sus propias metodologias para superar estos
problemas. El modelo de regresion THW estima los coeficientes de la regresion difusa utilizando
programacién lineal. Este modelo posee una pendiente numeérica real y una ordenada en el origen
difusa. Los modelos KB, DM, WT y HBS poseen tanto pendiente como ordenada en el origen
difusas. Cuando las variables explicativas son reales y las variables dependientes son nimeros
difusos simétricos, el modelo W'T ofrece los mismos resultados que el modelo DM. Los modelos

NN y CH poseen una pendiente numérica y el modelo KC posee coeficientes numéricos y un
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Tabla 4.6: Modelos de regresién obtenidos por otros autores a partir de los datos que se muestran

en la Tabla 4.5.

Autores

Modelo de regresién difusa

Tanaka y otros 1989

Kim y Bishu 1998

Diamond 1988

Nasrabadi y Nasrabadi 2004
Wu Tseng 2002

Hojati y otros 2005

Kao y Chyu 2003

Chen y Hsueh 2009

Yraw(z) = (0/3.85/7.7) + 2.1z

Vip(z) = (3.11/4.95/6.84) + (1.55/1.71/1.82)x

Vo (z) = (3.11/4.95/6.79) + (1.55/1.71/1.87)x

Y () = (2.36/4.86/7) + 1.73z

Vwr(z) = (3.11/4.95/6.79) + (1.55/1.71/1.87)x

Vups(z) = (5.1/6.75/8.4) + (1.1/1.25/1.4)x

Ve (z) = 4.81 + 1.722 + (—2.2/0.12/2.44)

Yo (z) = 1.7l + (2.63/4.95/7.27)

término de error difuso.

Si aplicamos el Teorema 4.2.11 a los datos mostrados en la tabla 4.5, en primer lugar vamos

a ajustar un modelo para los centros de la variable difusa utilizando el criterio de minimos

cuadrados. El modelo que mejor se ajusta es:

Ye(z) = 4.95+ 1.71z,

pyex = 0.872,

donde p denota el coeficiente de correlacién. Si utilizamos la distancia df, encontramos las

constantes = S = 2.32 para estimar las amplitudes, lo que llevaria al modelo lineal:

V(x) = 1.71z + (2.63/4.95/7.27).

Tabla 4.7: Comparacién del error total de estimacién obtenido para los diferentes modelos.

Explan. Resp. E;
var. var. THW KB DM KC NN HBS WT CH RRM
1 (6.2, 8, 9.8) 6.304 1816 1.816 1974 2.663 0.000 1.816 1.931 1.796
2 (4.2, 6.48, 6) 4.084 3.834 3.882 3.857 3.035 8154 3.882 3.888 3.881
3 (6.9, 9.5, 12.1) 1.204 0.363 0.376 0.376 0.176 1.125 0.376 0.376 0.358
4 (10.9, 13.5,16.1)  2.344 3.074 2.931 2.936 3.649 3.124 2931 2963 2.928
5 (10.6, 13, 15.4) 2.874 0.215 0.279 0.269 0.112 0.000 0.279 0.253 0.275
> E 16.809 9.302 9.283 9.412 9.636 12.403 9.283 9.411 9.238
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Sin embargo, si hacemos que las amplitudes dependan de la variable explicativa, podemos obtener
mejores resultados. En efecto, consideremos que I y S son funciones de X. De esta forma,
haciendo uso de un programa estadistico de regresién (por ejemplo, nosotros hemos utilizado
SPSS), podemos buscar varios modelos para las funciones I y S, tanto lineales como no lineales,
y elegir aquéllos modelos que mejor ajusten los datos (los que posean un mayor coeficiente de
correlaciéon). En nuestro caso, dado que la variable respuesta es simétrica, seleccionamos las
siguientes expresiones no lineales por ser aquéllas que mejor se ajustan a los datos de entre

varios modelos:
~ 1

) = 5() = 53+ 02082

prx = 0.949.

Por consiguiente, el modelo que obtenemos siguiendo esta metodologia es:

Vrru () = Yo(x) + (—1(2)/0/S(x)) =

1 1
— (4.95+ 1.712 — 4.95+1.712 /4.95+1.71z — .
< A YV 0.208/3;/ tL / R YV 0.208/95)

Sea FEj; el error cuadratico medio obtenido entre las variables de respuesta observadas y estimada

en el i-ésimo caso. la tabla 4.7 muestra los errores totales al estimar las variables repuesta de
todos los modelos basédndose en el criterio de error de minimos cuadrados (no obstante, podrian
haberse utilizado otros criterios). La tltima columna presenta los resultados ontenidos siguiendo
la metodologia que proponemos. Nuestro error total de estimacién, ) ,E;, es el menor de la

metodologias propuestas.

Obsérvese que el modelo que proponemos Unicamente presenta una expresion lineal para
los centros, ya que las amplitudes se ajustan a un modelo doble inverso. Si hubiésemos elegido

también modelos lineales para las amplitudes, hubiésemos obtenido el modelo
V(z) = 1.71z + (2.63/4.95/7.27),

cuyo error total de estimacién es de 9.485, el cual es un valor razonable en comparacién con los

errores totales obtenidos por otros autores que utilizan otras metodologias.

Al analizar estos resultados, podemos observar que nuestra técnica es método sencillo de
aplicar en la préactica para el anélisis del problema considerado, es decir, en el que las variables

de entrada son reales y la variable de salida es difusa triangular.

4.3. Un modelo de regresion no lineal para la obtencion de bio-

masa a partir de los restos de la poda del olivo

Para acabar el Capitulo, presentamos una aplicacién de los resultados anteriores a un con-

texto de la vida real a modo de ejemplo ilustrativo.
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En la actualidad parece evidente que la biomasa primaria y residual serd en un futuro
inmediato la principal fuente de recursos con que contard la Humanidad para la obtencion
de alimentos, productos organicos y combustibles liquidos y gaseosos, dado el agotamiento y

creciente encarecimiento de la biomasa fésil.

Se calcula que la energia total contenida en la biomasa en estado de crecimiento equivale a
un 70 % de las reservas conocidas de carbén en el mundo y a casi cuatro veces las de petréleo. Sin
embargo, cantidades mayores de materia orgdnica se encuentran en estos momentos en distintos
grados de fosilizacién. Se ha estimado que los almacenes fésiles (carbdn, petréleo y gas natural)

representan del orden de 40 veces la biomasa de crecimiento.

En este sentido los residuos de caracter lignoceluldsico constituyen una materia prima re-
novable y abundante, cuyo aprovechamiento es deseable. Serd interesante establecer vias de
aprovechamiento para estos materiales que, al estar ligados a la produccion de alimentos, tienen
la renovabilidad asegurada y cuyo abanico de usos es tan amplio como el que puedan poseer los

combustibles fosiles de los que son precursores.

Figura 4.5: Residuo de la poda del olivo

La poda del olivo es una operacién esencial de rejuvenecimiento del arbol para prepararlo de
cara a la siguiente cosecha. Esta operacion genera periddicamente unos restos que, en principio,
son muy abundantes, son renovables y suponen un coste muy bajo (quiza ninguno). La provincia
de Jaén acumula el 40 % de la superficie total dedicada al cultivo del olivo en Espania. La poda
del olivo (véase la Figura 4.5) genera un volumen muy grande de biomasa en esta provincia.
Estos residuos lignoceluldsicos son una fuente potencial de xilosa, que puede ser utilizada como
materia prima en la produccién de xilitol, que es un producto de gran valor. La hidrolisis acida
de los restos de la poda del olivo esta siendo actualmente estudiada en Jaén para determinar
la naturaleza, la influencia de la concentracién de acido y la temperatura en la produccién de

azucares, principalmente de xilosa.

El modelo cinético utilizado satisfactoriamente para la hidrélisis de hemicelulosa involucra
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reacciones irreversibles pseudo-homogéneas de primer orden. El primer modelo fue propuesto

por Saeman en 1945 (véase [104]) y puede ser generalizado segun el siguiente esquema:

Polimero — monémero — descomposicién del producto.

Basandonos en este modelo de reaccién y resolviendo las ecuaciones diferenciales que conlle-
va, se llega a que la concentracién (M) del monémero como funcién del tiempo (t) puede ser

representada por la siguiente relaciéon no lineal:

k1 P
M= ———(e k2t —e~hit) (4.6)
ki — ko

)

donde P, representa la concentracién del polimero en el momento inicial ¢ = 0, k7 es la proporcién
de monémero liberado (en min~!) y &y es la proporcién de monémero descompuesto (en min~1).
Para determinar los valores estimados de la concentracion de xilosa, glucosa, furfural, etc., y

extraerlos cuando mayores son sus concentraciones, se resuelve el correspondiente problema de

regresion.

Tabla 4.8: Tiempo (t) y concentracién de xilosa (Y, Y, Y*®) utilizando 1N HCI a 100°C

t (min.) Y/ Ye &

30 3.24 488 543
60 8.06 9.81 9.88
90 9.96 10.09 10.63

120 10.45 11.05 11.13
150 10.24 10.73 10.95

180 9.31 10.69 10.85
210 9.47  9.99 10.28
240 9.19 9.22 930

Experimentalmente, de cara obtener un modelo cinético para la concentracién de xilosa, nos
damos cuenta de que podemos observar de manera precisa la variable independiente, que es el
tiempo, pero la concentracién de xilosa no puede medirse de manera exacta, sino aproximada
(véase, por ejemplo, la Tabla 2 en Aguilar y otros [1]). El objetivo del experimento es determinar
la relacion de dependencia entre la concentracién de xilosa y el tiempo. Basdandonos en diver-
sos experimentos, la variable respuesta puede interpretarse como una variable aleatoria difusa
(véase la Tabla 4.8), observada en ocho mometos diferentes (cada 30 minutos) utilizando una

concentracién 1IN HCI a 100°C.

Los centros han sido relacionados con la variable explicativa a través del método de regresién

clésica por minimos cuadrados y los parametros cinéticos del modelo (4.6) se muestra en la Tabla
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Tabla 4.9: Pardametros estadisticos y cinéticos para la concentracién de xilosa utilizando 1N HCI
a 100°C

¥ Too R?  F-Test Prob.

0.01285 0.00397 0.9977 0.9934

4.9. Por tanto, el modelo de regresién ajustado para los centros es

}/}C(t) _ 27.109(6_0‘00397t B 6_0'01285t). (47)

En este caso, los valores esperados de las amplitides no dependen de la variable explicativa
(los coeficientes de correlacién de los diferentes modelos ajustados con SPSS para las amplitudes
indican que ninguno de ellos puede ser considerado como significativo). Esto nos lleva a concluir
que los mejores valores que podemos obtener son constantes. Aplicando los resultados del Teo-
rema 4.2.11, el error total en la estimacién utilizando la distancia dy es 0.290, utilizando d? es
0.264, utilizando ds es 0.269 y utilizando d, es 0.298. Por consiguiente, los mejores resultados
se obtienen utilizando la distancia d2. En tal caso, el modelo de regresién que se obtiene para la

concentracién de xilosa 37(t) dependiendo del tiempo ¢t es:

~

Y(t) = Ye(t) + (—0.82/0/0.25) = (?C@) — 0,82 / ve) / ve) + 0,25> :

donde Y¢(t) esta dada en (4.7).

Xylosa conc., g/l

10}

50 100

1w v 1 v v+ Time min
150 200

Figura 4.6: Los valores observados y los modelos de regresién no lineales estimados

La Figura 4.6 muestra los valores observados y el modelo de regresiéon difusa no lineal.
Basandonos en esta ecuacion, podemos deducir que la concentracién méaxima de xilosa a una

concentracién 1N HCI a 100°C se alcanza en el instante t = 132.22 min, lo que nos lleva a que
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la maxima concentracién de xilosa no es un valor exacto, sino que viene determinada por el
nimero difuso triangular (10.26,11.08,11.32) gr zilosa/I.
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