UNIVERSIDAD DE JAEN

FACULTAD DE HUMANIDADES Y
CIENCIAS DE LA EDUCACION
DEPARTAMENTO DE
DIDACTICA DE LAS CIENCIAS

TESIS DOCTORAL

LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE
LA DIVISIBILIDAD EN ALGEBRA
SUPERIOR MEDIADA POR UN
ENTORNO INFORMATICO

PRESENTADA POR:
CARMEN ORDONEZ CANADA

) DIRIGIDA POR:
Dr. ANGEL CONTRERAS DE LA FUENTE
Dra. LOURDES ORDONEZ CANADA

JAEN, 16 de julio de 2018

ISBN






A mi familia






AGRADECIMIENTOS

En primer lugar quiero expresar mi agradecimiento a mis directores: Dr. Angel
Contreras de la Fuente y Dra. Lourdes Ordofiez Cafiada, por la generosidad mostrada al
aceptar la direccion de esta tesis doctoral, en un tema nuevo como la Didactica del
Algebra Superior, y que les ha supuesto un reto, a la vez que un esfuerzo adicional, en
tanto que han tenido que profundizar en una teoria que parecia olvidada en sus afios
universitarios y que relacionaba DI, DFU, DIP, DE. Su sabiduria y pasion por la
Didactica de las Matematicas, junto con la capacidad de trabajo que han mostrado, me
han permitido realizar el paso desde el Algebra a la Didéctica, de una forma progresiva
y muy gratificante.

También, agradecer al Dr. Angel Contreras de la Fuente, su tutorizacion en estos
estudios de doctorado pues su “saber hacer” en la Universidad, fruto de su experiencia y
trabajo, me ha facilitado todo y guiado, de forma eficiente, a lo largo del tercer ciclo.

Muy especial, mi reconocimiento a la Dra. Lourdes Ordofiez, quien confié en mi y
me ofrecid este programa de doctorado, en un momento dificil de mi vida. Gracias por
su paciencia e implicacion: por entrar en mis clases de practicas para indagar en el
programa Mathematica, por corregirme una y otra vez, y por escuchar mis ideas,
ilusionarse y transformarlas en algo valido en Didactica. No menos relevante, ha sido
saber mantener la linea entre doctoranda—hermana y esas “tomas falsas” de esta tesis
doctoral, tan importantes para mi.

Al departamento de Didactica de las Ciencias y, en particular, a todos los que
participaron en los cursos de doctorado y seminarios de investigacion impartidos por el
departamento. Gracias por acogerme Yy ensefiarme a brindar por la Didactica.

Al departamento de Matematicas y, en particular, a mis compafieras del pasillo
B3-002, por su animo y por mostrar su valia como matematicas. También, a mis
compafieros del area de Algebra, por su disponibilidad en la recogida de muestras en los
estudios empiricos y aportaciones sobre los cuestionarios.



No puedo olvidar a mis padres, que hoy estarian muy orgullosos de sus hijas.
Ellos me inculcaron el amor por el estudio y el trabajo, bien hechos, y me dieron més de
lo que tenian.

Y sobre todo agradecer a Juan de Dios, por acompafiarme y quererme en casi toda
la vida y compartir conmigo todo lo que ha venido, sin dejarme atrés. Gracias a él, y a
mis hijas, que siempre me han animado y me alientan a seguir. A Carmen, por ser mi
inspiracion y mostrarme, en esta etapa, cOmo y cuanto se estudia. A Teresa, por ser mi
fuerza y no abandonarme. A Clara, por su carifio y valoracion.

Por supuesto, gracias a Dios y a todas las personas que pone en mi camino para
que sea feliz.



RESUMEN

La Didactica de la divisibilidad en Algebra Superior “mediada por entornos
informaticos” es un campo poco explorado pero interesante por razones ecologicas y
por el alto grado de generalizacion requerido en los estudiantes.

El objetivo general es describir y analizar la influencia del uso de recursos
informaticos en la ensefianza y el aprendizaje de la divisibilidad, para Grado en
Ingenieria Informatica, identificando fendmenos didacticos y conflictos de significado,
utilizando para ello las herramientas que propone el Enfoque Ontosemiotico.

Se establecen dos tipos de hipdtesis: unas encaminadas a caracterizar el
significado institucional pretendido del méximo comin divisor, mostrado en manuales
de la asignatura de Matematica Discreta, poniendo de manifiesto la influencia del uso de
los recursos informaticos y el tratamiento de las aplicaciones, en la ensefianza; y otras,
dirigidas al anélisis del aprendizaje de los estudiantes, sus dificultades y conflictos
semioticos.

Palabras clave: Algebra Superior, divisibilidad, demostracion, Informatica, enfoque
ontosemiotico

ABSTRACT

The teaching of divisibility in Higher Algebra "mediated by computer
technology" is a little-explored field, but interesting for ecological reasons in addition to
the high degree of generalisation required in students.

The general aim is to describe and analyse how the use of computer resources
influences the teaching and learning of divisibility, for a degree in Computer
Engineering, identifying didactic phenomena and conflicts of meaning, using the tools
proposed for this by the onto-semiotic approach.

Two types of hypothesis are established: those aimed at characterising the
intended institutional meaning of the greatest common divisor, shown in manuals on
Discrete Mathematics, highlighting how the use of computer resources and the
treatment of applications influences the teaching; and those directed towards the
analysis of the students' learning, their difficulties, and semiotic conflicts.

Keywords: Higher Algebra, divisibility, proof, Computer, onto-semiotic approach
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Introduccion

La ensefianza y aprendizaje del Algebra Superior estd dotada de unas
caracteristicas didacticas especiales consecuencia, fundamentalmente, del alto grado de
generalizacién requerido para su estudio lo que provoca en el estudiante universitario un
cambio importante, respecto de las etapas educativas anteriores.

En el primer curso de las titulaciones de grado, el uso del lenguaje simbdlico es
frecuente y mucho més formal. Las definiciones, proposiciones y procedimientos suelen
establecerse en estructuras algebraicas abstractas donde es necesario construir
relaciones entre los distintos objetos matematicos intervinientes y realizar continuos
procesos de generalizacion—particularizacion en la instruccion, tanto para conectar con
lo aprendido en afios anteriores como para realizar aplicaciones o trabajar en ejemplos,
en ocasiones, nada triviales.

Caracteristico, también, en el estudio del Algebra en la Universidad, es el
desarrollo de la fluencia argumentativa, no solo en lo que se refiere a las demostraciones
de teoremas o resultados sino, de forma méas amplia, en el discurso y discernimiento
dentro de las situaciones, asi como en el establecimiento de conclusiones en la
resolucion de problemas.

En el Grado en Ingenieria Informéatica aparecen dos nuevas componentes en
relacion con la ensefianza y aprendizaje del Algebra: por un lado, el uso de los recursos
informaticos, establecido en sus directrices curriculares, y por otro lado, la importancia
de las aplicaciones en la ingenieria, de forma que su desarrollo debe contribuir en la
formacion socio—profesional de este estudiante.
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Son muy relevantes las aplicaciones de la divisibilidad a las ciencias de la
computacion y sus relaciones con otros temas y asignaturas de su plan de estudios como
la Criptografia y Seguridad informaticas. Entre dichas aplicaciones podemos subrayar:
la representacion de un ndmero en los distintos sistemas de numeracién y sus
operaciones (el sistema binario es la base de la aritmética computacional y son también
muy utilizados el octal y el hexadecimal), la asignacion de posiciones de memoria a
ficheros de un ordenador a través de las funciones de dispersion, la generacion de
nameros pseudoaleatorios y los sistemas de cifrado basados en la aritmética modular, de
entre los que cabe destacar la criptografia de clave publica. Todo ello hace que esta
tematica y, en particular, el estudio de los nimeros primos y el maximo comun divisor
sea imprescindible en este grado, desde el punto de vista ecoldgico.

En Didactica de las Matematicas, la transposicion informatica (Balacheff, 1994),
es una nocion que ha sido contrastada en multiples investigaciones En esta tesis doctoral
nos proponemos analizarla en relacion con la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad
para el Grado en Ingenieria Informatica. Concretamente, queremos analizar la influencia
del uso de los recursos informaticos en la instruccion de la divisibilidad, para los
estudiantes de esta titulacion. En primer lugar, planteamos el problema de investigacion
(capitulo 1) y los antecedentes de este trabajo (capitulo 2), donde surgiran distintas
preguntas encaminadas hacia la investigacion.

Para determinar como analizar la actividad matematica, se requiere usar un marco
tedrico que disponga de herramientas para abarcar los distintos aspectos de esta
actividad. Consideramos que el Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la
Instruccion Matematicos (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007; Godino, 2017)
proporciona los constructos para fundamentar la investigacion. Los exponemos, de
forma breve, en el capitulo 3 de esta memoria junto con la metodologia general,
concluyendo con las preguntas de investigacion, hipoétesis y objetivos.

Estableceremos dos tipos de hipotesis: las primeras relacionadas con la
descripcion de las caracteristicas del significado institucional del maximo comdn divisor
y otras, dirigidas al analisis del aprendizaje de los estudiantes, sus dificultades y
conflictos semioticos.

Asi, en el capitulo 4, comenzaremos por determinar el significado institucional de
referencia del maximo comun divisor, constituido por las diferentes configuraciones
epistémicas que han sido identificadas a través de dominios del Algebra Abstracta (DI,
DFU, DIP y DE). A ellos hemos llegado tras el estudio del desarrollo
histérico—epistemologico de la divisibilidad y su relacién con el nacimiento del Algebra
moderna.

Basandonos en estas CE, en el capitulo 5, hemos podido construir una herramienta
para el andlisis de manuales, que salva la gran variedad curricular propia de la etapa
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educativa universitaria y que proviene, también, de profundizar en las clasificaciones
establecidas en las distintas entidades primarias. Asimismo, hemos podido caracterizar
el significado institucional pretendido del méximo comun divisor en manuales para el
Grado en Ingenieria Informatica estableciendo una comparativa con el significado
institucional de referencia. Para ello hemos seleccionado ocho manuales universitarios,
cuatro de ellos que consideramos representativos del Grado en Ingenieria Informatica,
por la metodologia empleada para la seleccién de la muestra. La Gltima seccion del
capitulo 5 corresponde a la discusion de los resultados mas significativos encontrados
en el analisis de los libros de texto, haciendo hincapié en la observacion de los procesos
de generalizacion— particularizacion que se muestran en cada manual y en la valoracién
y comparativa de las idoneidades didacticas de todos ellos.

El capitulo 6 esta dedicado al analisis de los significados personales de los
estudiantes. Se investiga sobre la influencia del uso de un software cientifico, como
Mathematica, en la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad, a través del analisis de
practicas informaticas (seccion 6.2.) y, también, de su comparacién con pruebas
escritas, para una misma situacion (seccion 6.3.). En los dos estudios empiricos
mostrados en el capitulo se ha trabajado en el contexto de aritmética modular, tanto para
el estudio de una demostracion, como de las consideraciones de los estudiantes sobre las
hipétesis, o0 en el estudio de la propiedad conmutativa dentro de la estructura de grupo.
Las muestras utilizadas en ambos estudios han sido amplias: de 132 estudiantes para la
investigacion en la seccion 6.2. y de 204 pruebas analizadas (61 estudiantes en la prueba
escrita y 143 en el laboratorio) en la seccion 6.3.

En el capitulo 7 de esta tesis doctoral se recogen las conclusiones obtenidas de la
investigacion, relacionandolas con las hipotesis y objetivos. Se destacan las principales
aportaciones del trabajo junto con algunas propuestas e implicaciones para la ensefianza.
Por dltimo, un resumen de los trabajos desarrollados hasta el momento y aquellos en
vias de realizacion, junto con las lineas abiertas de esta investigacion.






Capitulo 1. Problema de
investigacion

1.1. Introduccion

La Didactica del Algebra Superior en el area de las ingenierias, es un campo
poco explorado pero que despierta el interés del investigador por diversos motivos. En
primer lugar, a lo largo de afios de experiencia como docente en el area de Algebra,
tanto en carreras de ingenieria como de matematicas, he constatado la dificultad que
encuentra este alumnado en el aprendizaje de la materia motivada, fundamentalmente,
por el alto nivel de abstraccion requerido y que debe desarrollar al ingresar en la
universidad (Dubinsky & Yiparaki, 2000; Harel & Sowder, 2007; Lacues, 2011;
Distefano, Pochulu y Font, 2015). Godino et al. (2015) afirman

La identificacion de los rasgos caracteristicos del razonamiento algebraico es
un tema que ha atraido la atencidn de diversos investigadores en el campo de
la educacion matemética, ya que es necesaria para promover dicho
razonamiento en los distintos niveles de Educacion Primaria y Secundaria
(Chevallard & Bosch, 2012; Filloy, Puig & Rojano, 2008; Kieran, 2007;
Ruiz-Munzén, Bosch & Gascon, 2011). (p. 118)

y propone una caracterizacion del razonamiento algebraico en Educacién Primaria y
Secundaria basada en seis niveles de algebrizacion. Sin embargo, no se ha categorizado
aun a nivel universitario. La investigacion que presentamos en la memoria, profundiza
en este sentido.

Como medida de la abstraccidn, tienen especial interés, en esta tesis, el estudio
sobre el grado de generalidad y la identificacion de los procesos duales de
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generalizacion-particularizacion existentes en las practicas matematicas a nivel
universitario. Como se expone nuevamente:

Los niveles de algebrizacion son béasicamente grados de generalidad,
combinada con el uso de diversos registros de representacion semidtica
(RRS), sus transformaciones y conversiones (Duval, 1995), los cuales son
indicativos de fases en el proceso de reificacion de los objetos intensivos
intervinientes. Consideramos que para la descripcion del caracter algebraico
de las practicas matemaéticas es Util fijar la atencion en los objetos resultantes
de los procesos de generalizacion, y del proceso dual de particularizacién.

(ibid. p.130)

Relacionado con todo ello, en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas,
poseen un papel destacado el uso del lenguaje simbdlico y el estudio de las
demostraciones. En ambos aspectos hay algunas investigaciones acerca de los conflictos
de los estudiantes, en este nivel educativo:

= Respecto de los simbolos presentes en el lenguaje matematico, Distéfano et al.
(2015) explican: “Estos simbolos no son de uso frecuente en la escuela media pero
son indispensables en el desarrollo de asignaturas de Matematica impartidas a
nivel universitario” (p.203) y presentan dificultades entorno a distintos simbolos.

= Por otra parte, la demostracion es un tema transversal en todas las etapas de la
ensefianza de las matematicas y es fundamental en el desarrollo del razonamiento
l6gico deductivo. En el caso de la demostracion en Algebra Superior, Dubinsky &
Yiparaki (2000) han detectado que los alumnos universitarios de varios niveles,
incluyendo algunos alumnos avanzados matriculados en asignaturas de Algebra
Abstracta, tienen importantes dificultades en temas relativos a la demostracion
matematica.

En segundo lugar, el alumnado del Grado en Ingenieria Informatica es un
colectivo en auge debido al amplio desarrollo de las ciencias de la computacién en los
ultimos afos. La procedencia de los estudiantes es variada. En su mayoria, provienen de
Bachillerato o del ciclo formativo de grado superior, por lo que el nivel en matematicas
es diverso. Ademas, el caracter aplicado de las ingenierias parece también cuestionar
acerca del grado de generalidad utilizado en la ensefianza de la Matematica para estos
estudiantes.

Es frecuente que la instruccion, en esta titulacion, esté mediada por el uso del
ordenador, lo que le concede unas caracteristicas didacticas especiales. Artigue (2015)
afirma: “Siempre se han considerado las tecnologias informaticas como una manera de
mejorar las practicas de ensefianza y aprendizaje en matematica, haciéndolas mas
constructivas y experimentales” (p.17).
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En esta misma linea, Harel & Sowder (2007) afirman: “queda patente la
necesidad del uso de las nuevas tecnologias, especialmente en educacion”, aunque dejan
abierta la pregunta acerca de “la influencia de las nuevas tecnologias en el aprendizaje o
desarrollo de una nocién avanzada de demostracion matematica”; estos autores se
preguntan, “en vista del auge de las tecnologias electrénicas en educacion,
especialmente en sistemas informaticos de algebra (...)”, cuestionandose “el papel del
algebra simbodlica en la reconceptualizacion de las matematicas en general” (p.824).

Respecto de las "nuevas" tecnologias, Balacheff (1993) define el término de
trasposicion informatica y subraya que “el desarrollo de las tecnologias informaticas, su
introduccidn en la escuela y lugares de formacion, se acompafia de fendmenos nuevos
del mismo orden que los de la transposicién didactica” (p.364).

Por altimo, es necesario sefialar la importancia de la investigacion en Didactica
de la Teoria de Numeros para estos estudiantes por razones ecoldgicas, esto es, su
relacién con otros temas curriculares y aplicaciones practicas. El estudio de los niUmeros
primos y el maximo comdn divisor (en adelante mcd), son esenciales en la construccion
de cddigos, claves de dominio publico y, en general, en disciplinas tan importantes
como la Criptografia y Seguridad informaticas, siendo asi muy relevantes sus
aplicaciones. Asi, en la ensefianza de la divisibilidad para estudiantes del Grado en
Ingenieria Informatica, tendra un lugar destacado el estudio de las aplicaciones.

En resumen, encontramos, por un lado, alto nivel de abstraccion en una temética
basica para el estudiante; el uso del ordenador y su influencia en la ensefianza y
aprendizaje en el estudio de la divisibilidad. De estas consideraciones, surgira el
problema de investigacion.

1.2. La divisibilidad en el curriculo del Grado en Ingenieria
Informatica

Los estudios de Grado en Ingenieria Informaética, en Espafia, vienen regulados
por el Ministerio de Educacion. En el Boletin Oficial del Estado (BOE) numero 187, de
4 de agosto de 2009, se incorpora la Resolucion 12977, de 8 de junio de 2009, de la
Secretaria General de Universidades, por la que se da publicidad al Acuerdo del
Consejo de Universidades, por el que se establecen recomendaciones para la propuesta
por las universidades de memorias de solicitud de titulos oficiales en los &mbitos de la
Ingenieria Informatica. En ella se expresa:

El Real Decreto 1393/2007, de 29 de octubre, por el que se establece la
ordenacion de las ensefianzas universitarias oficiales, en sus articulos 12.9 y
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15.4, relativos a las condiciones para el disefio de titulos de Graduado y de
Master Universitario respectivamente, indica: «Cuando se trate de titulos que
habiliten para el ejercicio de actividades profesionales reguladas en Espafa,
el Gobierno establecerd las condiciones a las que deberan adecuarse los
correspondientes planes de estudios, que ademéas deberén ajustarse, en su
caso, a la normativa europea aplicable. Estos planes de estudios deberan, en
todo caso, disefiarse de forma que permitan obtener las competencias
necesarias para ejercer esa profesion. A tales efectos la Universidad
justificard la adecuacion del plan de estudios a dichas condiciones» (BOE
187, sec. 11, p. 666999)

En el Anexo Il se establecen *“recomendaciones respecto a determinados
apartados del anexo | del Real Decreto 1393/2007, de 29 de octubre, por el que se
establece la ordenacidn de las ensefianzas universitarias oficiales, relativo a la memoria
para la solicitud de verificacion de titulos oficiales de la profesion de Ingeniero en
Informética” (ibid. p.66702). En dicho anexo, aparecen las competencias que los
estudiantes deben adquirir para la obtencion Grado en Ingenieria Informatica.
Relacionadas con las matematicas se definen, dentro del médulo de formacion basica:

Capacidad para la resoluciéon de los problemas mateméticos que puedan
plantearse en la ingenieria. Aptitud para aplicar los conocimientos sobre:
algebra lineal; célculo diferencial e integral; métodos numeéricos;
algoritmicos huméricos; estadisticos y optimizacion.

Capacidad para comprender y dominar los conceptos basicos de matemaética
discreta, légica, algoritmica y complejidad computacional, y su aplicacion
para la resolucion de problemas propios de la ingenieria (ibid. p. 66704)

Segun estas recomendaciones, cada universidad solicita la verificacion de la
memoria de Grado, en este caso, en Ingenieria Informatica que debe aprobarse, a través
de cada comunidad autéonoma. En ella se exponen: el nimero de créditos, las
competencias (basicas, generales, transversales y especificas) y la normativa de la
universidad. También se describe el plan de estudios, las actividades formativas,
metodologias docentes y sistemas de evaluacion.

Dentro del plan de estudios, en dichas memorias de los grados verificadas
(memorias RUTC), cada universidad determina las asignaturas, y en ellas, los
contenidos, bibliografia, competencias, resultados de aprendizaje, etc. Cada curso
académico, los distintos departamentos proponen las guias docentes o guias académicas
de las asignaturas que tienen asignadas para que sean aprobadas por la universidad.
Toda esta informacién aparece publicada en las paginas web, dentro de los distintos
grados ofertados. Asi, para el Grado en Ingenieria Informatica, los contenidos relativos
a la divisibilidad pueden abordarse en distintas asignaturas (Matematica Discreta,
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Estructuras algebraicas, Algebra 1,...), implantadas en distintos semestres o cursos,
segun la titulacion o universidad (Ordofiez, Orddfiez y Contreras, 2015). Todo esto
proporciona una gran variabilidad que dificulta el estudio de la divisibilidad, como
problema en Didéactica de la Matematica, a nivel universitario.

La relevancia y el sentido educativo de estas nociones se pone también de
manifiesto en el hecho de aparecer en los curriculos de todos los Grados en Ingenieria
Informéatica y Dobles Grados en Informatica y Matematicas, en Espafia, bajo
descriptores como Matematica Discreta, Algoritmica Numérica o Aritmética entera y
modular y sus aplicaciones a la Informatica, segin la normativa vigente.

La divisibilidad también se incluye en la educacion para un ingeniero
informatico en el &mbito internacional. Muestra de ello son libros de texto
recomendados por distintas universidades espafiolas que incluyen esta temaética, con
autores como Norman Biggs (Biggs, 1994), profesor de la Universidad de Londres o
Kenneth, H. Rosen (Rosen, 2004), profesor de Monmouth University y que ha tenido
una larga carrera como miembro distinguido del equipo técnico de AT&T Laboratories®
en Monmouth, New Jersey, EEUU.

En la Universidad de Jaén, para el Grado en Ingenieria Informatica, encontramos
la temética de la divisibilidad en dos asignaturas:

= Por un lado, se estudia la divisibilidad en los nimeros enteros, en la asignatura
Matematica Discreta, impartida en el primer semestre del curso primero, dentro
del tema 4, titulado “Introduccion a la teoria de numeros: aritmética modular”.
También se trabajan algunos algoritmos de divisibilidad en el tema 5, titulado
Nociones de complejidad computacional.

= Por otro lado se estudia la divisibilidad y factorizacion en el anillo de
polinomios, dentro del tema 1 de la asignatura Algebra, impartida en el segundo
semestre del primer curso.

Para ambas asignaturas, los 6 créditos asignados, se dividen entre 3 créditos
tedricos y 3 créditos practicos. Estos ultimos se imparten en las aulas de informatica
donde se pone de manifiesto como es posible la utilizacion de un software cientifico,
como Mathematica, para resolver cuestiones de Algebra y Matematica Discreta
relacionadas con la asignatura.

La decision de impartir los créditos de practicas en el laboratorio, surgi6 de la
competencia descrita en la resolucion anteriormente comentada:

! Laboratorios punteros en investigacién en campos como la informatica y las comunicaciones
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Capacidad para la integracion de tecnologias, aplicaciones, servicios y
sistemas propios de la Ingenieria Informatica, con caracter generalista, y en
contextos mas amplios y multidisciplinares (ibid., Sec.1ll., p.66701)

y que nos increpaba a la utilizacion de recursos informaticos para la ensefianza y
aprendizaje en este area. Conscientes de la necesidad de materiales, los profesores del
area de Algebra que impartiamos clase para estudiantes de Ingenieria Informatica,
elaboramos un manual para las practicas, que actualmente utilizamos en las asignaturas
Matematica Discreta y Algebra (Garcia-Mufioz, Ordéfiez y Ruiz, 2006), titulado
“Métodos Computacionales en Algebra para Informaticos. Matematica Discreta y
Logica” y que fue editado en 2006 por el Servicio de Publicaciones de la Universidad
de Jaén. Este libro de texto contiene programas originales en Mathematica, para todos
los capitulos que componen la asignatura y, en particular, las secciones 11, 12 y 13
tratan la divisibilidad para los nUmeros enteros y polinomios, respectivamente. También
se adjunta un CD-ROM con los codigos de dichos programas y los ejemplos
desarrollados en el manual, para que el estudiante pueda utilizarlos de forma eficaz,
tanto en el aula de practicas como en su trabajo personal. Para ello se incorporan,
ademas, ejercicios resueltos y propuestos, y ejercicios de autoevaluacion.

1.3. Justificacion y objetivo general de la investigacion

La divisibilidad es una tematica que estad presente en los curriculos de todas las
etapas educativas por lo que el trabajo del profesor tendré unas caracteristicas didacticas
diferenciadas en cada una de ellas: aparece en Educacion Primaria (Real decreto
126/2014 de 28 de febrero por el que se establece el curriculo basico de Educacion
Primaria, bloque de nameros, estandares de aprendizaje evaluables: 8.8 y 8.9) y en
Educacién Secundaria y Bachillerato (Real decreto 1105/2014 de 26 de diciembre por el
que se establece el curriculo basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato) donde se aborda para numeros naturales (en 1° y 2° de ESO) y
factorizacion de polinomios en (3° y 4° de ESO de Matematicas Académicas asi como
en 1° de Bachillerato de Ciencias Sociales). El estudio se inicia sobre conjuntos
sencillos, como son los nimeros naturales, y posteriormente se amplia abordando la
factorizacion de polinomios.

La divisibilidad en Algebra Superior se caracteriza por la ampliacion de estos
dominios a otros més amplios. Para un estudiante de Ingenieria Informatica, la
divisibilidad en los numeros enteros es esencial por sus multiples aplicaciones en este
campo. Entre estas podemos subrayar la representacion de un nimero en los distintos
sistemas de numeracion y sus operaciones (el sistema binario es la base de la aritmética
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computacional y son también muy utilizados el octal y el hexadecimal). Asimismo, son
muy importantes las aplicaciones de las congruencias para: asignar posiciones de
memoria a ficheros de un ordenador a través de las funciones de dispersion, la
generacion de numeros pseudoaleatorios y los sistemas de cifrado basados en la
aritmética modular, de entre los que cabe destacar la criptografia de clave publica.

Hay bastantes algoritmos relacionados con la divisibilidad en nimeros enteros y
uno de los mas utilizados es el algoritmo de Euclides, que permite calcular el maximo
comun divisor de dos nimeros enteros no nulos, de una forma maés eficiente que a partir
de la factorizacion en nuameros primos. Sus aplicaciones son numerosas Yy facilitan el
calculo del inverso modulo n, la resolucion de sistemas de congruencias a través del
algoritmo chino del resto, o el estudio de las soluciones de ecuaciones diofanticas.

Si consideramos la divisibilidad dentro del anillo de polinomios, debemos tener
en cuenta las aplicaciones de la factorizacion de polinomios en temas relacionados con
la Informatica, como son la teoria de grafos (el teorema del nimero de caminos utiliza
potencias de matrices simétricas, y por tanto diagonalizables) o el tratamiento de
imagenes (donde se aplica la diagonalizacién en valores singulares). En ambos casos el
calculo de raices, se aplica para el calculo de autovalores.

La motivacion inicial para seleccionar la divisibilidad como tematica de la
investigacion en Didactica, nace de la relevancia de sus aplicaciones en Informaética,
ampliamente expuestas. Por otro lado, mi extensa experiencia docente en el area de
Algebra, en las Universidades de Granada y Jaén, tanto en los estudios de matematicas
como en ingenierias, me ha permitido tener un conocimiento profundo de la materia y
de las caracteristicas de los estudiantes del Grado en Ingenieria Informatica (25 afios
trabajando en la ensefianza de estas nociones, en la Universidad de Jaén).

Todo ello, junto con la formacion obtenida en el tercer ciclo, me capacita para
abordar la investigacion en Didactica de esta tematica, con objeto de analizar, de forma
cientifica, aquello que experimento en el aula a diario, asi como poner de manifiesto
aquellos fendmenos didacticos que se producen en la ensefianza y aprendizaje de la
divisibilidad. El trabajo en todos estos afios en el aula de ordenadores, junto con la
autoria del manual de practicas (Garcia-Mufioz, Ordofiez y Ruiz, 2006), me ha
permitido conjeturar sobre la influencia de un software cientifico, como Mathematica,
en la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad para estudiantes del Grado en
Ingenieria Informatica.

A nivel de investigacion, con el programa Mathematica, he realizado algunos
trabajos relacionados con esta memoria, como “Comprobacién computacional de
conjeturas en estructuras finitas” (Garcia-Mufioz, Ordéfiez y Ruiz, 2007) presentado en
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el V Encuentro Andaluz de Matematica Discreta, “Estructuras algebraicas finitas.
Implementacion de las estructuras de reticulos y algebras de Boole finitas con
Mathematica” (Garcia-Mufioz, Ordofiez y Ruiz, 2009) dentro del IlIl Congreso de
Mathematica en Espafia. Asimismo, también he trabajado con distintos recursos web
como se expone en “Una herramienta colaborativa en el proceso de aprendizaje-
ensefianza de las matematicas universitarias”. (Garcia-Mufioz et al., 2012) presentado
en las Il Jornadas sobre Innovacion docente y adaptacion al EEES en las titulaciones
técnicas.

El problema de investigacion surge, de forma espontanea, de estas
consideraciones y pretende describir y analizar la influencia del uso de los recursos
informaticos en temas de divisibilidad en Algebra Superior, identificando caracteristicas
de la ensefianza y conflictos de este alumnado en el aprendizaje de esta materia. Para
ello, esta memoria abordara dos facetas: por un lado, examinando lo referido al
significado institucional pretendido, a traves del anélisis de manuales; y por otro lado, la
faceta personal, analizando y describiendo dificultades de los estudiantes y fendémenos
didacticos que aparezcan.

Para determinar previamente cOmo analizar la actividad matematica presente en
el estudio de la divisibilidad, se requiere usar un marco tedrico que disponga de
herramientas capaces de abarcar los distintos aspectos de esta actividad. Consideramos
que el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos con los
constructos de significado personal, conflicto semiotico, configuracion epistémica,
significado institucional de referencia, significado institucional pretendido, entre otros,
puede permitirnos obtener resultados acerca de lo anterior (Godino, 2002; Godino,
Batanero y Font, 2007; Godino et al., 2015; Godino, 2017).

Teniendo en cuenta el parrafo anterior, reformulamos el problema de
investigacion en forma de objetivo general:

El objetivo general del proyecto es describir y analizar la influencia del uso de
recursos informéaticos en la ensefianza y el aprendizaje de la divisibilidad, para el
Grado en Ingenieria Informatica, identificando fendmenos didacticos y conflictos de
significado, utilizando para ello las herramientas que propone el Enfoque
Ontosemiético del Conocimiento y la Instruccién Matematicos
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2.1. Introduccion

La ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad mediada por un entorno
informatico, a nivel universitario, es un tema novedoso y, poco explorado ain en
Didactica de la Matematica. Sin embargo, podemos encontrar algunas investigaciones,
relacionadas con aspectos destacados de esta tematica.

Con objeto de centrar el trabajo, dentro del contexto de los resultados obtenidos
hasta el momento, se ha realizado una clasificacion de los articulos, comunicaciones o
monografias que han aportado ideas y matices relevantes para el desarrollo de esta tesis
doctoral.

Las facetas institucional-personal estdn muy presentes en la investigacion
educativa y, en particular, en esta memoria, si bien el entorno informatico sera un eje
transversal en todo el desarrollo.

También los procesos de generalizacién—particularizacion son sustanciales en el
Algebra Superior. Font & Contreras (2008) afirman

La investigacion en Didactica de la Matemética ha mostrado la importancia
de lo particular y su relacion con lo general en la ensefianza y el aprendizaje
de las Mateméticas, asi como la complejidad de los factores asociados en
ellos. (p.1)

Por tanto, el estudio de la dualidad particular—general constituira una parte
importante en nuestra investigacion, tanto en la faceta personal como en la institucional.

De esta forma, categorizamos los resultados considerados como antecedentes en:

13



TESIS DOCTORAL
Carmen Ordofiez Cafiada

1. Investigaciones didacticas relacionadas con el uso de las nuevas tecnologias
en la ensefianza y aprendizaje del Algebra.

2. Investigaciones didacticas relacionadas con el anélisis de manuales.

3. Investigaciones didacticas relacionadas la ensefianza y aprendizaje del
Algebra Superior. Dentro de la abstraccion matematica tienen un papel
destacado:

3.1. La ensefianza y aprendizaje de la demostracion
3.2. El uso del lenguaje simbdlico

Esta clasificacion estd en consonancia con la organizacion de la tesis doctoral,
basada, en primer lugar, en el estudio del significado institucional en temas de
divisibilidad para el Grado en Ingenieria Informatica y, posteriormente, en el analisis de
los significados personales de los estudiantes en la ensefianza y aprendizaje de la
demaostracion, en el contexto de aritmética modular.

Es obvio que la tipologia anterior no proporciona categorias en compartimentos
estancos sino que estan relacionadas entre si, como se muestra en la siguiente figura:

Recursos

informaticos

La ensefianza y
,aprendizaje del
Algebra Superior

Andlisis de

manuales

Figura 2.1.1. Relacion en la tipologia de antecedentes

Esto es, (si partimos de la parte superior de la figura 2.1.1) el uso de los recursos
informaticos sera un aspecto relevante, tanto en el estudio del significado pretendido en
manuales, como en la caracterizacion de los significados personales de los estudiantes
en temas de Algebra Superior (donde otorgamos un papel destacado a la ensefianza y
aprendizaje de la demostracion y al uso del lenguaje simbdlico). O también, (si partimos
de la parte derecha en la figura 2.1.1) el andlisis de las demostraciones y de los
elementos linguisticos, asi como el tratamiento de las aplicaciones informaéticas, estaran
muy presentes en el estudio de libros de texto.

En todo lo anterior y, segln la tipologia de antecedentes descrita, incluiremos
investigaciones didacticas realizadas con el marco tedrico del enfoque ontosemidtico
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(EOS). Tambien sefialaremos preguntas relacionadas con la investigacion que nos
surgen a través del estudio y reflexion sobre los antecedentes. Por Gltimo, mostraremos
los trabajos previos a esta memoria, ya publicados dentro de cada categoria, y que
hemos realizado en torno a esta investigacion. Cabe decir que algunos antecedentes
podrian introducirse en distintos apartados de la clasificacion, pero que se encuadraran
en el espacio que creamos mas relevante, respecto de su implicacion con este trabajo de
tesis doctoral.

2.2. Investigaciones sobre el uso de recursos informaticos en la
ensefianza y aprendizaje del Algebra

El auge de las nuevas tecnologias en nuestro siglo tiene, sin duda, una fuerte
influencia en todos los aspectos de nuestra sociedad, incluida la educacion. Como
afirma Artigue (2015)

Desde la emergencia de las tecnologias informaticas, es claro que existié la
ambicién de utilizar estas tecnologias para mejorar la ensefianza de las
matematicas, en particular, haciendo mas accesible una visidn constructiva
de las matematicas y de su aprendizaje, buscando un mejor equilibrio entre
las dimensiones deductiva y experimental de esta disciplina en su ensefianza
(...). Asistimos hoy en dia a una aceleracion dramética de esta evolucion de
las tecnologias con la irrupcion de las tabletas, Smartphones y pantallas
tactiles, la influencia de las redes sociales que impactan cada vez méas en
nuestras vidas personales, sociales y profesionales, la aparicién de nuevas
practicas educativas, tales como los MOOC?, la pedagogia “inversa” (...).
(pp.17-18)

Esta irrupcion de la tecnologia en la Educacion Matematica ha propiciado el
interés de muchos investigadores en Didactica. Muestra de ello son las numerosas
publicaciones existentes relacionadas con el uso de recursos computacionales en todos
los niveles educativos, junto con la organizacion de encuentros 0 congresos, tanto a
nivel nacional como internacional, que estan emergiendo en torno a esta Gnica tematica.
Por ejemplo, The 6th International Workshop on Learning Technology for Education
Challenges (LTEC 2017) celebrado en agosto de 2017, en Beijing (China), examina la
forma en que estas tecnologias estdn cambiando la ensefianza y aprendizaje a través de
cuatro bloques tematicos: tecnologias de aprendizaje, entornos y herramientas de
aprendizaje, aprendizaje en linea y MOOCs, resolucion de problemas y transferencia de
conocimiento. En marzo de este afio, en Espafa, ha tenido lugar el 1% workshop sobre

2 MOOC (massive open online course), aprendizaje a través de la nube
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Entornos Tecnologicos en Educacion Matematica, organizado por el Departamento de
Didactica de la Matematica de la Universitat de Valencia, con el apoyo y soporte de la
Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM), quien propone
la formacion de un grupo de trabajo centrado en los entornos tecnoldgicos en Educacion
Matematica.

Acerca del uso de software para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas,
Kumar & Kumaresan (2008) afirman:

Los sistemas de &lgebra computarizada (CAS) como Mathematica, Maple,
MuPAD, MathCAD, Derive, Maxima tienen el potencial de facilitar un
enfoque activo para el aprendizaje, para permitir que los estudiantes se
involucren en el descubrimiento y para consolidar su propio conocimiento,
desarrollando asi la comprension conceptual y geométrica y un enfoque méas
profundo para el aprendizaje. La emergencia de tales herramientas
matematicas (...) no puede ser ignorada por los educadores de matematicas.
(p.373)

Posteriormente exponen que “Un sistema de algebra computacional es una
herramienta, no un paquete de aprendizaje autbnomo o enciclopedia de conocimiento
matematico” (ibid., p.385), subrayando también, que ultimamente se enfatiza mucho en
el aprendizaje centrado en el estudiante y menos en la ensefianza, pero que ambos,
ensefianza y aprendizaje son igualmente importantes. En este trabajo, presentado en the
International Congress on Mathematical Education (ICME 11) se realiza una
investigacion con la idea de dar una introduccién a los sistemas de algebra
computacional, sus ventajas y desventajas en la ensefianza de las matematicas. Para ello,
se intento incluir practicas basadas en CAS en el tltimo afio de un curso de matematicas
de posgrado (Mumbai University, India) y analizan algunas de las razones por las cuales
este experimento no funciond. Estos autores concluyen acerca de la necesidad de
desarrollar una metodologia y nuevas estrategias en la ensefianza de las matematicas
usando CAS, y también de la necesidad de “mucha investigacion” acerca del
aprendizaje de las matematicas usando CAS (ibid., p.386).

En relacion a la influencia del uso de los recursos informaticos en Algebra
Superior, Harel & Sowder (2007) se cuestionan:

El papel del Algebra simbdlica en la reconceptualizacion de las matematicas
en general y de la demostracion, en particular, suscita una pregunta crucial
sobre el papel de las habilidades de manipulacion simbolica en el desarrollo
conceptual de los estudiantes en matematicas, en general, y en los esquemas
de demostracion, en particular. ¢Pueden desarrollar los alumnos una nocién
moderna de la demostracion sin poseer fluidez computacional? Y en vista
del auge del uso de las tecnologias electrdnicas en educacion, especialmente
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sistemas informéaticos del algebra, uno deberia preguntarse igualmente:
¢Podrian estas herramientas privar, o por el contrario, proporcionar, a los
estudiantes la oportunidad de desarrollar habilidades de manipulacion
algebraica que pueden ser necesarias para el desarrollo de una nocién
avanzada de demostracion? (p.824)

La investigacion que presentamos en esta memoria esta directamente relacionada
con el planteamiento de estas preguntas. En el apartado 2.3. volveremos a indagar en
ellas, relacionandolas con la demostracion.

Existen recientes investigaciones didacticas en estudiantes del Grado en
Ingenieria Informatica; por ejemplo, Codes (2015) analiza la comprension de los
conceptos de serie numérica y su convergencia utilizando un entorno computacional. En
ella se explora acerca del impacto de una herramienta como Maple en la comprensién
de estos conceptos y los distintos resultados y dificultades que se han obtenido en la
investigacion con dicho alumnado. Obtiene que “la herramienta de calculo simbdlico se
muestra como facilitadora de la construccién del conocimiento” (p. 227) pero que en
ocasiones, debido al uso que hacen los estudiantes, se convierte en un simple “entorno
para la experimentacion a ciegas”.

Otros trabajos respecto la ensefianza y aprendizaje con el recurso tecnoldgico
Mathematica para estudiantes universitarios de primer afio son: Contreras, A. et al.
(2005) o Contreras, A. y Ortega, M. (2009). En el primero se evallan estrategias
metodologicas para la formacion inicial en matematicas, de los estudiantes de primer
afio de la licenciatura en Administracién y Direccion de Empresas de la Universidad de
Jaén (UJA), haciendo uso de las posibilidades ofrecidas por los entornos informaticos.
En el segundo, se realiza la exploracion de practicas con Mathematica, en estudiantes de
la diplomatura de Ciencias Empresariales de la UJA. Las dos investigaciones se
enmarcan dentro del estudio del limite y la derivada y utilizan las herramientas que
propone el EOS. En ellas se analizaron, entre otros, los tipos de conflictos de
significado que mostraron los estudiantes debido al uso de la tecnologia en sus
practicas.

En el marco de las investigaciones sobre el uso de recursos informéticos en la
ensefianza y aprendizaje de la Matematica y, en concreto, en temas de divisibilidad para
estudiantes del Grado en Ingenieria Informatica (objeto de estudio de esta memoria),
hemos realizado diversas investigaciones, tales como: Ordofiez, Ordofiez y Contreras
(2013, 2104, 2015 y s.f.); Ordofiez, Ordofez, Contreras y Ruiz (2017); Orddfiez,
Ordéfez, Contreras, Garcia-Mufioz y Ruiz (s.f.). En ellas se abordan cuestiones
relacionadas con el estudio de los significados personales de los estudiantes (utilizando
Mathematica) y del significado institucional pretendido en manuales universitarios,
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utilizando para ello los constructos proporcionados por el EOS. Abordaremos su
contenido en los apartados 2.3. y 2.4.

2.3. Investigaciones sobre analisis de manuales

El andlisis de manuales es una herramienta utilizada frecuentemente en la
investigacion en Didactica de las Matematicas. La importancia de analizar los libros de
texto radica en que, no so6lo aportan informacién sobre las préacticas educativas en el
aula, sino también sobre el conocimiento matematico que la sociedad considera
pertinente (Conejo, Arce & Ortega, 2015, p.2).

Los cambios que se estan produciendo en nuestra era debido a Internet y al uso
de las nuevas tecnologias, afectan a todos los aspectos de la sociedad y, en particular,
tienen una influencia sobre el saber implementado en los libros de texto. Maz- Machado
y Rico (2015) afirman

Hasta hace pocas décadas la documentacion escrita era practicamente el
medio usual elegido para mantener la memoria histérica de una sociedad,
siendo los libros uno de sus exponentes més utilizado. La irrupcion de las
nuevas tecnologias de la informacidén y la comunicacion han potenciado
otros medios visuales e informaticos, lo cual ha hecho que los libros
impresos disminuyan su anterior protagonismo y deban competir con
Internet, con documentos y libros electronicos, con las bases de datos y otros
registros cuya funcion es la de conservar la memoria cultural y cientifica de
la sociedad.

Los libros reflejan los habitos y costumbres, la organizacion de las ideas, la
actividad intelectual, las relaciones publicas de apropiacién y exclusion del
saber y, en muchos casos, las modas y tendencias imperantes de una época
determinada. (pp.50-51)

Y aseguran, respecto de los libros de texto, que “estos influyen en lo que los
maestros ensefian, como lo ensefian y en las tareas que dan a sus alumnos” (ibid., p.73).

Basandonos en ello, analizar la influencia del uso de las nuevas tecnologias, asi
como las tendencias observadas en manuales, es una tarea importante para el estudio de
los procesos de ensefianza y aprendizaje de la Matematica, y en particular del Algebra.
En relacion con todo esto, y centrandonos en temas de divisibilidad, podemos
formularnos diversas preguntas: ¢cuales son las caracteristicas especificas de la
ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad en el Grado en Ingenieria Informatica?; ¢a
través de qué elementos u objetos, representativos, implicados en dicha ensefianza y
aprendizaje podemos identificarlos?; ¢qué impacto tiene el uso de recursos
informaticos y el tratamiento de las aplicaciones que corresponden a esta titulacion, en
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la ensefianza de la divisibilidad?; ¢qué tendencias se ponen de manifiesto en los
manuales que abordan esta tematica?

La concepcion del manual de matematicas, en la etapa universitaria, es distinta
del papel que tiene en etapas educativas anteriores. En Educacion Primaria o
Secundaria, la instruccién se realiza a través de un Unico manual seleccionado por el
profesor o el centro. Sin embargo, en la universidad, es dificil que el profesor siga un
unico libro en el desarrollo de la asignatura o de un tema. Por otra parte, los actuales
créditos ECTS? se basan en el trabajo personal del estudiante, en todas las actividades
de su proceso de aprendizaje (horas lectivas, horas de estudio y elaboracion de trabajos
y préacticas). Este trabajo del estudiante debe llevarse a cabo a través del material
proporcionado por el profesor como: relaciones de problemas, précticas para la
asignatura, etc. Hay que destacar, en este punto, la importancia de la consulta
bibliografica propuesta en las guias docentes de las asignaturas. De ahi, que en dichas
guias, se reflejen los libros considerados como esenciales, y que forman parte de la
bibliografia basica o fundamental, y aquellos que se consideran como bibliografia
complementaria.

En relacion a lo anterior, Criséstomo (2012) afirma

El libro de texto generalmente ocupa una posicién central en la ensefianza
universitaria convirtiéndose en un documento de trabajo que define los
significados planificados y de referencia de los procesos de estudio. En
dicho nivel de ensefianza, la adquisicién de los significados pretendidos se
asocia al importante trabajo desarrollado de manera personal y autbnoma por
los estudiantes. (p.187)

En su trabajo de tesis doctoral, realiza un analisis a dos libros de texto usados en
la licenciatura de Mateméticas, en Brasil, sobre temas de Calculo Integral, utilizando
herramientas del marco teérico EOS como las configuraciones epistémicas, presentes
también en nuestra investigacion. Su analisis comienza con un “esquema general del
texto”, desarrollando el andlisis en relacion con la dimension epistémica: global,
intermedia o puntual (ibid., p.188).

Contreras, Orddfiez y Whilhemi (2010) describen las configuraciones
epistémicas de referencia asociadas a la integral definida y muestran como se presenta
esta nocion en una muestra de libros de texto de 2° de Bachillerato.

® ECTS (European Credit Transfer System). Son el estandar adoptado por todas las universidades del
Espacio Europeo de Educacion Superior (EEES) para garantizar la convergencia de los diferentes
sistemas europeos de educacion
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Orddfiez (2011), en su trabajo de tesis doctoral, determina el significado global de
la integral definida, a través de un estudio histérico—epistemoldgico de este objeto
matematico:

consideramos que la determinacion del significado global requiere realizar
un estudio histdrico — epistemologico sobre el origen y evolucion de nuestro
objeto de estudio. De esta manera serd posible detectar las situaciones que
dieron origen al concepto, las dificultades que fue necesario superar y como
se superaron hasta llegar a la situacion actual, lo que nos informara sobre
puntos conflictivos, conflictos semiéticos potenciales, situaciones
motivadoras, los diversos campos de aplicacion, etc. (p.71)

Posteriormente, le serd posible analizar y caracterizar los significados personales de
los estudiantes y mostrar los vacios de significado y las dificultades que presentan los
estudiantes de 2° de Bachillerato.

Este trabajo ha sido inspirador para el desarrollo de la faceta institucional en nuestra
investigacion. A partir de su estudio y, tras la consecuente reflexion, nos formulamos las
siguientes preguntas: ¢cuéles son los cambios significativos en el desarrollo histérico—
epistemoldgico sobre cuestiones de divisibilidad, y, en concreto, del estudio del maximo
comun divisor? y ¢a través de qué elementos u objetos, representativos, implicados en
dicha ensefianza y aprendizaje podemos identificarlos?

En relacion a las herramientas propuestas por el EOS y el analisis de manuales,
Contreras y Ordoéfiez (2006) afirman

Hay que tener en cuenta que entre el saber cientifico y el saber del alumno
hay todo un complicado proceso de transposicion didactica que tiene
diversas fases (programaciones ministeriales, programaciones de centro, de
area, de aula...). En ellas sobresale, por su especial incidencia en la
ensefianza, el papel que juegan los manuales en tal proceso de transposicion
didactica. (p.67)

y utilizan la técnica del analisis ontosemidtico que se desarrolla en el EOS para el
analisis de manuales. “Consideramos que dicha técnica permite un estudio
pormenorizado de la actividad matematica, aportando una explicacion a fendmenos
didacticos que suelen darse en el aula y que se han puesto de manifiesto desde
diferentes marcos tedricos.” (ibid., p.68).

Investigaciones, respecto del analisis de manuales, que utilizan también el EOS,
son: Parra-Urrea y Pino-Fan (2017); Del Pino-Ruiz y Estepa (2017); Contreras y
Orddfiez (2005); Gea, Batanero, Cafiadas y Contreras (2014); Gea (2014) y Gea, Lopez-
Martin & Roa (2015), en las cuales se hacen operativas las entidades primarias,
propuestas en dicho marco teorico, para el estudio de manuales.
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Las investigaciones previas: Ordofiez, Orddiiez y Contreras (2015 y s.f.)
relacionadas con la faceta institucional y enmarcadas en este trabajo de tesis doctoral,
han indagado acerca de las caracteristicas del significado institucional pretendido del
méaximo comun divisor para el Grado en Ingenieria Informatica.

En Ordofiez, Ordofiez y Contreras (2015) establecimos la metodologia, que
desarrollaremos en el capitulo 5, para la seleccion de manuales y seleccionamos siete
manuales recomendados para los estudios de Ingenieria Informatica y pertenecientes a
la bibliografia fundamental y complementaria de asignaturas con contenidos de
divisibilidad del curso 2014-15. Se realizé un analisis didactico, utilizando el marco
teorico del EOS, acerca del concepto de maximo comun divisor, algoritmos de célculo y
sus aplicaciones a la Informatica. Concretamente, nos centramos en las entidades
primarias lenguaje y situaciones-problemas, y concluimos que existe una evolucién en
el tratamiento que realizan los textos hacia una menor abstraccion, mas aplicaciones y
mayor presencia del lenguaje de programacion.

En Ordéiiez, Ordofiez y Contreras (s.f., articulo en revision) se aborda parte de la
temética desarrollada en el capitulo 4 de esta memoria, encaminada a establecer el
significado institucional de referencia del maximo comun divisor para estudiantes del
Grado en Ingenieria Informatica, a través de un estudio historico-epistemoldgico. Esto
nos permitid esbozar la herramienta de analisis didactico que posibilita el estudio de las
caracteristicas del significado pretendido en manuales y que forma parte del capitulo 5.
En este articulo, la comparativa entre dos manuales muestra una importante diferencia
entre un texto que trabaja en entornos computacionales; frente a otro, en el que se
realizan fuertes procesos de generalizacidn, pero no se consideran aplicaciones.

2.4. Investigaciones sobre la ensefianza y aprendizaje del Algebra
Superior

“El algebra abstracta ha sido uno de los campos mas favorecidos de la
matematica del siglo XX, y hoy sus dominios son muy extensos” (Kline, 2012, p.1500).
La ensefianza y aprendizaje de la misma se realiza basicamente, a nivel universitario,
pues la Unica estructura que se aborda en Bachillerato es la de espacio vectorial.

Para etapas no universitarias, Godino et al. (2015) establece una caracterizacion
del razonamiento algebraico en Educacién Primaria y Secundaria basada en la
distincion de seis niveles de algebrizacion. “Tales niveles se definen teniendo en cuenta
los tipos de representaciones usadas, los procesos de generalizacion implicados y el
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calculo analitico que se pone en juego en la actividad matematica correspondiente”
(p.117). En relacion a la Educacién Secundaria expresa:

Estos niveles estan basados en la consideracion de 1) el uso y tratamiento de
parametros para representar familias de ecuaciones y funciones; 2) estudio
de las estructuras algebraicas en si mismas, sus definiciones y propiedades.
(ibid., p.117)

Y “analizan las concordancias y complementariedades de este modelos con las tres
etapas del proceso de algebrizacion propuestas en el marco de la teoria antropoldgica de
lo didactico” (ibid. p.117).

Es en el nivel 6 del EOS, donde se comienza a estudiar estructuras algebraicas,
sus definiciones y propiedades y se aclara que “el nivel 6 del EOS propuesto no se
corresponde de manera explicita con un nivel en el modelo basado en la TAD” (ibid.,
p.136).

Los niveles podrian ser usados como potenciales explicaciones de algunos
conflictos en el aprendizaje del &lgebra escolar y ofrecer criterios para el
disefio curricular e instruccional. (...)

El reconocimiento de los niveles de algebrizacion de la actividad matematica
puede ayudar a tomar conciencia de brechas o discontinuidades en la
secuencia de configuraciones que componen las trayectorias epistémicas de
los correspondientes procesos de estudio matematico (Godino, Contreras &
Font, 2006). Tales brechas se refieren al uso de distintos registros de
representacion semioética, su tratamiento y conversion, asi como a la
intervencién y puesta en relacién de objetos conceptuales, proposicionales,
procedimentales y argumentativos de mayor grado de generalidad. (ibid.,
p.137)

Utilizando el marco tedrico de la TAD, distintos investigadores han realizado,
recientemente, trabajos en torno al estudio de distintas estructuras algebraicas,
fundamentalmente, para estudiantes universitarios de Matematicas.

Bosh, Gascon & Nicolas (2018) realizan una investigacion didactica en el
contexto de la Teoria de Grupos y afirman que es uno de los primeros temas abstractos
que los estudiantes aprenden, y que la dificultad de esta tematica es debida a la
“abstraccion matemaética y la demostracion formal”. También ponen de manifiesto las
dificultades de los estudiantes en el aprendizaje dentro del marco de la Teoria de
Grupos, asi como la existencia de distintas investigaciones que desarrollan propuestas
para ayudar a los alumnos.

Hausberger (2018) realiza una investigacion conducida desde el marco tedrico
de la TAD, para estudiantes de Matematicas. En ella pone de manifiesto
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las dificultades relacionadas con la ensefianza y aprendizaje del Algebra
Abstracta en la universidad (las teorias de las estructuras algebraicas, en
particular, las teorias de grupos, anillos y cuerpos) son reconocidas por
muchos autores. (p.75)

En este articulo se introduce la nocién de praxeologia estructuralista para la
ensefianza y aprendizaje del Algebra Abstracta y expone un ejemplo de este tipo de
praxeologia en el caso de la Teoria de Anillos. Explica como la generalizacion de la
aritmética en Z fue, histéricamente, una de las principales fuentes en la construccion de
la Teoria de Anillos y del nacimiento de clases de anillos como los dominios euclideos,
dominios de ideales principales o dominios de factorizacion unica (ibid., pp.79-80).
Afirma que la aritmética de los polinomios ha contribuido también en este desarrollo y
destaca los ejemplos de los enteros de Gauss o el anillo de polinomios K[x] ( K cuerpo)
dentro de esta teoria.

Tambien proporciona una lista de clases de tareas encontradas en manuales
como: determinar si un anillo dado es un dominio de integridad (o DFU, DIP, DE®),
determinar las unidades del anillo, determinar los elementos irreducibles y la
descomposicion de los elementos en irreducibles, calcular el maximo comun divisor de
dos elementos (ibid., pp. 80-81) y afirma:

Es importante sefialar que el dominio matematico en juego se caracteriza por
una estructura ecol6gica particular en forma de una cadena de inclusiones de
las diferentes clases de anillos (...) lo que afecta a los tipos de tareas y las
técnicas correspondientes. Delinear estas clases, y por lo tanto la extension
de los conceptos, es una parte importante de las tareas asignadas a los
estudiantes. (ibid., p.81)

Nuestra investigacion esta directamente relacionada con esta temaética, pero
desde una dptica distinta y bien diferenciada; en primer lugar, porque la ensefianza y
aprendizaje estan dirigidos al estudiante del Grado en Ingenieria Informética, y mediada
por el uso de los recursos informaticos; en segundo lugar, debido a que el estudio de
estas estructuras algebraicas abstractas no pertenece al curriculo de esta ingenieria. Sin
embargo, “delinear estas clases de anillos” serd una tarea importante en cuanto a la
caracterizacion del significado institucional de referencia del maximo comun divisor.

Ordodfez, Ordofez y Contreras (s.f.) profundizan en el desarrollo historico-
epistemoldgico del maximo comdn divisor y su relacion con estas clases de anillos del
Algebra Abstracta. En esta tesis, en el capitulo 4, lo abordaremos a través de las
configuraciones epistémicas, constructos proporcionados por el marco teérico del EOS.

‘DI (dominio de integridad), DFU(dominio de factorizacion tnica), DIP (dominio de ideales principales),
DE (dominio euclideo)
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Describiremos las “cadenas de inclusiones” entre dominios, para el Grado en Ingenieria
Informatica. Observaremos cOmo se ponen en juego algunas tareas que coinciden con
las que describe Hausberger (2018): célculo de las unidades, de irreducibles, etc. y
cémo cada dominio proporciona un método de calculo para el maximo comin divisor.
Asimismo, el anillo de los enteros y los polinomios tendran un papel destacado.
Posteriormente, en el capitulo 5 de esta memoria, ampliaremos el analisis de manuales
realizado en este articulo con objeto de extraer carencias de significado y explicar
conflictos que se pueden producir en el aprendizaje del maximo comun divisor,
poniendo una especial atencién a los procesos de generalizacion-particularizacion
presentes en manuales y como afecta el entorno informatico en el tratamiento de la
divisibilidad.

Utilizando distintos marcos teéricos han sido clarificadoras para esta tesis doctoral
otras investigaciones como: Puig & Rojano (2004); Filloy, Puig & Rojano (2007),
quienes han indagado sobre la historia del Algebra en Educacion Matematica. También,
en relacion a la didéactica del Algebra Superior, las investigaciones de Dubinsky &
Yiparaki (2000); Harel & Sowder (2007) han tenido una influencia notable en esta
investigacion. Las trataremos en los subapartados siguientes.

Como se ha puesto de manifiesto, temas clave en la ensefianza y aprendizaje del
Algebra Superior son la abstraccion matematica (y por tanto el lenguaje simbdlico) y las
demostraciones formales. A continuacién, mostramos brevemente algunos antecedentes
sobre estas tematicas.

2.4.1. La ensefianza y aprendizaje de la demostracion

La demostracidn es un tema transversal en todas las etapas de la ensefianza de las
matematicas y es fundamental en el desarrollo del razonamiento l6gico deductivo. Para
los estudiantes del Grado en Ingenieria Informatica en la asignatura de Matematica
Discreta, de primer curso, es importante el uso de recursos informaticos. Asi, la
ensefianza y aprendizaje de la demostracion adquiere unas caracteristicas especiales y
diferenciadas por la influencia de las nuevas tecnologias y del lenguaje algoritmico
propio de la Informatica.

La investigacion didactica acerca de la demostracion tiene numerosas
aportaciones, lo que muestra el interés de este campo; sin embargo, muy pocas se han
centrado en estudiarla en alumnos cuya instruccion estd mediada por el uso de recursos
informaticos.

Hanna, G., de Villiers, M., & International Program Committee (2008) afirman
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Los educadores de matematicas se enfrentan a una tarea importante al lograr
que los estudiantes comprendan los roles del razonamiento y la demostracién
en matematicas. Este desafio ahora ha ganado ain méas importancia ya que a
la prueba se le ha asighado un lugar mas prominente en el plan de estudios
de matemaéticas en todos los niveles. (p.329)

Y trasladando esto a la Educacion Matematica de estudiantes de Ingenieria
Informatica, nos preguntamos ¢ Cudl es el papel que se otorga a la demostracion en la
ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad para el Grado en Ingenieria Informatica?

Conejo (2015) muestra, en su trabajo de tesis doctoral, un analisis histérico de las
demostraciones en libros de texto de Educacion Secundaria sobre los teoremas de limite
y continuidad. Ella se pregunta en relacién a estas demostraciones:

¢qué importancia conceden los LT® a las demostraciones matematicas?
Cuando no se demuestra, ¢qué tipo de justificaciones aparecen? ¢Qué
funcion tienen las demostraciones en los LT? ;Como ha evolucionado la
demostracion con los sucesivos cambios recientes de legislacion? (p.2)

Estas cuestiones y la formulada anteriormente, estaran intimamente ligadas con
las preguntas de investigacion en torno a la faceta institucional desarrollada en esta tesis
doctoral.

Respecto de los conflictos de significado de los estudiantes en temas de
demostracion, diversos investigadores han mostrado que es un tema dificil para el
alumno en todos los niveles educativos, también en la etapa universitaria:

Balacheff (1991) ha mostrado que los alumnos “tienen cierta conciencia de la
necesidad de demostracion y cierta capacidad logica” (p.176) y aun asi tienen
dificultades con la demostracion.

En Recio (1999), que utiliza el EOS en su investigacion, se describe una
investigacion, centrada en el analisis epistemolégico y didactico sobre la ensefianza y el
aprendizaje de la demostracion matemética donde se concluye que los estudiantes
universitarios tienen importantes dificultades en el desarrollo de la demostracion
matematica de caracter deductivo. Y ademas, el estudio de Recio y Godino (2001)
indica que el rendimiento en actividades de demostracion de gran parte de los alumnos
universitarios de primer curso es decepcionantemente bajo.

Camacho, Sanchez y Zubieta (2014) en su investigacion con estudiantes de nivel
avanzado de matematicas y computacion, sobre la lectura de la prueba matematica,
analizan las justificaciones de estos alumnos al leer demostraciones y obtienen que sus

° LT( libros de texto)
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habilidades para realizar esta tarea resultan muy pobres. La mayoria de las respuestas
apelan solo al contenido y no al esqueleto 16gico, lo cual consideran insuficiente.

Dubinsky & Yiparaki (2000) han detectado que los alumnos universitarios de
varios niveles, incluyendo algunos alumnos avanzados matriculados en asignaturas de
Algebra Abstracta, tienen importantes dificultades en temas relativos a la demostracion
matematica.

Por otra parte, el estudio de las hipotesis en los teoremas de matemaéticas es
esencial para cualquier estudiante, pero mas ain para un informatico que debe trasladar
al ordenador los procedimientos estudiados. Las condiciones necesarias para que dichos
procedimientos puedan ejecutarse, se explicitan en las hipdtesis.

Alvarado y Gonzalez (2010 y 2013) realizan exploraciones con objeto de estudiar
las dificultades que tienen los estudiantes universitarios en torno a la demostracion
matematica. En el primer trabajo, comprueban *“el mal uso de las implicaciones
matematicas por la confusion entre hipdtesis y demostracion” (p. 81) y afirman que los
estudiantes “se suelen centrar mas en el significado de la proposicion, mientras que les
resulta méas dificil fijarse en los aspectos relativos al estado (hipétesis, conclusion, etc)”
(ibid., p.74). En el segundo trabajo ponen de manifiesto las dificultades de los
estudiantes universitarios en relacion a la demostracion y manifiestan la necesidad de
que realicen actividades de construccion de definiciones y proposiciones (Alvarado y
Gonzélez, 2013, p.61)

Diferentes cuestiones didacticas surgen en la ensefianza y aprendizaje de la
demostracion cuando ésta se desarrolla en el entorno de un software cientifico como
Mathematica. Harel & Sowder (2007) dejan patente la necesidad del uso de recursos
informaticos en educacion, aunque dejan abierta la pregunta acerca de “la influencia de
las nuevas tecnologias en el aprendizaje o desarrollo de una nocion avanzada de
demostracion matematica” (p.824).

Teniendo en cuenta todo lo anterior, respecto a los significados personales de los
estudiantes, nos formulamos las siguientes preguntas: ¢qué impacto tiene el uso de las
tecnologias en el aprendizaje de la demostracion matematica, para alumnos del Grado
en Ingenieria Informética?; ¢ Cual es el papel que el alumno otorga a las hipotesis en el
aprendizaje de la demostracion matematica para alumnos de dicho Grado?; ¢qué
impacto tiene el uso de las tecnologias en la consideracion de dichas hip6tesis?; ¢ qué
tipos de dificultades muestran y cuales permite superar el uso de un software cientifico?

Investigaciones previas como Ordofiez, Ordofiez y Contreras (2013 y 2014);
Ordéfiez, Orddfez, Contreras y Ruiz (2017) a través del programa Mathematica
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responden, parcialmente, a estas cuestiones que se abordaran en el capitulo 6 de esta
memoria.

En el primer trabajo (Orddfiez et al. 2013), se muestra una investigacion didactica
acerca de la ensefianza y aprendizaje de una demostracion que forma parte del temario
de la asignatura de Matematica Discreta. En ella se analiza la influencia de un software
cientifico, como Mathematica, en el estudio de esta demostracion

Ordofiez et al. (2014), determinan el uso que hacen los estudiantes de las hipétesis
del teorema cuya demostracion fue objeto del estudio anterior, cuando el trabajo se
realiza con el ordenador.

En los dos trabajos anteriores, utilizando el marco tedrico del enfoque
ontosemiotico de la instruccion matematica, se pudieron caracterizar los significados
personales de los estudiantes y determinar fendmenos didacticos que se producen.

Sin embargo en la tercera investigacion (Ordofez et al., 2017), se realiza una
exploracién con estudiantes del Grado en Ingenieria Informatica de la Universidad de
Jaén, que consta de dos pruebas: una escrita y otra con ordenador. Se muestra la forma
en que han abordado la resolucion de las mismas debido a la influencia del entorno
computacional. La dualidad particular—general tiene un rol fundamental en este estudio.

2.4.2. El uso del lenguaje simbdlico

La relacién del lenguaje simbdlico en “lo algebraico” se pone de manifiesto en
Puig & Rojano (2004):

Los aspectos de la historia de las ideas algebraicas que hemos examinado en
esta seccion nos permite reformular estas caracteristicas de "lo algebraico”
de la siguiente manera:
El uso de un sistema de signos para resolver problemas que nos permite
expresar el contenido de la declaracién del problema relevante para su
solucion (su “estructura™), separado de lo que no es relevante para su
solucion (...). (p.198)

Distintos investigadores han constatado las dificultades de los estudiantes con el
lenguaje simbolico:

Harel & Sowder (2007) afirman que, incluso alumnos avanzados, tienen
dificultades con el lenguaje simbdlico y argumentan en torno a la disyuncion:

Un punto importante es que el uso cotidiano de las expresiones ldgicas
puede diferir considerablemente del uso preciso de las matematicas.(...). Por
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ejemplo “0” en el uso cotidiano tiene un sentido exclusivo (Llevaré sandalias
0 zapatillas de deporte), a diferencia del sentido inclusivo habitual en
matematicas. (p.838)

A continuacién, comentan otras dificultades respecto al lenguaje matematico como la
diferencia de una proposicion “si-entonces cotidiana” y su confusion con “el si-y sélo-
si” en matematicas”, etc.

Dubinsky & Yiparaki (2000) analizaron conflictos de significado de estudiantes
universitarios de varios niveles en relacién a proposiciones, cuantificadas doblemente,
en las que intervienen los cuantificadores universal y existencial.

Lacués (2011) estudia estas dificultades en una experiencia de ensefianza de
sistemas matematicos de simbolos, en alumnos que ingresan en carreras de Ingenieria.

Distéfano, Pochulu y Font (2015) investigan acerca del uso de algunos simbolos
matematicos (entre ellos vV o 3) en alumnos que acceden a carreras universitarias y
cursan matematicas en su plan de estudios. También explican:

Estos simbolos no son de uso frecuente en la escuela media pero son
indispensables en el desarrollo de asignaturas de Matematica impartidas a
nivel universitario. (p.203).

Posteriormente, Distéfano (2017) afirma

En la practica docente, particularmente en el nivel universitario, es frecuente
observar las dificultades que los alumnos presentan al efectuar tareas que
requieren la lectura y escritura de expresiones formuladas en el registro
simbdlico-algebraico. Esto genera obstaculos en la comprension durante las
clases tedricas, en la resolucion de los ejercicios en las clases practicas y en
la lectura de la bibliografia especifica, puesto que las representaciones
externas juegan un rol fundamental en la adquisicion de conocimiento dentro
de la Matematica. (p.xiii)

En su trabajo de tesis doctoral se presenta una investigacion con objeto de
describir y caracterizar el proceso de construccion de significados de simbolos
algebraicos (los cuantificadores universal y existencial, los simbolos de pertenencia e
inclusion y la conjuncion y disyuncion) en estudiantes universitarios, utilizando como
marco tedrico el EOS.

Todo lo expuesto anteriormente, nos lleva a plantearnos: ¢qué dificultades
encuentran los estudiantes del Grado en Ingenieria Informatica en el empleo de los
cuantificadores existencial y universal?; ¢;qué impacto tiene el uso de recursos
informaticos en la comprension de dichos cuantificadores?
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La investigacion Ordodfiez et al. (2017) indaga en estas cuestiones a traves del
analisis de una exploracion acerca de la propiedad conmutativa, en el contexto de la
aritmética modular. Se han obtenido resultados relacionados con una mejor
comprension 'y uso de los cuantificadores, debido a la influencia del entorno
informatico, al potenciar la faceta particular frente a la general. Esto formara parte del
capitulo 6 de esta tesis doctoral.
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En el capitulo 1 de esta memoria, se ha justificado el interés de la investigacion
en la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad en Algebra Superior y, se han extraido
del curriculo oficial del Grado en Ingenieria Informatica, las caracteristicas de una
instruccion mediada por un entorno computacional, que analizamos en esta tesis
doctoral, desde el punto de vista didactico. En el capitulo 2, se ha expuesto una
clasificacion sobre los diferentes trabajos, considerados como antecedentes, y que han
dado lugar al planteamiento de distintas cuestiones relacionadas con el problema de
investigacion.

A continuacién, trataremos la fundamentacion de este trabajo, para lo que
tratamos, brevemente, las componentes del marco tedrico conceptual que intervienen en
la memoria, lo que permitird concretar las preguntas, hipotesis y objetivos de esta
investigacion. La ultima parte corresponde a la metodologia general empleada.

3.1. Marco teodrico

En el objetivo general del proyecto se pretende describir y analizar la influencia
del uso de recursos informaticos en la ensefianza y el aprendizaje de la divisibilidad.
Adoptamos como marco tedrico el enfoque ontosemidtico del conocimiento e
instruccion matematicos, cuyas componentes y constructos se adaptan al estudio de los
fendmenos y procesos que intervienen en la educacion matematica sobre esta tematica.
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Como expresan Godino, Batanero y Font (2008)

El fin especifico de la Didactica de las Matematicas, como campo de
investigacion, es el estudio de los factores que condicionan los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas y el desarrollo de programas de
mejora de dichos procesos. (...)

Para lograr este objetivo, la Didactica de las Matematicas debe considerar las
contribuciones de diversas disciplinas como la psicologia, pedagogia,
filosofia, o la sociologia. Ademas, debe tener en cuenta y basarse en un
analisis de la naturaleza de los contenidos matematicos, su desarrollo
cultural y personal, particularmente en el seno de las instituciones escolares.
Este analisis ontologico y epistemoldgico es esencial para la Didactica de las
Mateméticas ya que dificilmente podria estudiar los procesos de ensefianza y
aprendizaje de objetos difusos o indefinidos. (pp.7-8)

La investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, y en
particular, del Algebra Superior, requiere aplicar las “herramientas teéricas y
metodoldgicas que ayuden a describir, explicar y tomar decisiones instruccionales
fundamentadas” (Godino, 2017, p.1).

En el enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematicos
(Godino, 2002; Godino y Batanero, 1994; Godino, Batanero & Font, 2007; Godino,
2017) se consideran los significados de los objetos matematicos como emergentes de los
sistemas de practicas. Si las practicas las realiza una persona, hablaremos de
significados personales, y si son compartidas en el seno de una institucion, trataremos
significados institucionales (Godino y Batanero, 1994, p.334). Este marco tedrico
propone una tipologia basica de significados atendiendo a su utilizacion en el analisis
didactico y que mostramos, a modo de sintesis, en la figura 3.1.1.
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Para los significados institucionales se proponen:

» Referencial o de referencia: orienta el analisis sistematico de la literatura hacia la
identificacion de los diversos significados contextuales de los objetos y su articulacion
en un significado global u holistico.

Cuando el investigador fija el significado que tendrd en cuenta del objeto
matematico, se genera el significado institucional de referencia. Para ello, se
vale del saber cientifico (e incluso del desarrollo historico) y del analisis de
las orientaciones curriculares, delimitando con ello las précticas operativas y
discursivas inherentes al objeto que se tomaran como referencia en su
trabajo. (Gea, 2014, pp.34-35)

» Pretendido: sistema de préacticas incluidas en la planificacion del proceso de
estudio; se puede considerar como el propuesto a los estudiantes, en el que el profesor
basa su ensefianza.

* Implementado: sistema de practicas implementadas por el profesor en un
proceso de estudio.

» Evaluado: subsistema de practicas que utiliza el docente para evaluar los
aprendizajes.

En esta tesis doctoral analizamos el significado institucional del maximo comdn
divisor a traves del andlisis de manuales (capitulo 5 de esta memoria) que es parte
importante del significado pretendido. Previamente sera necesario determinar el
significado de referencia (Godino, Batanero & Font, 2007, p.51) lo que se abordara en
el capitulo 4.

Para los significados personales se proponen:

» Global: corresponde a la totalidad del sistema de practicas personales que es
capaz de desempefiar el estudiante, relativas a un objeto matematico.

» Declarado: préacticas que el alumno realiza en una tarea propuesta, y que son
manifestadas en la evaluacion o la investigacion.

» Logrado: practicas manifestadas que son correctas con la pauta institucional
establecida.

En el capitulo 6 de esta tesis doctoral, analizaremos los significados personales
declarados de los estudiantes a determinadas practicas propuestas. Una forma de
caracterizarlos sera analizar las dificultades y errores en términos de conflictos
semioticos que, segun Godino (2002), se definen como “toda disparidad o desajuste
entre los significados atribuidos a una misma expresion por dos sujetos (personas o
instituciones) en interaccion comunicativa y pueden explicar las dificultades y
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limitaciones de los aprendizajes y las ensefianzas implementadas.” (p.258). Asi, en este
capitulo se presenta una investigacion de caracterizacion de significados.

Para una mejor descripcion y analisis de la actividad matematica y de sus
procesos de comunicacién, el EOS considera una primera clasificacion de los objetos
intervinientes y emergentes de la actividad matematica en entidades elementales o
primarias: situaciones-problemas (tareas, ejercicios, aplicaciones extra-matematicas,
etc.), lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos, etc., y en sus diversos
registros como el escrito, oral,...), conceptos (definiciones o descripciones),
proposiciones (enunciados sobre conceptos), procedimientos (algoritmos, operaciones,
técnicas de célculo, etc.) y argumentos (enunciados usados para validar o explicar las
proposiciones y procedimientos). El lenguaje es una entidad que desempefia un papel
representacional pero también instrumental (Godino, 2002, pp.245-246). Las entidades
primarias se representan en la figura 3.1.2.

CONTENIDO PERSONAL

T.’Po

Contexlo

institucional

Figura 3.1.2. Configuracion ontosemidtica (Godino, 2014, p.23)

Estas entidades, a su vez se unen y organizan dando lugar a configuraciones
ontosemioticas (Giacomone, 2017): configuraciones epistémicas (CE), referidas a
significados institucionales, o cognitivas, referidas a los significados personales. Cada
cambio significativo en algin elemento del significado producird un nuevo tipo de
tareas que activaran una parte del significado y, por tanto, una nueva CE. Todas estas
configuraciones y sus relaciones daran lugar al significado global.
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En esta tesis doctoral el estudio de las entidades primarias, nos permitird
establecer configuraciones epistémicas segun dominios de definicion, obtenidos a través
de un estudio historico-epistemoldgico del maximo comun divisor (capitulo 4 de esta
memoria). También, formardn parte fundamental de la herramienta didéctica
desarrollada para el analisis de manuales (capitulo 5) y constituiran un medio esencial
para la caracterizacion de significados personales de los estudiantes (capitulo 6).

Por otra parte, los objetos matematicos se pueden considerar desde dimensiones
o facetas duales dependiendo del juego de lenguaje en que participan (Godino, Batanero
y Font, 2009). Asimismo, podemos hablar de procesos (cognitivos o epistémicos)
implicitos en cada una de las facetas duales anteriores. Ambos, facetas y procesos,
vienen representados en la figura 3.1.2. y los resumimos en la tabla 3.1.1.

Tabla 3.1.1. Facetas duales y procesos.

Facetas duales: Procesos:

* Expresion—contenido: * Representacion-significacion

antecedentes—consecuentes de una
funcion semiotica

* Personal—institucional: * Personalizacion—institucionalizacion

relativos a sujetos personales—
compartidos en una institucion

« Ostensivo—no ostensivo:  Materializacion- idealizacion (o

. . concrecidn— abstraccién
materiales o perceptibles— )

inmateriales o abstractos

* Unitario—-sistémico: * Reificacion—-descomposicion (o

. . sintesis—analisis
objetos considerados globalmente )

como un todo—considerados como
sistemas formados por componentes
estructurales

* Ejemplar-tipo (o * Particularizacion—generalizacion
extensivo—intensivo):

particular—general

La faceta particular—general tiene una consideracion especial en esta
investigacion pues, podiamos decir que es inherente a la educacion matematica (Font &
Contreras, 2008) y, en particular, al Algebra Abstracta. Muy relacionados con esta
faceta estan los niveles de algebrizacion (Godino et al.,, 2015) que, como ya
comentamos, no se han categorizado adn para la etapa universitaria.
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Los niveles de algebrizacién son basicamente grados de generalidad,
combinada con el uso de diversos registros de representacién semidtica
(RRS), sus transformaciones y conversiones (Duval, 1995), los cuales son
indicativos de fases en el proceso de reificacion de los objetos intensivos
intervinientes. Consideramos que para la descripcion del caracter algebraico
de las practicas matematicas es util fijar la atencién en los objetos resultantes
de los procesos de generalizacion, y del proceso dual de particularizacion.
(ibid., p.130)

Por lo tanto, la dimensién particular—general ocupara un lugar destacado, tanto en
el analisis de los significados institucionales como de los personales. En el capitulo 5,
para el andlisis de manuales, serd muy relevante la observacion de estos procesos de
generalizaciéon y particularizacion, en diferentes sentidos: desde lo particular a lo
general y el sentido inverso, desde lo general a lo particular, pues nos informan acerca
de los procesos de ensefianza implementados en los libros de texto. También sera
importante examinar esta dualidad en relacion a los significados personales de los
estudiantes.

Por otra parte, este marco tedrico propone una metodologia de analisis de la
actividad matematica basada en cinco niveles (Font y Rubio, 2017):

Nivel 1. Identificacion de practicas matematicas.

Nivel 2. Identificacion de objetos y procesos matematicos.

Nivel 3. Descripcion de interacciones en torno a conflictos.

Nivel 4. Identificacion de normas.

Nivel 5. Valoracién de la idoneidad interaccional del proceso de instruccion.

Por un lado, en esta tesis doctoral, nos centramos en los dos primeros niveles de
analisis que se refieren al andlisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas
desde la ontologia propia, y a la elaboracion de configuraciones de objetos que permitan
describir la complejidad ontosemiotica y posibles conflictos semi6ticos.

También serd atil (nivel 5 del andlisis) la nocién de idoneidad didactica
(Godino, Contreras y Font, 2006), herramienta que permite el paso de una didactica
descriptiva-explicativa a una didactica normativa; esto es, una didactica que se orienta
hacia la intervencion en el aula (Godino, 2013, p.115).

La idoneidad didactica de un proceso de instruccion se define como el grado
en que dicho proceso (o una parte del mismo) relne ciertas caracteristicas
que permiten calificarlo como Optimo o adecuado para conseguir la
adaptacion entre los significados personales logrados por los estudiantes
(aprendizaje) y los significados institucionales pretendidos o implementados
(ensefianza), teniendo en cuenta las circunstancias y recursos disponibles
(entorno). (Godino, 2017, p.13)
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La idoneidad, como criterio de adecuacion de un proceso de instruccién al
proyecto de ensefianza, puede aplicarse en Didactica de las Matematicas a distintos
campos. Godino (2013) manifiesta:

La nocion de idoneidad didactica se puede aplicar al anélisis de un proceso
de estudio puntual implementado en una sesion de clase, a la planificacién o
el desarrollo de una unidad didactica, o de manera més global, al desarrollo
de un curso o una propuesta curricular. También puede ser Util para analizar
aspectos parciales de un proceso de estudio, como un material didéctico, un
manual escolar, respuestas de estudiantes a tareas especificas, o “incidentes
didacticos” puntuales. (p.118)

En esta investigacion, aplicaremos la idoneidad didactica para evaluar el
significado pretendido del méaximo comun divisor en manuales para el Grado en
Ingenieria Informética. El andlisis de estos manuales, asi como la valoracion de la
idoneidad didactica de cada uno de ellos, forma parte del capitulo 5 de esta tesis.

Segun Godino (2013), la idoneidad didactica se obtiene a través de la
articulacion de las seis componentes, que esquematiza la figura 3.1.3.

Dialogo
Interaccion
Comunicacion

Recursos técnicos
Tiempo

INTERACCIONAL, (o) MEDIACIONAL

(Negociacion) (Disponibilidad)
7 \
//
//
/ .
AFECTIVA ECOLOGICA
(Implicacién) L (Adaptacion)
Actitudes :
Emociones Sociedad
Motivaciones Escuela
Curriculo
COGNITIVA EPISTEMICA
(Proximidad) <2 | (Representatividd)

Acoplamiento
Participacion
Apropiacion

Figura 3.1.3. Idoneidad didactica (Godino, 2013, p.116)

A continuacién, resumimos las componentes e indicadores de la idoneidad segun
Godino (2013). Debido a que la nocion de idoneidad didactica puede aplicarse a
procesos de estudio puntuales (sesion de clase, desarrollo de una unidad didactica, etc.),
globales (desarrollo de un curso, una propuesta curricular, etc.) o aspectos parciales (un
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manual escolar, respuestas de estudiantes a tareas especificas, etc.), se ha realizado la
pertinente adaptacion en dichos indicadores, para el analisis de manuales del Grado en
Ingenieria Informatica.

= |doneidad epistémica: se refiere a la representatividad de los significados
institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia.

= Situaciones-problemas: Si hay en cada manual una muestra representativa y
articulada de situaciones (elementos introductorios, ejemplos, ejercicios para
adquirir destrezas). Las aplicaciones de la divisibilidad a la informatica son
importantes, por lo que la existencia de situaciones de aplicacion se observara
en este indicador.

= Lenguaje: Uso de distintos tipos de lenguajes, su traduccion y conversiones.
Fijaremos la atencién en el uso excesivo del lenguaje simbdlico o muy formal
de la Matematica, como indicativo de la falta de adecuacion al nivel educativo
de estos estudiantes de primer curso universitario.

= Reglas (definiciones, proposiciones, procedimientos): Las definiciones y
procedimientos deben ser claros y correctos, y adaptados a este nivel
educativo. También veremos si se presentan los enunciados y procedimientos
fundamentales en la tematica de divisibilidad.

= Argumentos: Indicaremos si las explicaciones, comprobaciones y demostracio-
nes son adecuadas al nivel educativo a que se dirigen. Resaltaremos el papel de
la demostracion en el texto y el tipo de demostracion utilizada, como indicativo
del grado de abstraccion o formalidad.

= Relaciones: Observaremos si, en el manual, los objetos matematicos
(problemas, definiciones, proposiciones, etc.) se relacionan y conectan entre si.
También es importante si se identifican y articulan los diversos significados de
los objetos.

» |doneidad cognitiva: expresa la relacion existente entre los significados
personales previos a la instruccion y los significados pretendidos/ implementados; esto
es el grado en que los contenidos implementados son adecuados para los estudiantes.

= Conocimientos previos: Los alumnos tienen los conocimientos previos
necesarios o el manual los proporciona. También si los contenidos pretendidos
tienen una dificultad manejable en sus diversas componentes.

= Aprendizaje: Si el manual promueve la comprension de conceptos y
proposiciones, desarrolla la competencia comunicativa (a traves del uso de un
lenguaje adecuado) y argumentativa, asi como la fluencia procedimental.
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= |doneidad interaccional: En relacion al proceso de ensefianza—aprendizaje,
permite identificar conflictos semioticos potenciales y resolver los conflictos que se
producen durante el proceso de instruccion.

= Interaccion manual-estudiante: Si el texto hace una presentacion clara y bien
organizada, enfatizando las cuestiones claves del tema y abordando conflictos
semidticos potenciales. También sera de interés, si se utilizan diversos recursos
retoricos y argumentativos.

= Autonomia: Respecto del estudiante, si el manual es facilitador de la autonomia
en el aprendizaje.

= Evaluacion formativa: Si en el manual se proponen actividades o ejercicios de
autoevaluacion.

= |doneidad mediacional: expresa la disponibilidad y adecuacion de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza—apren-

dizaje.
= Recursos materiales: Se utilizan recursos informéticos, se proporcionan

cédigos o pseudocddigos para introducir y tratar situaciones adecuadas al
contenido pretendido.

= Tiempo de aprendizaje: Si se establece una distribucion en capitulos o
secciones que facilitan la comprensién de los contenidos con mayor dificultad
0 mas importantes.

= |doneidad afectiva: grado de implicacion (interés, motivacion, predisposicion...)
del estudiante y si enfatiza las conexiones de las matematicas con la realidad.

o Intereses y necesidades: Las tareas tienen interés para los estudiantes
permitiéndoles la utilidad de las matematicas tanto en la vida cotidiana como
en la vida profesional.

= Emociones: La presentacion del manual o la estética del mismo evitan el
rechazo.

= |doneidad ecoldgica: Se refiere al grado en que el proceso de estudio se ajusta al

proyecto educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos del
entorno en que se desarrolla.

= Adaptacion al curriculo: Los contenidos expuestos en el manual se
corresponden con las directrices curriculares.
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= Apertura hacia la innovacion didactica: Se integran las nuevas tecnologias
(tanto recursos web o audiovisuales, como si se propone el uso de un software
informatico).

= Adaptacion socio-profesional y cultural: Los contenidos contribuyen a la
formacion socio-profesional de los estudiantes.

= Conexiones intra e interdisciplinares: EXisten estas conexiones entre los
contenidos.

En la figura 3.1.3. observamos que las idoneidades epistémica y cognitiva se
sitian en la base pues se considera que el proceso de estudio gira alrededor del
desarrollo de unos conocimientos especificos.

Por otro lado, respecto a la evaluacion de la idoneidad, Godino et al. (2014)

afirman:

Asi, para

El juicio sobre la idoneidad didactica del proceso de estudio tiene un caracter
ordinal, y se aplica a cada faceta. Se valora como alta, media, baja, segin la
presencia 0 ausencia de un conjunto de indicadores empiricos de idoneidad
incluidos en una pauta o guia elaborada en trabajos previos (Godino, 2011),
lo cual permite atribuir una cierta objetividad a la valoracion. Tales
indicadores reflejan “principios didactico-matematicos” sobre los cuales
existe un cierto consenso en la comunidad de educacion matematica. La
valoracion ordinal de la idoneidad didéctica no es relevante. Lo importante
es la identificacion de aspectos especificos del disefio o de la
implementacion que podrian ser cambiados de una manera fundamentada en
préximos ciclos de estudio realizados en circunstancias similares. (p.194)

establecer la idoneidad didactica de cada manual en el capitulo 5,

hablaremos de idoneidad alta, media o baja en cada faceta, segin los indicadores
anteriormente expuestos.

3.2. Preguntas de investigacion, hipotesis y objetivos

En el capitulo 1 de esta memoria, expusimos el problema de la investigacion,

concluyendo con

el objetivo general en esta tesis doctoral y que recordamos:

El objetivo general es describir y analizar la influencia del uso de recursos
informaticos en la ensefianza y el aprendizaje de la divisibilidad, para el Grado en
Ingenieria Informatica, identificando fendmenos didacticos y conflictos de significado,
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utilizando las herramientas que propone el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y
la Instruccion Matematicos.

Segun la faceta institucional—personal propuesta en el enfoque ontosemidtico de
la instruccion matematica (Godino, 2002) y que se aborda en este trabajo, nos
planteamos las siguientes preguntas de investigacion (algunas surgidas de la reflexion
sobre los antecedentes) junto con las hipdtesis establecidas a partir de ellas. Por dltimo,
los objetivos marcados en la investigacion:

Respecto al significado institucional de la divisibilidad para estudiantes del
Grado en Ingenieria Informatica, nos preguntamos ¢cuales son los cambios
significativos en el desarrollo histérico—epistemoldgico sobre cuestiones de
divisibilidad, y, en concreto, del estudio del maximo comdn divisor? y ¢a través de qué
elementos u objetos, representativos, implicados en dicha ensefianza y aprendizaje
podemos identificarlos? Con estas preguntas, realizamos la siguiente hipotesis:

H1. Existen elementos diferenciadores en las épocas griega y moderna, respecto del
maximo comun divisor, que permiten, utilizando las herramientas del enfoque
ontosemiotico, establecer configuraciones epistémicas segun distintos dominios de
definicion que se describieron en la época moderna, donde la dualidad
particular—general es uno de los elementos diferenciadores fundamentales.

Asociado a ello, nos planteamos el objetivo:

Ol1. Analizar el desarrollo epistemologico-evolutivo del méximo comudn divisor,
identificando elementos diferenciadores entre la época griega y la moderna, para
establecer configuraciones epistémicas segun los distintos dominios de definicion, con
objeto de caracterizar el significado institucional de referencia del maximo comun
divisor.

Teniendo en cuenta la transposicion informatica (Balacheff, 1994), nos
preguntamos; ¢cudles son las caracteristicas especificas de la ensefianza y aprendizaje
del maximo comun divisor en el Grado en Ingenieria Informética?; ;qué impacto tiene
el uso de recursos informaticos y el tratamiento de las aplicaciones que corresponden a
esta titulacion, en la ensefianza del maximo comun divisor? En concreto, ¢qué
configuraciones epistémicas estan presentes en los manuales y qué tendencias se ponen
de manifiesto respecto de la dualidad particular—general? Estas preguntas nos conducen
a la siguiente hipotesis:

H2. El uso de recursos informaticos y el tratamiento de las aplicaciones que
corresponden a esta titulacion, esta provocando unos cambios en la ensefianza del
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maximo comudn divisor que muestra una tendencia hacia la preeminencia de lo
particular frente a lo general.

Lo cual nos lleva a plantearnos los siguientes objetivos:

02.1. Determinar caracteristicas del significado institucional pretendido del maximo
comun divisor, mostrado en manuales para el Grado en Ingenieria Informatica,
utilizando las herramientas del EOS.

02.2. Poner de manifiesto en qué forma afecta a la ensefianza, el uso de recursos
informaticos y el tratamiento de las aplicaciones que corresponden a esta titulacion,
asi como identificar fendmenos didacticos y mostrar tendencias en la dualidad
particular—general.

En relacion con los significados personales de los estudiantes, nos planteamos
los siguientes interrogantes: ¢qué impacto tiene el uso de las tecnologias en el
aprendizaje de la demostracion matematica, en el contexto de aritmética modular, para
alumnos del Grado en Ingenieria Informatica?; ¢Cual es el papel que el alumno otorga
a las hipdtesis en el aprendizaje de la demostracion matematica para alumnos del Grado
en Ingenieria Informatica en dicho contexto?; ;qué impacto tiene el uso de las
tecnologias en la consideracion de dichas hipotesis?; ¢qué tipos de conflictos
semidticos muestran y cuales permite superar el uso del programa Mathematica? Todo
ello nos lleva a formular las siguientes hipotesis:

H3. El uso de recursos informaticos esta provocando unos cambios en el aprendizaje de
la demostracién, en el contexto de aritmética modular, en el Grado en Ingenieria
Informatica.

De donde plantemos el siguiente objetivo:

O3. Extraer y analizar los significados personales construidos por los estudiantes
universitarios de primer curso del Grado en Ingenieria Informatica, mediante el
analisis de sus respuestas a practicas informaticas, con el software Mathematica, y
utilizando las herramientas del enfoque ontosemiotico, en el contexto de aritmética
modular, como aplicacion relevante de la divisibilidad en esta titulacion.

Mas especificamente, este objetivo estda compuesto de los siguientes
sub—objetivos, ligados, a su vez, a sub—hipotesis:

H3.1. Los significados personales de los estudiantes se ven afectados por las
practicas informaticas, con el programa Mathematica, produciéndose fendmenos
didacticos. Nos lleva a establecer:
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03.1. Extraer y analizar los significados personales de estos estudiantes acerca
de una demostracion, en el contexto de aritmética modular, en una practica con
Mathematica, utilizando las herramientas del EOS.

H3.2. Las précticas informaticas con el programa Mathematica influyen en el
papel que los estudiantes de esta titulacion otorgan a las hipdtesis, en el aprendizaje de
una demostracion matematica, en el contexto de aritmética modular. Nos lleva a
considerar:

03.2. Determinar el uso que hacen los estudiantes de las hipotesis de un
teorema sobre aritmética modular, cuando la ensefianza y aprendizaje estan mediados
por el trabajo con Mathematica, utilizando como marco teérico el EOS.

H4. Los esquemas de demostracion axiomatico—modernos, se enriquecen cuando se
utilizan los recursos informaticos pues permiten trabajar, de forma empirica, en
demostraciones de Algebra Abstracta. Para ello planteamos:

O4. Analizar el cambio de los esquemas de demostracion (abstracta a empirica®) en
las respuestas relativas a demostraciones en un axioma en el contexto de aritmética
modular, mediada por un entorno informatico; asi como la clasificacion de diversos
conflictos semioticos y las relaciones entre dichos esquemas de demostracion.

Relativo al uso del lenguaje simbdlico en un entorno informatico, nos
planteamos: ¢qué dificultades encuentran los estudiantes del Grado en Ingenieria
Informatica en el empleo de los cuantificadores existencial y universal?; ;qué impacto
tiene el uso de recursos informaticos sobre estas dificultades en los cuantificadores?

H5. A través de las practicas informaticas con el programa Mathematica los
cuantificadores universal y existencial han tomado un nuevo sentido, al potenciar la
particularizacion frente al proceso de generalizacion, lo que ha mejorado su
comprension y uso. Nos lleva al objetivo:

O5. Analizar el sentido mas concreto que toman algunos cuantificadores l6gicos
abstractos, que se utilizan en la demostracion matematica, como son el universal y el
existencial, con el uso del programa Mathematica.

3.3. Metodologia general

El enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematicos
presenta unas caracteristicas metodoldgicas propias (Godino, 2002; Godino, Contreras y
Font, 2006; Godino, Batanero y Font, 2007; Godino, 2013; Godino, 2017) y

® En el sentido de Harel & Sowder (2007)
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proporciona una serie de herramientas que nos permite analizar el proceso de ensefianza
y aprendizaje de la divisibilidad en Algebra Superior cuando estd mediada por un
entorno informatico.

Este marco tedrico propone una metodologia de analisis de la actividad
matematica basada en cinco niveles (Font y Rubio, 2017). En esta tesis doctoral nos
centramos en los dos primeros niveles de analisis (referidos al analisis de los tipos de
problemas y sistemas de practicas) y al quinto nivel (idoneidad didactica).

En Didéactica de las Matematicas, el estudio de cualquier proceso de instruccion
es complejo y se puede considerar desde distintas dimensiones. Nuestro estudio se
centra en las dimensiones epistemoldgica y cognitiva, principalmente, pues son la base
para cualquier programa de estudio. La dimension instruccional estara también presente
pues la ensefianza y aprendizaje de las matematicas se realizan en el seno de una
institucion.

Las hipotesis y objetivos de esta investigacion se han fijado segun la faceta
institucional—personal propuesta en el EOS. Por tanto, esta memoria tiene dos fases
interdependientes pero bien diferenciadas ya que se estudian distintos componentes del
sistema didactico. Cada una de estas partes posee un fin en si misma y tendrd unas
caracteristicas metodoldgicas especificas. A continuacion, resumimos, de forma muy
breve, la metodologia general empleada, en cada fase, para los estudios empiricos
realizados. Todo ello se expone, con mas amplitud, en los capitulos 4, 5 y 6 de esta tesis
doctoral.

La primera fase se corresponde con la faceta institucional y se dividira, a su
vez, en dos bloques:

* En primer lugar, se realiza un estudio epistemologico basandose en los distintos
dominios de definicion, en los que se obtienen resultados relativos a cuestiones
de divisibilidad, prestando especial atencion al calculo del med y conectandolo
con el desarrollo histérico del Algebra Abstracta. De este estudio emerge el
significado institucional de referencia, entendido como CE. Todo ello se aborda
en el capitulo 4.

» Posteriormente, se realiza un estudio cualitativo-cuantitativo de ocho manuales
que se utilizan en universidades representativas en el Grado en Ingenieria
Informéatica (capitulo 5 de esta tesis doctoral), teniendo en cuenta los estudios
sobre analisis de libros basados en el enfoque ontosemidtico realizados por
Contreras y Orddfiez (2005), Contreras, Orddfiez y Wilhelmi (2010) y Ordofiez
(2011), lo cual nos permite documentar sistematicamente el significado
institucional pretendido que emana de ellos.
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Para ello ha sido necesario elaborar una herramienta de analisis didactico
(Ordorfiez, 2011), que permita unificar el estudio del mcd que desarrolle
cualquier manual, salvando la gran variabilidad existente. La muestra de libros
para el andlisis es intencional, aunque elegida de forma que represente,
adecuadamente, los libros de texto para estudiantes del Grado en Ingenieria
Informatica, en Espafia. La metodologia empleada para la seleccion de estos
ocho manuales se establece siguiendo investigaciones previas a esta tesis
doctoral (Ordéfiez et al., 2015) y que expondremos con detalle en el capitulo 5.
La reflexion y comparacion de los resultados obtenidos, nos permite obtener
caracteristicas del significado institucional pretendido y, en particular, pondra de
manifiesto la adaptacion del conocimiento matematico en esta tematica cuando
la ensefianza esta mediada por la utilizacion de los recursos informaéticos y las
aplicaciones propias de esta titulacion.

Una vez determinado el significado institucional pretendido, nos proponemos
analizar la influencia del uso del programa Mathematica en la ensefianza—aprendizaje de
la demostracion dentro del contexto de aritmética modular. Para ello escogeremos los
estudiantes que estudian temas de divisibilidad y sus aplicaciones, en el Grado en
Ingenieria Informatica, y que estan matriculados en las asignaturas de Matematica
Discreta y Algebra. Por tanto, la muestra coincide con la poblacion. Es evidente que el
caracter de la investigacion es exploratorio, se espera que en investigaciones
posteriores, los resultados puedan ser contrastados.

Para la evaluacion de los significados personales, se analizaran las practicas de
los estudiantes, a través de un manual de practicas que se les facilita, y las respuestas a
determinadas actividades matematicas propuestas. Esta fase de la investigacion se
presenta en el capitulo 6 de esta tesis doctoral y se organiza en dos estudios empiricos:

e El primer estudio empirico (seccion 6.2 del capitulo 6) muestra una
investigacion didactica acerca de la ensefianza y aprendizaje de una
demostracion que forma parte del temario de la asignatura de Matematica
Discreta. Analizamos la influencia de Mathematica, en el estudio de esta
demostracion, utilizando el EOS. La exploracion, sobre una muestra formada
por 132 alumnos de la Universidad de Jaén, se realiza exclusivamente en el
laboratorio de practicas y consta de cuatro items.

En los dos primeros items (seccion 6.2.2.), tras un analisis a priori de las
practicas propuestas, se clasifican y cuantifican los conflictos semidticos
manifestados por dichos estudiantes, lo que nos permite caracterizar sus
significados personales y determinar fendmenos didécticos que se producen en
el estudio de esta demostracion mediado por recursos informaticos.
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En los dos ultimos items (seccion 6.2.3.) se realiza una investigacion
didactica para determinar el uso que hacen los estudiantes de las hipdtesis del
teorema cuya demostracion se ha analizado anteriormente. Las respuestas de los
estudiantes a las practicas disefiadas han sido clasificadas y cuantificadas
atendiendo tanto a los conflictos semioticos manifestados, como a la influencia
que tiene dicho software cientifico en la ensefianza y aprendizaje de estos
estudiantes.

» El segundo estudio empirico, relativo a la faceta personal de la investigacion, se
analiza la influencia de Mathematica en la ensefianza y aprendizaje de la
propiedad conmutativa, en un entorno de aritmética modular, apoyada por el uso
de los recursos informaticos. Para llevarlo a cabo, se ha realizado una
exploracion con estudiantes del Grado de Ingenieria Informatica de la
Universidad de Jaén, que consta de dos pruebas: una escrita y otra con
ordenador (con 61 y 144 estudiantes presentados, respectivamente). Mostramos
la forma en que han abordado la resolucion de las mismas extrayendo
dificultades y errores y, buscando tendencias en el método de trabajo elegido por
los estudiantes para esta actividad matematica, en relacion a la dualidad
particular—general, por la influencia del entorno computacional usado en la
instruccion.

En esta fase, la correccion y codificacion de las respuestas de los estudiantes se
hara siguiendo el método de otras investigaciones (Ordofiez, 2011) lo que hara posible
cuantificar variables y asi obtener resultados numéricos y regularidades que nos
permitan constituir el indice de ocurrencia de un fendbmeno y establecerlo como una
caracteristica de las configuraciones cognitivas de los estudiantes de estos grupos.

Asi, la investigacion redne las condiciones de una investigacion epistémica, al
estudiarse significados institucionales; es cognitiva, en el sentido de cognicién
individual, al tratar con significados personales; y, por Gltimo, es instruccional al tratar
de establecerse las interacciones entre significados institucionales y personales. Esto es,
fijandonos en el fin perseguido, podemos decir que se trata de una investigacion de
caracter semiométrico o de caracterizacion de significados, puesto que se caracterizan
significados institucionales y personales. Es también una investigacion de tipo
ecoldgico, al buscarse relaciones entre significados y de tipo interaccional al observar
como influye un determinado programa de céalculo cientifico y simbdlico como es
Mathematica, en la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad para estudiantes del
Grado en Ingenieria Informatica.

En resumen, la investigacion tiene un enfoque metodoldgico de tipo mixto
(Johnson y Onwuegbuzie, 2004), ya que considera variables cualitativas (tipo de
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resolucion de problemas propuestos por los alumnos, tipos de demostraciones y
entidades primarias en los libros de texto universitarios, dificultades y errores, etc.) y de
caracter cuantitativo en tanto que ponderamos y buscamos regularidades a fin de
establecer variaciones en una configuracién epistémica y fenémenos didacticos en la
ensefianza—aprendizaje de la divisibilidad en Algebra Superior.
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Capitulo 4. Significado institucional
de referencia

El analisis de la faceta institucional en la ensefianza y aprendizaje de la
divisibilidad, para el Grado en Ingenieria Informatica, se inicia en este capitulo. El
objeto de la investigacion es caracterizar el significado institucional de referencia del
maximo comudn divisor y los distintos objetos matematicos de la divisibilidad
relacionados con él, en Algebra Superior, lo que nos permitird poder establecer
comparaciones con los distintos significados (institucionales o personales) e identificar,
asi, caracteristicas, ausencias de significado y conflictos semidticos entre estos agentes
(Godino, 2002).

4.1. Dominios y divisibilidad en Algebra Superior

En las preguntas de investigacion nos interrogdbamos sobre las caracteristicas
especificas de la ensefianza y aprendizaje del mcd en el Grado en Ingenieria Informatica
y los elementos u objetos representativos, implicados en la instruccion, que nos pueden
mostrarnoslas.

Segun el enfoque ontosemiotico, el significado institucional de referencia esta
conformado por las distintas configuraciones epistémicas que emergen en el objeto
matematico estudiado, en nuestro caso el maximo comun divisor, descritas a través de
las entidades primarias propuestas por el marco tedrico. Identificadas éstas, podremos
analizar el significado pretendido de la divisibilidad en manuales universitarios.
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En el curriculum de algunos paises los tipos de “objetos matematicos” que
se consideran son s6lo dos: conceptos y procedimientos. Se trata de una
“ontologia” demasiado simplista para analizar los objetos matematicos que
componen un texto matematico, y en general la actividad matematica sea
profesional o escolar. En nuestra opinidn, es necesario contemplar una
ontologia mas amplia formada por los siguientes elementos: 1) lenguaje, 2)
situaciones-problema, 3) conceptos, 4) procedimientos, técnicas,..., 5)
proposiciones, propiedades, teoremas, etc. y 6) argumentaciones. Estos seis
tipos de objetos se articulan formando configuraciones epistémicas (Figura
1) cuyo andlisis nos informa de la “anatomia de un texto matematico”. (Font
y Godino, 2006, p.68)

Pero ¢a través de qué elementos podremos establecer dichas configuraciones
ontosemidticas?

Como sefialan Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi (2006)

En una institucién de ensefianza concreta el significado de referencia sera
una parte del significado holistico del objeto matematico. La determinacion
de dicho significado global requiere realizar un estudio histérico —
epistemologico sobre el origen y evolucién del objeto en cuestion, asi como
tener en cuenta la diversidad de contextos de uso donde se pone en juego
dicho objeto”. (p.230)

Esta observacion provoca que debamos preguntarnos:

e cual es el origen y la evolucion historica del méximo comun divisor?
e ;en qué contextos se pone en juego su uso Y su calculo?

El estudio de la divisibilidad y, concretamente del calculo del maximo comun
divisor de numeros enteros positivos fue tratado ya por la matematica griega.
Concretamente Euclides (alrededor del afio 300 a.C.), en los libros VII, VIl y IX de los
Elementos, tratd acerca de teoria de niumeros.

Si bien él representaba los nimeros enteros como segmentos de recta y el
producto de dos de ellos como rectangulo, sus argumentaciones no dependian de la
geometria. Respecto de las argumentaciones, Kline (2012) afirma, refiriéndose a esta
época de la historia que “Los asertos y pruebas son verbales, frente a la forma simbdlica
actual” (p.114).

En los Elementos, Euclides establecid los objetos matematicos principales
puestos en juego en la divisibilidad, dentro del conjunto de los nimeros naturales; esto
es, los conceptos de divisor y multiplo, la nocion de primo, los distintos métodos para el
calculo del mcd, tanto a través del teorema fundamental de la aritmética como del
algoritmo de Euclides.
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Como expresan Dorronso y Hernandez (1996)

El libro VII comienza definiendo los numeros pares, los impares, los primos,
los compuestos, los planos (su descomposicion en primos tiene dos factores),
los sélidos (su descomposicion en primos tiene tres factores) y los numeros
perfectos (los que la suma de sus divisores menores que él da como resultado
el nimero: por ejemplo 6=1+2+3). Para Euclides los nimeros se asociaban
con segmentos, y asi un nimero con segmento AB divide a otro segmento
CD si este ltimo puede medirse con la medida AB. (p.49)

En el libro 1X demostrd que el conjunto de los primos es infinito. La proposicion
20 afirma “lo nimeros primos son mas que cualquier multitud dada de ellos”.

Posteriormente, en el algebra greco—alejandrina, Diofanto (alrededor del afio 300
d.C.) demuestra teoremas pertenecientes a los libros VII, VIII y IX de los Elementos
con el método inductivo y estos se encuentran en el tratado: Sobre los NUmeros
Poligonales. Su obra mas importante, titulada Arithmética, estad formada por 13 libros
(s6lo se conservan 6) y en ella aparece, por primera vez, la notacion simbdlica en el
Algebra para describir incognitas y expresiones polinémicas. El no se limita solo a
buscar soluciones enteras, sino que también amplia el dominio de sus soluciones a los
nameros racionales.

El impulso de Fermat (1601-1665) en el siglo XVII a la teoria de nimeros fue
muy notable. Kline (2012) asegura

En el siglo XVIII, la teoria de nimeros aparecia como una serie de
resultados desconectados. Los trabajos mas importantes en la materia fueron
el Anleitung zur Algebra (Guia del Algebra, edicion alemana, 1770) de Euler
y el Essai sur la théorie des hombres (Ensayo sobre la teoria de nimeros,
1798) de Legendre. (p.804)

Hasta Gauss (1777-1855), habia muchos resultados en teoria de nimeros pero
fue él quien los sistematizd. Escribié Disquisitiones Arithmeticae, que fue un texto de
referencia en esta teoria en el siglo XIX. En este texto se incluye la teoria de las
congruencias, cuyas aplicaciones a la informatica han sido muy relevantes.

Sin embargo, la aparicion del Algebra Abstracta a lo largo del siglo XIX, y su
desarrollo en el XX, permitié obtener una nueva perspectiva que enriquecio esta teoria.
Respecto de la forma en que surgieron las distintas estructuras algebraicas, Kline (2012)
expone

diversas clases de objetos se distinguieron y se clasificaron de acuerdo con
las propiedades de las operaciones definidas sobre ellas, y ya hemos visto
gue se introdujeron nociones tales como las de grupo, anillo, ideal y cuerpo,
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(...) para identificar conjuntos concretos de propiedades. (...) Solamente
durante las Gltimas décadas del siglo se dieron cuenta los matematicos de
gue podian ascender a un nivel de eficacia nuevo integrando juntas muchas
algebras hasta entonces dispersas, por abstraccién de su contenido coman.
(...) Asi surgi6 el &lgebra abstracta como el estudio explicitamente
consciente de clases de algebras, las cuales, individualmente consideradas,
no solo eran sistemas concretos sino que servian para fines también
concretos en areas especificas de la matematica. (pp.1499-1500)

Este proceso de generalizacion o abstraccidn: desde lo concreto a la estructura
algebraica (lo general), que se produjo histéricamente con el nacimiento del Algebra
Abstracta, estd muy presente en la instruccion en Algebra Superior. En el analisis
didactico de la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad, en el nivel educativo
universitario, sobre el que se indaga en esta memoria, pondremos el foco de nuestra
atencion en los procesos de generalizacion y también de particularizacion.

La primera estructura abstracta que se introdujo fue la de grupo y el primero que
introdujo la palabra anillo fue Hilbert (1862—1943). Por tanto, la teoria de anillos, en el
Algebra Abstracta, es producto del siglo XX. Fue la matematica alemana Noether
(1882-1935) quien sistematizo todos los resultados conocidos hasta el momento sobre
anillos e ideales.

En relacion a la divisibilidad, los resultados obtenidos por Euclides, en la
matematica griega, para los numeros naturales se generalizaron para los enteros, los
polinomios y, en el Algebra Abstracta, aparecieron anillos mas amplios como son: los
dominios de integridad, DI (en ellos se establecieron las definiciones mas generales de
divisor, mcd, elemento primo, irreducible), dominios de factorizacién unica, DFU (en
los que se profundizé sobre el calculo del mcd a través de la factorizacion en
irreducibles), dominios de ideales principales, DIP (Noether consiguidé enlazar la
factorizacion con las cadenas de ideales) y los dominios euclideos, DE (donde se
generalizaron el algoritmo de la division, el algoritmo de Euclides y se obtuvieron
procedimientos de célculo para la identidad de Bezout). Cada uno de ellos aporta unas
caracteristicas propias al estudio del mcd; por ejemplo, en los DE obtenemos los
procedimientos de calculo de mcd més eficientes o, en DI, se estudia la unicidad del
mcd. Todo ello se establecerd en cada una de las configuraciones epistémicas que
emergen en cada dominio.

Asi, estos dominios del Algebra Abstracta, son la respuesta a las cuestiones que
nos habiamos planteado:

e .cual es el origen y la evolucion historica del méximo comun divisor?
e ;en qué contextos se pone en juego su uso Y su calculo?
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Como hemos visto en el breve desarrollo historico realizado, la generalizacion
de los resultados de Euclides en relacién a la divisibilidad, y en concreto al céalculo del
mcd, esta intimamente relacionada con el nacimiento de los anillos del Algebra Superior
como DI, DFU, DIP y DE y las configuraciones epistémicas que surgen en cada uno
permitira reconstruir el significado de referencia del mcd.

En la clasificacion comenzaremos desde el dominio mas general (DI),
estableciendo definiciones, propiedades, etc., en la forma mas genérica, para luego
observar los cambios que se producen en ellos y, que a través de diferentes
restricciones, daran lugar a las CE. El grafico de la figura 4.1.1. muestra, de forma
intuitiva, la relacion existente entre ellos. Sin embargo, hay que tener en cuenta que en
la ensefianza del mcd se realiza el proceso inverso. El estudio en ambientes mas
generales permite una mayor comprensién de lo que sucede en ambientes mas
restrictivos, lo que confiere a los primeros una gran relevancia (para comprender y
distinguir los conceptos de primo e irreducible necesitamos establecerlos en DI donde
ambos son distintos).

Dominio de integridad Dominio de factorizacion Gnica

Dominio de ideales principales
Dominio euclideo

S N/ L
Figura 4.1.1. Relacion entre dominios

4.2. Significado institucional de referencia: Configuraciones
Epistémicas

La divisibilidad y, en particular, la ensefianza y aprendizaje del mcd esta
presente en los curriculos de todas las etapas educativas por lo que el trabajo del
profesor tendra unas caracteristicas didacticas diferenciadas en cada una de ellas:
aparece en el tercer ciclo de educacién Primaria y en el primer ciclo de Secundaria
(calculando mcd de ndmeros naturales), y posteriormente, en primer curso de
Bachillerato (trabajando sobre la factorizacion de polinomios), de ahi que en la figura
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anterior hayamos incluido el conjunto de los naturales como punto de partida en esta
tematica (de color amarillo en la figura 4.1.1.). Lo denominamos configuracion
epistémica inicial (CE_lInicial). Basicamente, se trabaja en el conjunto de los naturales
y, podriamos decir que fue “la postulada” por la matematica griega, con Euclides.

Tal y como afirma Gea (2014)

En un andlisis dirigido al estudio de los cambios producidos por la
ensefianza, interesard también tener en cuenta los significados iniciales o
previos de los estudiantes y los que finalmente alcancen. En los puntos en
que el significado declarado no se ajuste al significado de referencia, seran
manifestados los errores de aprendizaje. Las relaciones dialécticas que
surgen en el proceso de ensefianza y aprendizaje (...) propician el ajuste
entre los significados personales e institucionales. (pp.35-36)

Por tanto, en cada CE (segun el dominio) que definiremos en los siguientes
apartados, buscaremos las relaciones con la CE_Inicial y, posibles conflictos semidticos
que se producen debido al desajuste con el significado de referencia.

A nivel universitario, el calculo del mcd aparece tanto en las memorias de los
grados de Matematicas (donde se trabaja en profundidad en los dominios representados
en tonalidades de azul en la figura 4.1.1.) como en Ingenieria Informatica, objeto de
investigacion en este trabajo, quedando en esta ultima restringido su estudio al anillo de
los enteros o el anillo de polinomios (coloreados en verde y naranja en la figura 4.1.1.).
Sin embargo, el estudio del mcd en cada dominio de definicibn mas abstracto, aporta
unas caracteristicas propias respecto al significado institucional de referencia; por
ejemplo, tenemos definiciones generales en DI, argumentaciones muy elegantes
matematicamente en DIP, o procedimientos en DFU y DE (los més eficientes).

Estas cuestiones emergeran con el establecimiento de las distintas
configuraciones epistémicas. Asi, en cada una de ellas sefialaremos las componentes de
la actividad matematica mas destacadas, que resumimos en tablas. Segun las entidades
primarias (Godino, 2002), distinguiremos:

1. Situaciones—problemas: Tipos de situaciones, atendiendo a si son: numeéricas,
procedimentales o para adquirir destrezas, abstractas (en el sentido de que se trabaja
con lenguaje algebraico), o sobre propiedades generales y de aplicacion.

2. Lenguajes: En el estudio de los tipos de lenguaje, distinguimos entre el lenguaje
propio de las matematicas y el lenguaje de la programacion. Presentamos a
continuacion una clasificacion dentro de cada categoria:

2.1. Ellenguaje de las matematicas
2.1.1. Natural-vernaculo (oral o escrito): es el lenguaje comdn, con el que
hablamos habitualmente.
54



CAPITULO 4.
Significado institucional de referencia

2.1.2. Numérico: Es aquel en el que se manejan numeros. En este tema de
divisibilidad aparecera frecuentemente en ejemplos, ejercicios, etc.

2.1.3. Tabular: En ocasiones se recogen datos, de forma ordenada, en una tabla.
Es sabido que su lectura, para un estudiante, no esta exenta de dificultades.
A veces se utilizan tablas para recoger los calculos de los algoritmos.

2.1.4. Grafico: Corresponde con la utilizacion e interpretacion de un grafico o
dibujos.

2.1.5. Formal, algebraico o simbolico: Se utilizan los simbolos de la
Matematica, variables, etc. Frecuentemente se usa para notaciones. Es el
lenguaje formal de las matematicas y propio del nivel educativo
universitario, por lo que es muy habitual en Algebra Superior.
2.1.5.1. Recurrente: Corresponde con la forma de expresion propia de la

recurrencia o induccion. Es especialmente significativo en esta
investigacion pues permite el traslado al lenguaje informatico
(uso de bucles y procesos iterativos, etc.).

2.2. El lenguaje de programacion

2.2.1. Cddigo: Conjunto de instrucciones o texto desarrollado en lenguaje: C,
Pascal, Matlab o lenguaje de Mathematica, entre otros. Son las 6rdenes que
sabe leer el ordenador para poder ejecutar lo que queremos.

2.2.2. Pseudocodigo: Conjunto de instrucciones de alto nivel para describir un
programa o algoritmo. Se le llama también en computacion falso lenguaje y
utiliza las convenciones estructurales de un lenguaje de programacion pero
estd disefiado para la lectura humana en lugar de la lectura mediante una
maquina.

En esta investigacion analizamos la influencia de los recursos informaticos en el
estudio del Algebra Superior. En las ciencias de la computacion, los procedimientos
algoritmicos son muy relevantes pues permiten el traslado de los procedimientos
matematicos, al lenguaje de programacién. Un algoritmo consta de una sucesion finita
de instrucciones, precisas, que se utiliza para realizar un calculo o resolver una
situacion. Como afirma Biggs (1994)

Con el desarrollo de los ordenadores, muchos de los algoritmos se disefian
para ser utilizados por una maquina y no por seres humanos. Por este motivo
solemos describir los algoritmos en una especie de taquigrafia, mezclando
lenguajes de programacion, lenguaje comdn y la notacién matemaética.
(p.153)

Esto es, el algoritmo utiliza una forma de expresion caracteristica, descrita en
pasos o etapas, bien definidos y marcados, donde las instrucciones vienen determinadas
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de forma “taquigrafica”. Es facilmente reconocible y muy utilizado por el estudiante de

informatica. Esta forma de expresion, en nuestra investigacion, trasciende el hecho de
ser simplemente un procedimiento y puede ser considerado, como un “dialecto” comdn
a las matematicas y la informaética, que posibilita la transferencia entre ambas areas. Lo
[lamamos lenguaje algoritmico.

En la tabla 4.2.1. mostramos distintos tipos de lenguajes para el calculo del mcd
a través del algoritmo de Euclides.

Tabla 4.2.1. Tipos de lenguajes en el calculo del mcd.

Natural-
vernaculo Numérico Grafico Tabular
(escrito)
198 |74
Ultimo 50 2
resto no 198=74- 2+ 50 2] 1 2] 12
nulo de las 74=50- 1+24 74  [50 198| 74| 50| 24| 2
divisiones 50=24- 2+ 2 24 1 50/ 24/ 2| o0
sucesivas 24= 2-12+ 0 50 24
2 2
24 2
0 12
Recurrente Algoritmico Programacién (Mathematica)
Paso 1. PROGRAMA
Se divide a entre b para | nl= NUMERO PARA APLICARLE EL
a=boptr; 0 <ry <|b|| calcular cociente y resto || ALGORITMO;
b=rgx+r;; < ry | Paso 2. nl= NUMERO PARA APLICARLE EL
=rs+rs; r3< Iz | e Sir=0, (a,b)=b. Aicfm?:s[ 7
* Si r=0, se divide AoADSII [ mA D)
. . divisor entre resto (del | E[2<Ra=bib=Abs[nl}:];
M-2=Tn10n+ I ; < 1| paso anterior) el
M-1= n0On+1; Paso 3.Se repite el While [m>0,
n-1=In p | .
(a, b)=r, proceso anterior hasta ::3’1”'1[“’]’]’
encontrar un resto cero bem:
Paso 4. . '
Mcd: dltimo resto no Pﬁm["m.c.d.(",ul,",",nz,"}=",a]
nulo Print["m.c.m.{",nl,",",n2," =" Abs[(n1*n2)/a]]

Conceptos: sefialamos las nociones matemaéticas o definiciones que intervienen en

cada configuracion. También hemos observado el tipo de definicion, distinguiendo

entre:

3.1. Definicion intuitiva: Se hace uso de la intuicion para describir un concepto.

3.2. Definicion

formal:

Es la propia de la

Matematica. Dentro de estas

destacaremos, por la relacion con esta investigacion:
3.2.1. Definicion por recurrencia o induccién: Se utiliza utilizando el método

inductivo: se define para n=1, y, supuesto n-1, se define para n (0 sus
variantes). Es el caso de la definicion del factorial de un nimero natural o
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del determinante de una matriz. En nuestra investigacion se suele utilizar
para definir el mcd de un nimero finito de elementos.

3.2.2. Definicion axiomética: Es una definicion formal, donde se describen
axiomas y que seflalamos, especialmente, porque interviene en la
definicion de las estructuras algebraicas. Por ejemplo, en la estructura de
grupo se verifican las propiedades: asociativa, existencia de elemento
neutro y simeétricos. En la definiciébn de estos axiomas aparecen los
cuantificadores (existencial y universal) y en un orden determinado, lo que
conlleva una dificultad afiadida para el estudiante, tanto respecto de la
comprension como de su uso. Por ejemplo, en la propiedad del neutro:
existe un elemento, el neutro, para todos los del grupo. Sin embargo, el
elemento simétrico se enuncia: para cada elemento de G, existe su
simétrico, de forma que, cada elemento y su simétrico, aparecen por
parejas.

3.2.3. Definicidon a través del contrario: Son definiciones que se establecen
utilizando la negacion. Por ejemplo, en Algebra Lineal, “un conjunto de
vectores es linealmente independiente, si no es dependiente” o en Ldgica,
una “argumentacion es invalida si no es valida”. En ocasiones estas
definiciones, implican el uso de la l6gica matematica en el lenguaje, de
forma que, para que negar “para todo” utilizamos “existe”, etc. Este tipo
de definiciones, tienen una dificultad especial por el uso de la negacién, lo
que no es nada trivial en los primeros cursos universitarios.

4. Proposiciones: en esta entidad destacamos aquellos resultados y propiedades que
corresponden a cada CE.
5. Procedimientos: se han analizado los procedimientos para el calculo del mcd, primos,
etc. que se establecen en cada CE.
6. Argumentaciones: se sefialan las demostraciones que aparecen en cada CE, y su
tipologia, distinguiendo entre:
6.1. Argumentos deductivos: Son los que se realizan, de forma directa: parte de las
hipdtesis hasta llegar a la tesis, a través de un proceso deductivo.
6.2. Argumentos mediante el contra-reciproco: Son los que se realizan partiendo de
la negacidn de la tesis hasta llegar a la negacion de la hipotesis.
6.3. Argumentos por reduccion al absurdo: Son los que se realizan partiendo de la
negacion de la tesis hasta llegar a una contradiccion.
6.4. Argumentos recurrentes o inductivos: Son los que se realizan utilizando alguno
de los principios de induccion.
6.5. Argumentos constructivos: Son aquellas demostraciones que proporcionan un
procedimiento para calcular la solucién de una situacion.
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6.6. Argumentos por ensayo—error: Son muy frecuentes en el trabajo con ordenador.
Para argumentar, se prueba y se va ajustando a partir del error, hasta que se
obtiene el resultado.

Tras cada CE en los dominios abstractos, indicaremos también como se
relaciona ésta con CE_Inicial; esto es, qué aporta cada una de ellas con respecto a lo
aprendido en etapas anteriores, similitudes y diferencias.

Por ultimo, también discernimos acerca del uso de la faceta dual particular —
general que interviene en cada configuracion, lo cual proporciona “una medida” del
grado de abstraccion utilizado en los procesos de ensefianza y aprendizaje algebraicos.
En ambientes demasiados abstractos, con predominancia de la faceta intensiva, no va a
ser posible implementar algoritmos para el célculo del mcd ya que necesita elementos
concretos (numeros, polinomios,...) para trasladarlos al ordenador.

A continuacion, se iran desarrollando las distintas CE respecto al mcd, segun el
dominio que se utilice, desde la mas general a la que se le imponen mas restricciones.
La teoria de anillos tiene una terminologia especifica muy amplia. Incluiremos las
definiciones que consideremos mas importantes o esenciales para el desarrollo de cada
CE.

4.2.1. Configuracion epistémica de dominios de integridad

Entenderemos por dominio de integridad (D) a todo anillo conmutativo, D, sin
divisores de cero; es decir, verificando que si ab=0 entonces a=0 o b=0.

Tabla 4.2.1.1. Configuracién epistémica de DI (CE_DI).

Entidades Elementos de la configuracion

Situaciones-  -Célculo del mcd a través del maximo® de los divisores comunes.
Problemas -Situaciones sobre la unicidad del mcd, salvo asociados y el calculo de
asociados en DI particulares.
-Diferenciacion y relacion entre elementos primos e irreducibles.

A modo de resumen, observamos que es dificil encontrar, a este nivel, ejemplos
para discriminar los conceptos y trabajar segun las caracteristicas propias del
dominio. Los procedimientos estan poco desarrollados en esta configuracion.
Son ejercicios poco numéricos, que trabajan las propiedades de forma muy

abstracta.
Lenguajes -Principalmente algebraico o simbdlico.
Conceptos -Asociados: a ~ b sii existe ueU(D) tal que a = ub
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-adivisorde b: a|b sii dceDtal queb=ac
-Mcd de ay b: deD tal que:

ijdla yd]|b

ii)SideD,d |[ay d |b,entoncesd |d
-Primo: peD, no cero, no unidad y verifica:

si plab entonces p|la obien p|b
-Irreducible: reD, no cero, no unidad y verifica que:

si r=us entonces ueU(D) oseU(D)

Tipo de definiciones: definiciones de tipo formal en su mayor parte. También
aparecen definiciones axiomaticas (las que corresponden a la estructura de
anillo o DI).

Proposiciones -Teorema de unicidad del mcd: Unico salvo asociados.
-Primo=Irreducible y el reciproco no es cierto

Procedimientos -Célculo de mcd: divisores de cada elemento, seleccionar los comunes, y buscar
-~ 1
el maximo™.

Argumentos  -Deductivos, muy generales.
-No hay argumentaciones constructivas.

! respecto de un orden no intuitivo

En estos dominios son importantes: el establecimiento de las principales
definiciones que intervienen en divisibilidad (destacadas en la entidad conceptos de la
tabla 4.2.1.1.), la diferenciacion entre elementos primos e irreducibles y el estudio de la
unicidad del mcd (ver proposiciones en la tabla 4.2.1.1.).

La figura 4.2.1.1. muestra la forma en que se propone la definicion y el célculo
del mcd, en un libro de texto de 6° de Primaria, utilizando CE_ Inicial.

Joana tiene 8 canicas verdes y 12 canicas rojas. Quiere guardarlas en
grupos con el mismo nimero de canicas de cada calor, lo més grandes
posibles, sin que sobre ninguna. ;Cuéntas canicas puede guardar en
cada paquete?

1. ° Hallamos los divisores de 8 y 12, para saber como puede agrupar las
canicas de cada color:

canicas verdes —» divisoresde 8:1, 2, 4, 8

" )

L4 -
At : YY)
2.° Buscamos los multiplos comunes: °0°y

[=]
e
divisoresde 8:1, 2,4, 8
divisoresde 12: 1, 2, 3, 4,6, 12

3.° Elegimos el mayor divisor comun a los dos nimeros: 4. El nimero 4 es el méximo comun divisor
de 12y 8. Se escribe: m.c.d. (12,8) =4

» Puede guardar 4 canicas de cada color en cada paquete.

El maximo comun divisor de dos o méas numeros es el mayor de los divisores comunes de esos
numeros.

Figura 4.2.1.1. Célculo de mcd en CE_Inicial. (Gonzalez et al., 2015, p.30)
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Observemos que estos autores han elegido para trabajar en CE_Inicial (figura
4.2.1.1) la definicion y procedimiento que, en Algebra Superior, dieron lugar a los
establecidos en CE_DI. Las cuestiones planteadas en la CE_DI se simplifican mucho en
CE_lInicial: los conceptos de primo e irreducible coinciden y se mezclan y utilizan de
forma indistinta. Debido a que el orden anterior coincide con el de los naturales, hay un
solo mcd de dos numeros positivos, de forma que el cuestionamiento de la unicidad
carece de sentido.

En un DI, elementos de gran importancia son los invertibles o unidades del
anillo; esto es, aquellos elementos que admiten inverso. Al conjunto de todos ellos lo
Ilamaremos U(D) y juegan un papel esencial respecto de la unicidad del mcd. Asi, en
DI, el mcd es unico salvo asociados. Por ejemplo, en Z, el maximo comun divisor esta
determinado salvo el signo, y en el anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo,
salvo la multiplicacién por constantes no nulas, segun vemos en el ejemplo que se
muestra en la figura 4.2.1.2.:

R[X]

mcd {4, 6} = mcd {x-2, x-4} =

X-2, 2x-4, -2x+4, 3x-6, ...
en general:

u(x-2) siendo ue R—{0}

Figura 4.2.1.2. Ejemplos de maximo comin divisor

En el Grado en Ingenieria Informética encontramos, al estudiar los enteros, que
obtenemos dos mcd (d y -d) aunque se suele establecer el convenio de escoger el
positivo y asi “mantener” la unicidad como en la CE_Inicial. En el anillo de polinomios,

habra tantos mcd como unidades, segun explicitamos en la figura 4.2.1.2.

El estudiante se encuentra con una ruptura (por la existencia de varios mcd)
respecto de CE_lInicial; es decir, se enfrenta a un conflicto semiotico para cuya
superacion debe asimilar CE_DI, haciendo un cambio significativo respecto a lo
estudiado previamente.

En esta configuracion epistémica hay una presencia casi exclusiva de la faceta
intensiva: gran abstraccion y uso del lenguaje simbolico. Las situaciones son poco
numéricas y trabajan las propiedades de forma muy abstracta. Los procedimientos estan
poco desarrollados pues, establecer el orden para la obtencion del maximo de los
divisores comunes, no es nada trivial (pensemos en el conjunto de los polinomios).
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El estudiante del Grado en Ingenieria Informatica dispone de ejemplos de
dominios gque no son DI, como Z,, cuando n no es primo.

4.2.2. Configuracion epistémica de dominios de factorizacion unica

Un dominio de integridad, D, es un dominio de factorizacion unica (DFU) si se
verifican las siguientes condiciones:

Todo elemento de D, no nulo, no unidad, puede descomponerse como
producto finito de elementos irreducibles de D.

Ademaés esta factorizacion es Unica, en el sentido de que Si pipz.....pr Y
0102.....0s son dos factorizaciones del mismo elemento de D como producto
de irreducibles, entonces r=sy los g; pueden renumerarse de forma que p; y
@; sean asociados.

El teorema fundamental de la aritmética, demuestra que Z es un DFU v,
respecto del anillo polinomios, si K es un cuerpo, entonces se obtiene que K[x] es DFU.
En este dominio, los ejemplos anteriores suponen una mayor concrecion, de forma que
la faceta particular tiene mas presencia que la general de CE_DI.

En

este dominio los conceptos de primo e irreducible coinciden y son

importantes los procedimientos para la deteccion de primos o irreducibles y la
factorizacion a través de ellos, pues permite obtener el mcd como en CE_Inicial; esto es,
“comunes elevados al menor exponente”. Todo ello se resume en la tabla 4.2.2.1.

Tabla 4.2.2.1 Configuracion epistémica de DFU (CE_DFU).

Entidades Elementos de la configuracion
Situaciones-  -Deteccion de primos o irreducibles (ambos conceptos se identifican).
Problemas -Obtencion de factorizaciones en irreducibles en distintos DFU.

Lenguajes

Conceptos

-Ejemplos de anillos donde la factorizacion no es Unica.
-Calculo del mcd a través de la factorizacion en irreducibles.

Concluimos que en DFU es posible realizar problemas mas numericos,
propios de particularizar en los enteros o los polinomios, donde obtendremos
procedimientos que se pueden implementar en el ordenador; otras
factorizaciones o problemas generales son complicados para este nivel.

-Principalmente simbdlico e inductivo.

-En ejemplos, enteros y polinomios, frecuente el lenguaje numérico.

-Puede utilizarse el lenguaje tabular o grafico para disponer los primos
(como en la criba de Erat6stenes en los enteros) y su factorizacion.

-Los mismos que se establecieron en DI.
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Proposiciones  -PrimosIrreducible.
-Teorema de existencia del mcd: “comunes elevados al menor exponente”.

Procedimientos -Calculo de divisores: a traves de la factorizacion en irreducibles.
-Calculo de primos o irreducibles: en su factorizacién en irreducibles
aparecen como producto de ellos mismos por una unidad.
-Calculo de mcd: “comunes elevados al menor exponente”.

Argumentos  -Deductivas, recurrentes (sobre el nimero de irreducibles).
-Hay argumentos constructivos que facilitan procedimientos de célculo.

Los argumentos para demostrar la unicidad de la factorizacién en irreducibles
exigen un alto nivel de abstraccion y en esta configuracion aparecen también
argumentos inductivos.

Los procedimientos para el calculo del mcd son eficaces pero no muy eficientes
(basta pensar en enteros suficientemente altos y en la dificultad de obtener primos o
irreducibles para la factorizacion). Asi, la implementacion de ellos en el ordenador tiene
importantes restricciones.

Se presentan ejemplos de anillos donde la factorizacion no es Gnica como Zg[X]
donde encontramos ejemplos como el siguiente polinomio:

X+ x= (x=2)(x-3) = x (x+1)

siendo de grado 2, tiene cuatro raices pues admite dos factorizaciones en irreducibles.
Nuevamente el estudiante se encuentra ante una ruptura con lo aprendido anteriormente,
lo que es fuente de conflictos semiodticos que deben superarse a través del
reconocimiento de CE_DFU.

Los ejemplos de DI que no son DFU, como Z[v—5], escapan a los contenidos de
divisibilidad que el curriculo propone para los estudiantes de Ingenieria Informatica.

4.2.3. Configuracion epistémica de dominios de ideales principales

Sea A un anillo conmutativo, llamaremos ideal a todo subanillo, I, que verifica
gue para todo xel, y para todo acA, axel. Un anillo conmutativo se dice que es un
dominio de ideales principales (DIP) si todo ideal | del anillo es principal; es decir, esta
generado por un solo elemento, lo que representaremos por | = <r>; es decir todo
elemento xel, puede escribirse como x = sr.

Estos dominios nos permiten reinterpretar la factorizacion en términos de
ideales: si | es un ideal principal, entonces todo elemento xel, puede escribirse como
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x=sr. En Z, 6=2-3, por lo que el ideal <6> < <3> 0 también <8> < <4> < <2>. De esta
forma, los DIP aportan un orden a través de las cadenas de ideales y, en ellos, los
irreducibles o primos se caracterizan a través de los maximales en dichas cadenas, lo
gue se expone en la entidad proposiciones de la tabla 4.2.3.1.

Tabla 4.2.3.1. Configuracién epistémica de DIP (CE_DIP).

Entidades

Elementos de la configuracion

Situaciones-
Problemas

Lenguajes

Conceptos

Proposiciones

Procedimientos

Argumentos

-Ejercicios tedricos, resultados o propiedades que relacionan las cadenas de
ideales con la factorizacion:

e Determinacion de generadores para los ideales.

e Deteccion de irreducibles.

e Identificacion del mcd.

e Consecuencias a partir de la identidad de Bezout.

-No aparecen ejercicios numéricos en ejemplos de DIP pues en este dominio,
se caracterizan elementos y demuestran resultados, pero no hay
procedimientos de calculo. Esta teoria es dificil de conectar con los ejemplos
de Z y el anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo, por lo que es
complicado el planteamiento de situaciones-problemas, concretas, en este
dominio.

-Formal o simbolico.
-Muy poco lenguaje numérico.

-Los mismos que se establecieron en DI.

-Irreducible sii el ideal generado por él es maximal.

-El ideal generado por dos elementos no nulos es el ideal principal generado
por su mcd.

-ldentidad de Bezout: Si a y b, son dos elementos no nulos, con mcd, d,
entonces existen u,veD talesqued=au+bv.

-No se obtienen procedimientos de calculo para los irreducibles, mecd o
identidad de Bezout.

-Deductivas. Tienen un papel destacado por su simplicidad y elegancia
matematica.

-No se utilizan argumentos constructivos o algoritmicos que posibiliten
nuevos procedimientos para el célculo.

Z es un DIP y, respecto del anillo de polinomios, si K es un cuerpo entonces se
obtiene que K[x] es también DIP.

Sin embargo, estos estudiantes encuentran un ejemplo, como Z[x], que no es
dominio de ideales principales pues el ideal <2,x> no es principal aunque si es DFU.
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4.2.4. Configuracion epistémica de dominios euclideos

Es bien sabido que, en los enteros, la busqueda de primos altos es dificil y, por
tanto, la factorizacion. Asi, es necesario un procedimiento de célculo del mcd mas
eficiente que el obtenido en DFU. Se trata del algoritmo de Euclides y como
consecuencia el algoritmo extendido de Euclides o identidad de Bezout.

Como herramienta para obtener dichos resultados, necesitaremos una funcién
que nos permita hacer divisiones (en el caso de los enteros, es el valor absoluto y en el
caso de los polinomios, el grado). En general, se llama funcién euclidea (ver la entidad
conceptos en la tabla 4.2.4.1.).

Llamaremos dominio euclideo (DE) a todo dominio de integridad en el que
existe una funcién euclidea. En el caso de los enteros, sabemos que Z es un DE v,
respecto del anillo de polinomios, si K es un cuerpo entonces se obtiene que K[x] es
también DE. En la tabla 4.2.4.1. mostramos los elementos méas destacados de la
configuracién epistémica de dominios euclideos.

Tabla 4.2.4.1 Configuracion epistémica de DE (CE_DE).

Entidades Elementos de la configuracion
Situaciones- -Situaciones relativas a identificar la funcién euclidea en ejemplos de DE.
Problemas -Aplicar el algoritmo de la division en Z o K[x] siendo K= Q, R, C 0 Z, (p
primo).

-Aplicaciones del algoritmo de la divisién en los enteros (congruencias,
sistemas de numeracion).

-Célculo del mcd a través del algoritmo de Euclides en DE particulares.
-Obtencidn de la identidad de Bezout utilizando distintos procedimientos.
-Aplicaciones de la identidad de Bezout en los enteros (calculo de inversos y
aritmética modular, ecuaciones diofanticas)

Los ejemplos que se obtienen a través de los enteros y los polinomios
permiten conectar facilmente con la teoria, pues se conoce la funcion
euclidea. Son principalmente numéricos y con bastantes e importantes
aplicaciones a la informéatica. En estos casos los procedimientos pueden
implementarse en lenguaje de programacion..

Lenguajes -Formal o simbdlico.
-Lenguaje recurrente en la obtencion de formulas en la identidad de Bezout y
lenguaje tabular para la disposicion de los elementos que aparecen en dichas
formulas. También lenguaje grafico para representar la division.
-La concrecion en ejemplos de DE permiten la utilizacién de un lenguaje
numeérico. En estos casos es también posible el uso de lenguajes algoritmico y
de programacién para implementar los procedimientos en el ordenador.

Conceptos -Funcion euclidea: 6: D — {0} — N aplicacion verificando:
i) 0 (ab) > 6 (a) paratodoa,b#0.
ii) Para todo a,beD, si b# 0, existen q,reD tales que a=b q+ r donde
d(N<d(() o r=0.
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-Cociente y resto de dividir a entre b.

Tipo de definiciones: Hay definiciones formales pues estamos en un ambiente
muy abstracto.

Proposiciones  -Algoritmo de Euclides: el mecd de a y b, d, es el dltimo resto no nulo de las
divisiones sucesivas (o divisor del primer cociente exacto).
-ldentidad de Bezout:
o A través de los restos del algoritmo de Euclides: d =r,=au, + b v,
o Mediante formulas recurrentes: Up=0;Vvo=1; U;=1;Vvi=—Qy;
Ui+1 = Uisa — Ui Qiv1; Vis1 = Vier — ViQin

Procedimientos -Algoritmo de la division en ejemplos de DE.
-Célculo de divisores mediante divisiones exactas.
-Calculo de irreducibles buscando divisores a partir de cocientes exactos.
-Calculo de mcd: Gltimo resto no nulo en el algoritmo de Euclides.
-ldentidad de Bezout:
o Por sustituciones regresivas de los restos en el algoritmo de Euclides.
e Mediante férmulas recurrentes.

Argumentos -Fundamentalmente son argumentos constructivos y recurrentes. También
hay argumentos deductivos.

Si D es DE, podemos desarrollar el algoritmo de Euclides para calcular el
maximo comun divisor de dos elementos a , b € D — {0}, no nulos:

a=boy+r; o (r1) <3 (b)

b=riqa+r;; d (rp) <& (ry)

r1=ryQs+rs; d (r3) <& (ro)

Mmo=Th1Ont In, S (rn) <o (rn-1)

M1 = M Qnst; M+1=0
(a,b)=r,

(Gltimo resto no nulo o divisor para la primera division exacta)

Para obtener la identidad de Bezout, de forma explicita, es necesario aplicar el
algoritmo de Euclides: de forma recurrente, haciendo sustituciones regresivas,
obtenemos que cada resto que encontramos en el algoritmo de Euclides es combinacién
lineal de ay b:

ri=aui+by;

De esta forma el maximo comun divisor, que es el dltimo resto no nulo, r,, dard
la identidad de Bezout:

d=rp=au,+bv,
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Ademas, se pueden obtener también formulas recurrentes para el célculo del
mcd (ver proposiciones en la tabla 4.2.4.1.), que se implementan facilmente en lenguaje
informatico.

Aunque hay un alto nivel de abstraccion, sobre todo en la definicion de la
funcion euclidea, en CE_DE el proceso de particularizacion se hace patente en los
ejemplos que se trabajan dentro del Grado en Ingenieria Informatica (enteros o el anillo
de polinomios con coeficientes en un cuerpo) a través de ejercicios numericos. Existen
otros anillos donde se puede realizar el proceso de particularizacion de la estructura
algebraica de DE, como Z[v2] o los anillos de los enteros de Gauss (Z[i]), En estos
Gltimos la funcién euclidea: & (a + bi) = a®> + b?, viene dada por el médulo de cada
complejo; sin embargo, este estudio no corresponde al curriculo del estudiante de
informatica.

Respecto a CE_DIP, hay un cambio en las argumentaciones que ahora son de
tipo constructivo e inductivo, lo que posibilita su traslado al lenguaje de programacion.
Como consecuencia, es notorio el papel de los procedimientos en CE_DE. En esta
configuracién encontramos los procedimientos mas eficientes para el calculo del mcd y
la identidad de Bezout.

1+v-19
2

Los ejemplos que son DIP y no DE, como Z[ ] no se estudian en el Grado

en Ingenieria Informatica.

La siguiente figura muestra las implicaciones existentes entre los dominios
estudiados, no verificandose el reciproco de cada implicacion.

Figura 4.2.4.1. Implicaciones entre dominios

Establecido el significado institucional de referencia del maximo comun divisor
en Algebra Superior a través de las configuraciones epistémicas en cada dominio, nos
planteamos analizar el significado institucional pretendido de la divisibilidad. Para ello
examinaremos los anillos que, en divisibilidad, corresponden al curriculo del Grado en
Ingenieria Informatica; esto es, en los anillos de los nUmeros enteros y polinomios.
Todo ello lo que abordaremos en el siguiente capitulo.
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5.1. Introduccion

La investigacion, en este capitulo, se centra en analizar una parte del significado
institucional del méaximo comun divisor para estudiantes del Grado en Ingenieria
Informética. Concretamente, indagamos acerca del significado institucional pretendido
en manuales recomendados para esta titulacion, con objeto de determinar las
caracteristicas del mismo, utilizando las herramientas que proporciona el marco tedrico
del EQS, y segln nos propusimos en el objetivo O2.1. de esta tesis doctoral.

Godino y Batanero (1994) afirman

Una vez caracterizado el significado de referencia estaremos en condiciones
de comprender las caracteristicas del significado en las restantes
instituciones de ensefianza y tratar de estudiar los factores condicionantes
que operan en su constitucion y desarrollo.

La problemética de estudio de los significados institucionales para los
objetos matematicos podria modelizarse con la metafora ecoldgica
(introducida por Chevallard (1989) en la Didactica): un objeto particular
desempefia una funcidon en distintas clases de instituciones e interesa
determinar las condiciones necesarias y/o suficientes para que desempefie su
papel en cada una de ellas. Las nociones de objeto y significado
institucionales pretenden servir de instrumento conceptual para este andlisis
ecoldgico y semiotico de las ideas matematicas cuyo locus (o realidad)
debemos situar en la cultura como hace White (1983). (p.345)
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Consecuentemente, y tras haber analizado el significado institucional de
referencia en el capitulo anterior, estamos en condiciones de observar en qué forma
afecta el uso de recursos informaticos y el tratamiento de las aplicaciones, que
corresponden a esta titulacion, a la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad (objetivo
02.2. de esta tesis). Concretamente, queremos observar qué CE estan presentes en los
manuales recomendados para el Grado en Ingenieria Informatica, con objeto de poner
de manifiesto tendencias en la dualidad particular—general, asi como mostrar carencias
de significado y conflictos semidticos potenciales.

El analisis de manuales permitira observar cambios del conocimiento
matematico en esta tematica al ser adaptado para ser objeto de ensefianza; esto es, la
transposicion didactica que se produce (Chevallard, 1991).

Contreras y Orddfiez (2006) afirman

Hay que tener en cuenta que entre el saber cientifico y el saber del alumno
hay todo un complicado proceso de transposicion didactica que tiene
diversas fases (programaciones ministeriales, programaciones de centro, de
area, de aula...). En ellas sobresale, por su especial incidencia en la
ensefianza, el papel que juegan los manuales en tal proceso de transposicion
didactica. (p.67)

En ese trabajo se realiza una investigacion didactica sobre manuales a traveés del
analisis ontosemidtico que se desarrolla en el EOS y se afirma: “Consideramos que
dicha técnica permite un estudio pormenorizado de la actividad matematica, aportando
una explicacion a fenémenos didacticos que suelen darse en el aula y que se han puesto
de manifiesto desde diferentes marcos teoricos.” (ibid. p.68).

A su vez, el andlisis didactico de libros de texto tiene utilidad que para el
profesor de matemaéticas. Criséstomo (2012) lo expresa de la forma:

Desde la perspectiva ontosemiotica, el analisis de un libro de texto
contempla la sistematizacion de las distintas configuraciones epistémicas de
las nociones matematicas desarrolladas en el texto y su posible articulacion a
lo largo de la trayectoria instruccional implementada (Godino, Font vy
Wilhelmi, 2006). Este tipo de andlisis puede ser util al profesor de
matematicas en la seleccion de materiales y planificacidon de sus clases con
la utilizacion del libro de texto como documento de apoyo en las sesiones
presenciales o de tutoria. (pp.187-188)

Por otra parte, el andlisis didactico de cada manual nos permite observar la
transformacion del saber sabio en saber ensefiado (Chevallard, 1991), contenida en el
texto, y obtendremos informacion acerca del conocimiento matematico que se
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proporciona al estudiante y que puede adquirir en el proceso de aprendizaje del mcd, a
través de cada manual.

Por tanto, el analisis de manuales (seccion 5.4.) utilizando la plantilla de analisis
elaborada (que presentamos en la seccion 5.3.), junto con la reflexion y comparacion de
los resultados obtenidos para los libros de texto (seccion 5.5.), nos permitird obtener
caracteristicas del significado institucional pretendido del mcd, asi como poner de
manifiesto la adaptacién del significado que se produce dentro del manual para ser
ensefiado. Asimismo, podremos extraer carencias de significado, fuente de conflictos
semidticos potenciales, y mostrar si existen tendencias por la influencia de los entornos
computacionales, contrastando la hipétesis H2 expuesta en esta memoria.

5.2. Eleccion de la muestra

Se ha pretendido que la muestra elegida para el andlisis didactico, fuera
representativa para el Grado en Ingenieria Informatica.

La diversidad curricular en el nivel educativo universitario es muy amplia, tanto
respecto de los contenidos, como en la distribucion en asignaturas y su temporalidad
(semestres y cursos en los que se ubican los temas de divisibilidad). Eso nos ha llevado
a hacer un estudio pormenorizado de las titulaciones, asignaturas y sus bibliografias con
objeto de extraer una muestra que, a pesar de la variabilidad que muestran los manuales
en relacién con el tratamiento de esta tematica, nos permita clasificar y extraer las
caracteristicas del significado institucional pretendido del mcd para el Grado en
Ingenieria Informatica.

Se han seleccionado ocho libros de texto universitarios siguiendo la metodologia
de investigaciones anteriores (Ordofiez et al, 2015) y que se estructura en distintas fases:

En primer lugar, se escogen tres universidades espafiolas situadas en los
primeros puestos del Ranking Académico (de Shanghai) de las Universidades del
Mundo, en la disciplina de Ciencias de la Computacion, en los afios 2014 y 2015 (donde
arranca nuestra investigacion) y que se han mantenido en los primeros puestos, entre las
espafiolas, hasta la actualidad. Estas son las universidades de Granada, Jaén y
Politécnica de Madrid.

En segundo lugar, a traves de sus paginas web, localizamos los Grados en
Ingenieria Informatica, Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas, y Grado
en Matematicas e Informatica, y en ellos buscamos las asignaturas que podian contener
los temas de divisibilidad. Analizamos las guias docentes o guias de aprendizaje
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publicadas en el curso 2017-18 (ver anexo 1), de cada asignatura seleccionada para
obtener la bibliografia que pudieran contener esta tematica.

En la tabla 5.2.1. resumimos los resultados de la exploracion realizada para este
curso 2017-18 vy, en ella, hemos marcado con asterisco (*) las asignaturas donde se
localizaron los contenidos de divisibilidad que son objeto de nuestro estudio. También
indicamos el curso o semestre en el que se imparten.

Tabla 5.2.1. Localizacion de la divisibilidad y bibliografia. Curso 2017-18.

. . . : Asignaturas Curso/
Universidad Titulaciones Exploradas Semestre  1extos
Universidad  Grado en Ingenieria  Algebra Lineal y Estruc- 1°/1°
de Granada Informética turas Matematicas (*)

Logicay Métodos 1°/2°
Discretos M1, M2
Doble Grado en Logicay Métodos 1°/1°
Ingenieria Discretos M3
Informética y Algebra | (*) 20/1°
Matematicas Algebra Il 3°/1°
Algebra I11 49/1°
Universidad  Grado en Ingenieria ~ Matematica Discreta (*) 1°/1° M1, M2,
de Jaén Informatica Algebra (*) 10/20 M3, M4,
M5, M6,
M7, M8
Universidad  Grado en Ingenieria ~ Matematica Discreta | (*) 1°/1° M1, M2
Politécnica Informética Matemética Discreta Il 20/1° y M4
de Madrid
Grado en Matematica Discreta | (*) 1°/1° M1, M2
Matematicas e Matematica Discreta Il 1°/2° y M4
Informética Estructuras algebraicas (*) 20/2°0 M5

La dltima fase consistié en examinar y clasificar los recursos bibliograficos de
cada materia segun fuera bibliografia basica o complementaria; de forma que podiamos
saber, si el profesor que imparte la asignatura lo consideraba como un manual basico, en
la ensefianza y aprendizaje en esta disciplina, o si se trata de un libro de consulta.

Hemos realizado una seleccion de los textos con el criterio general de que fueran
los recomendados por un numero mayor de universidades en las bibliografias béasicas y
con mayor numero de ediciones. Posteriormente, buscamos en las bibliografias
complementarias. Para algin manual, la eleccion ha sido intencionada pretendiendo que
los autores pertenecieran al mayor nimero de universidades espafiolas posibles o que el
analisis del manual constituyera un elemento clarificador en la comparacién con los
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restantes libros de texto, respecto del significado institucional pretendido de la
divisibilidad.

Hemos incluido un manual mas (al que ahora hemos notado M7) que en la
investigacion realizada en Ordéfiez et al. (2015), por ser un libro de la universidad a
distancia (U.N.E.D.), lo que pensamos que puede aportar informacion valiosa debido a
que la ensefianza y aprendizaje puede tener elementos diferenciadores respecto de la
ensefianza presencial.

Por tanto, la muestra seleccionada es amplia (considerando la envergadura de los
manuales universitarios) debido a la gran variabilidad en el tratamiento de los
contenidos y que no hay uniformidad en las bibliografias. Como hemos comentado,
consta de ocho libros de texto que hemos numerado desde el manual 1, M1, hasta el
manual 8, M8, tal y como aparece en la ultima columna de la tabla 5.2.1., y son los
siguientes:

Manuales analizados:

[M1] Rosen, K.H. (2004). Matematica Discreta y sus aplicaciones. (5% ed.) Madrid: Mc Graw—
Hill.

[M2] Biggs, N.L. (1994). Matematica Discreta. Barcelona: Vicens Vives.
[M3] Cohn, P.M. (2000). Classic Algebra. England: Wiley and Sons.
[M4] Garcia-Merayo, F. (2015). Matematica Discreta. (3% ed. ). Madrid: Paraninfo.

[M5] Dorronso, J. y Hernandez, E. (1996). Nimeros, grupos y anillos. Madrid: Addison-
Wesley y la Universidad Auténoma de Madrid.

[M6] Vera, A., Vera, F.J. y Garcia M.A. (1992). Algebra Abstracta Aplicada. Murcia: Antonio
Vera Lopez y otros.

[M7] Bujalance E., Bujalance, J. A., Costa A. F., Martinez, E. (2005). Elementos de
Matematica Discreta. (3% ed.). Madrid: Sanz y Torres

[M8] Garcia-Mufioz, M.A., Ordoriez, C. y Ruiz, J.F. (2006). Métodos Computacionales en
Algebra para Informaticos. Matemética Discreta y Ldgica. Jaén: Universidad de Jaén.

De forma detallada, la eleccién de cada manual corresponde a los siguientes
criterios:

[M1] Es un texto comun en la bibliografia basica de asignaturas de las tres
universidades y con mayor nimero de ediciones. Esta escrito originalmente en inglés y
la quinta edicion ha sido traducida al castellano. Actualmente hay una séptima edicion,
del afio 2012.

[M2] Se eligio por ser un libro recomendado también por las tres universidades
aungue tiene menos ediciones que el anterior. La Universidad Politécnica de Madrid
propone también, en la bibliografia de Matematica Discreta I, la segunda edicion de
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2002, en inglés. Sin embargo, hemos optado por la que aparece en castellano pues es la
comun a todas las bibliografias.

[M3] Es un texto de un profesor de la Universidad Politécnica de Madrid, cuya
tercera edicion corresponde a Mc Graw—Hill y que aparece en la bibliografia de las
universidades de Jaén y la Politécnica de Madrid (libro béasico y de consulta,
respectivamente). En este caso, hemos preferido analizar una versién mas actual, del
afio 2015, y que corresponde a la tercera edicion.

[M4] Es un manual clésico en el estudio del Algebra Superior, en inglés, y es
comun a dos universidades (la de Granada y Jaén). Lo encontramos en la bibliografia
complementaria para el Grado en Ingenieria Informatica de las asignaturas Matematica
Discreta y Algebra (Universidad de Jaén) asi como en la bibliografia fundamental de
Algebra 1, del Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas (Universidad de
Granada).

[M5] Es una copublicacion de Addison-Wesley y la Universidad Autonoma de
Madrid y aparece recomendado en las bibliografias: bésica de Algebra vy
complementaria de Matematica Discreta, para la Universidad de Jaén.

[M6] Aparece solo en la bibliografia complementaria de Matematica Discreta de
la Universidad de Jaén. Dos de sus autores pertenecen a la Universidad del Pais VVasco y
el tercero a la Escuela de Informética de Murcia.

[M7] Es un manual de la universidad a distancia (U.N.E.D.) y esta4 recomendado
en la bibliografia complementaria de Matematica Discreta en la Universidad de Jaén.

[M8] Es un manual orientado a las practicas con ordenador (con el software
Mathematica). Recomendado en la bibliografia basica de la Universidad de Jaén y
editado por el servicio de publicaciones de la UJA.

La extension de las bibliografias de cada guia docente es variable. Para este
curso 2017-18:

e La Universidad Politécnica de Madrid recomienda, en la guia de aprendizaje de
Matematica Discreta I, para el Grado en Ingenieria Informatica, 10 manuales: sélo
dos (M1 y M2) como libros basicos y 8 como libros de consulta. Es muy parecida a
la bibliografia de Matematica Discreta |, para el Grado en Matematicas e
Informatica.

¢ Sin embargo, en la Universidad de Granada, la bibliografia de la asignatura para
la doble titulacion es muy diferente a la seleccionada para Informatica. Para esta
ultima, encontramos 3 manuales en la fundamental y 5 en la basica. La asignatura
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Algebra Lineal y Estructuras Matematicas contiene temas de divisibilidad pero no
hay ningun manual en la bibliografia con estos contenidos.

e La Universidad de Jaén propone, para Matematica Discreta, una bibliografia
basica con 5 manuales (dos de ellos con autores del area Algebra de la UJA) y 25
manuales para la complementaria (entre lo que se encuentran libros de teoria, libros
especificos de problemas o manuales de Mathematica). Esto nos ha permitido elegir
los manuales M5, M6 y M7, publicados por otras universidades espariolas.

La altima columna de la tabla 5.2.1.. muestra la distribucion, por asignaturas, de
los textos seleccionados. Es importante sefialar que esta bibliografia es la vigente
durante este curso 2017-18, y que se ha mantenido al menos desde el curso 2014-15.

5.3. Instrumento de analisis didactico

El estudio epistemoldgico en el que se han hecho explicitas las distintas CE
segun los dominios del Algebra Abstracta, establece el significado de referencia del
mcd en el Grado en Ingenieria Informatica. Con el propdsito de indagar acerca del
significado institucional pretendido que se encuentra en manuales para este alumnado,
se ha elaborado una plantilla general de analisis para esta tematica (tabla 5.3).

La elaboracion de esta herramienta de trabajo ha sido compleja debido a que
debia afrontar, de forma unificada, la diversidad de contenidos curriculares distribuidos
en diferentes asignaturas, cursos o semestres, (segun hemos tratado en la seccién 5.2.), y
superar esta dificultad mencionada anteriormente.

Se ha llegado a la misma tras tomar en consideracion investigaciones anteriores
(Ordéiiez, 2011; Ordodfez et al., 2015) y ampliar y profundizar en las clasificaciones,
dentro de las entidades primarias. Por tanto, en el andlisis de cada manual,
consideraremos:

1. Situaciones—problemas: En esta entidad indagamos en las siguientes subvariedades:
1.1. Extension del manual: especificamos el nimero total de paginas del manual y, la
extension y paginas exactas, en las que aparece tratada la divisibilidad (incluidas

sus aplicaciones més relevantes).

1.2. Lugar y orden: Exponemos los capitulos y secciones donde se aborda el mcd. El
orden y lugar en el texto informa, entre otras cosas, de los conocimientos que el
autor requiere para el desarrollo de esta tematica.

1.3. Dominio de definicién de cada concepto o proposicion: Exploramos en qué
dominios se introducen los objetos matematicos que aparecen en las entidades
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1.4.

1.5.
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conceptos y proposiciones. Asi distinguiremos entre: los naturales, los enteros, el
anillo de polinomios o ambientes mas generales como: DE, DIP, DFU y DI. Ha
sido importante en esta cuestion observar los dominios de definicion de los
objetos matematicos que intervienen en cada libro, para entender el tipo de CE
elegida por el autor.

Elementos introductorios: Se han tenido aqui muy en cuenta si se proporciona o
no justificacion de los objetos matematicos de la divisibilidad que incorpora el
manual y si aparecen elementos favorecedores de un clima que permita
introducir al estudiante en la temaética, bien sea a través de datos historicos (ver
ejemplo en la figura 5.3.1.), con la conexion con lo anteriormente estudiado
(CE_Inicial), o mediante aplicaciones o ejemplos.

Nacioen 323 a. C.

Se conoce muy poco sobre su vida.

Vivié y enseiié en Alejandria en tiempos del rey Ptolomeo.

Escribié “Elementos de Geometria”, riguroso tratado de

matemdticas.

# El libro VII estd dedicado a algoritmos sobre la teoria de
niimeros.

* Mutrio en 285 a. C.

* N W

EUCLIDES
Una cuestién importante, ya conocida por Euclides, es la contenida en el teorema
que sigue a continuacidn, en el que se prueba que el total de nimeros primos es infinito.
Figura 5.3.1. Notas histéricas (Garcia-Merayo, 2015, p.17)
Ejemplos: El uso de los ejemplos y su posicion en el texto (antes o despues de

cada concepto o resultado, asi como si estd bien resaltado y diferenciado o se
entremezcla con el texto) es muy importante en el analisis de las situaciones,
como muestran resultados previos a esta tesis doctoral (Ordofiez, Orddiiez y
Contreras, 2015) o bien otras investigaciones como Gea, Batanero, Cafadas y
Contreras (2014), y Contreras, Ordofiez y Wilhelmi (2010). La tipologia de los
mismos corresponde a la clasificacion que establecimos, en general, para las
situaciones-problemas en la seccion 4.2.: numéricos, abstractos, procedimentales
y de aplicaciones. En la figura 5.3.2. mostramos un ejemplo abstracto del
procedimiento del algoritmo de Euclides.

*% BJEMPLO B. Queremos calcular el maximo comiin divisor de 5k + 3 y 3k + 2, donde k
es cualquier nimero entero. Puesto que tenemos

S5k+3=1-Ck+2)+2k+ 1),
3k+2=1-2k+D+k+ 1),
2Zk+1=1-(k+1)+k,
k+1=1-k+1,

k=k-1,

los dos lemas anteriores nos permiten deducir que el mdximo comiin divisor de 5k+3
y3k+2es 1.

Figura 5.3.2. Ejemplo abstracto (Dorronso, 1996, p.29)
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1.6.

1.7.

1.8.

Ejercicios: Analizamos también si hay ejercicios propuestos y su numero.
Sefialamos la posicion de ellos en el manual y si se aporta 0 no resolucion de los
mismos. También buscamos si hay ejercicios orientados para resolver con
ordenador. El tipo de ejercicios corresponde también a la clasificacion general
de las situaciones, establecida en la seccion 4.2.; esto es, si son numéricos,
abstractos, si trabajan procedimientos y buscan adquirir destrezas, si
corresponden a propiedades relacionadas con el tema o a aplicaciones de la
informatica, como en el caso de la figura 5.3.3., donde se aplica la divisibilidad a
los cddigos de una cuenta bancaria.

Ejercicio 12.20.* Un ndmero de cuenta bancaria consta de 20 digitos: los cuatro primeros
indican la entidad, los cuatro siguientes indican la oficina, los dos siguientes son digitos de
control y los diez Gltimos se corresponden con el ndmero de cuenta personal. Los dos
digitos de control se obtienen, el primero de los ocho digitos de la entidad y oficina y el
segundo del nimero de cuenta, de forma que son un test para verificar que el nimero es
correcto. Llamemos D al primer digito de control y C al segundo.

Entidad (4) Oficina (4) DC (2) N°Cuenta (10)
E, E, EzE4 Es Eg E; Eg DC N1 Ny N3 Ny N5 Ng N7 Ng Ng Nyg

Veamos como se calculan los digitos de control, para ello consideremos,

Figura 5.3.3. Ejercicio de aplicacion (Garcia-Mufioz et al., 2006, p.207)

Implementacion informética: En esta subcategoria analizamos si aparecen
cddigos o pseudocodigos para cada procedimiento.

Aplicaciones y su lugar en el texto: Son bastantes directas en esta tematica y
muy relevantes para el Grado en Ingenieria Informética. Observamos si se
explicitan y en qué forma. En ocasiones aparecen como ejercicio o0 como parte
bésica en la teoria de codigos, claves de dominio publico, etc. y tratadas en
capitulos o secciones bien distinguidos.

Lenguajes: Analizamos los tipos de lenguajes utilizados en el manual, seglin la

clasificacion realizada en la seccion 4.2.. Recordemos que distinguimos entre el
lenguaje propio de las matematicas y el lenguaje de programacion. Dentro del
lenguaje de las matemaéticas diferenciamos: natural-vernaculo (escrito), numérico,
tabular, grafico (ver figura 5.3.4.) y formal o algebraico o simbdlico, considerando
también el lenguaje recurrente.

Dentro del lenguaje de programacion, sefialaremos si se utilizan pseudocodigos

0 cddigos y en qué tipo de lenguaje: C, C++, Pascal, etc. o de software cientificos
como: Mathematica, Maple, etc.
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Teorema 1.4. Sea S un subconjunto de N que satisface las condiciones
(i)1€ 8,
(ii) para todo k € S, si k € S entonces k+ 1€ §

Entonces se tiene que S = N.

D&

o

1€5 keSS = k+1€5

Fig. 1.4 El principio de induccién

Figura 5.3.4. Lenguaje gréafico (Biggs, 1994, p.14)

3. Conceptos: Analizaremos si el manual contiene las definiciones de: divisor, primo,
irreducible, mcd y elementos asociados. También sefialaremos la configuracion
epistemica (CE_DI, CE_DFU, CE_DIP, CE_DE) segun la cual el autor ha realizado
la descripcion de dichas nociones, aclarando si se utiliza CE_Inicial.

En esta entidad analizamos, también, el tipo de definicion que aparece en el
manual, segun la clasificacion de la seccion 4.2. de esta memoria; esto es, si es
intuitiva o formal, y en este Ultimo caso destacaremos las recurrentes, axiomaticas
(por su relacion con esta memoria) y las definiciones a través del contrario.

4. Proposiciones: Analizamos si aparecen 0 no, cada uno de los resultados: teorema
fundamental de la aritmética, existencia y unicidad del mcd, algoritmo de la
division, algoritmo de Euclides e identidad de Bezout. También indicaremos segun
qué CE (cuando tenga sentido).

5. Procedimientos: En esta entidad observamos si el manual contiene procedimientos
para el calculo de: divisores, primos, irreducibles y mcd. Ademas, indicaremos si
contiene procedimientos para obtener la factorizacion en irreducibles, algoritmo de
la division y algoritmo de Euclides.

En el caso del calculo de la identidad de Bezout, distinguimos entre dos
procedimientos: el que realiza el célculo a través de los restos, por sustituciones
regresivas y el que utiliza férmulas recurrentes (ver procedimientos en CE_DE).
Siempre que tenga sentido, se sefialara la CE en la que se establece cada
procedimiento.
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6. Argumentaciones: En esta entidad nos fijaremos si existen, 0 no, demostraciones de
cada proposicion. En ocasiones, distinguiremos entre los dominios de los enteros,
los polinomios u otros dominios abstractos, pues las demostraciones son muy
distintas en cada uno de ellos.

Tambien analizamos el tipo de argumentos que hay a lo largo del texto,
siguiendo la clasificacion de la seccién 4.2.: deductivos, mediante el
contra-reciproco, por reduccién al absurdo, inductivos y constructivos.

Los argumentos mediante ensayo—error no es logico encontrarlos en un libro de
texto, sino que corresponden, mas bien, a la realizacion de préacticas por parte de los
estudiantes, generalmente informaticas. Asi este tipo de argumentos se abordara en
relacién al estudio de los significados personales de los estudiantes, que trataremos
en el capitulo 6 de esta memoria.

Todo lo anteriormente expuesto lo hemos resumido en la tabla 5.3.1. Esta sera la
plantilla que utilizaremos como herramienta de andlisis didactico para cada manual y
qgue nos servird de base para la investigacion acerca del significado institucional
pretendido del maximo comudn divisor, en cada libro de texto elegido, segun la
metodologia desarrollada en la seccion anterior.
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Tabla 5.3.1. Tabla para el analisis de manuales.

Entidades Subvariedades Consideraciones
Situaciones-  Extension Especificar nimero de paginas del manual
problemas y paginas donde aparecen los temas
tratados
Lugar y orden Capitulos y secciones en que se aborda
Dominios de definicién de N, Z, polinomios, DE, DIP, DFU y DI
cada concepto y proposicion
Elementos introductorios Idea de lo pretendido, conexion con lo
anteriormente estudiado, notas histdricas
Ejemplos Cantidad, posicion (antes o después de cada
concepto), aspecto (resaltados o no), tipo
(numerico, abstracto, procedimental, de
propiedades, de aplicaciones)
Ejercicios Cantidad, posicidn, tipo, si se aporta 0 no
resolucion
Implementacién informatica Si aparecen cddigos, pseudocodigos para
cada procedimiento
Aplicaciones y su lugarenel  Sistemas de numeracion, aritmética
texto modular, ecuaciones diofanticas, cddigos,
Criptografia...
Lenguajes de las Matematicas Natural—vernaculo, numeérico, tabular,
gréfico, simbolico, recurrente, algoritmico.
de programacion Pseudocddigos
Cadigos: tipo de lenguaje (C, C++, Pascal,
etc.) o programas cientificos (Mathematica,
Maple, etc.)
Conceptos-  Divisor, primo, irreducible, Segun las configuraciones epistémicas
definicion mcd, asociados (CE_DI, CE_DFU, CE_DIP, CE_DE)
Tipo de definiciones Intuitiva, formal, recurrente o inductiva,
axiomatica, a través del contrario.
Proposicio-  Teorema fundamental de la Si aparecen o no cada uno de los resultados
nes aritmética, existencia y y segin CE (cuando tenga sentido)
unicidad del med, algoritmo
de la division y de Euclides,
identidad de Bezout
Procedi- Calculo de: divisores, primos  Tipo segun las configuraciones epistémicas
mientos o irreducibles, factorizacion, (CE_DI, CE_DFU, CE_DIP, CE_DE). Para
alg. division, mcd, 1. Bezout. I. Bezout: Restos o férmulas recurrentes
Argumentos Demostraciones Si se desarrollan de cada proposicion

Tipo de argumentos en las
demostraciones y a lo largo
del texto

Deductivos, mediante el contra—reciproco,
por reduccion al absurdo, recurrentes o
inductivos, constructivos.
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5.4. Analisis de manuales

A continuacion, exponemos los resultados del andlisis realizado a los ocho
manuales elegidos. Comenzaremos cada analisis recabando los datos basicos del manual
(autores, afio y namero de la edicion, idioma en el que esta escrito, etc.) y donde lo
localizamos. En ocasiones, para clarificar, resumimos esta localizacion en la tabla 5.4.1.
En la primera columna aparecen todas las asignaturas con contenidos de divisibilidad v,
debajo de ellas, como se considera el manual (basico o de consulta). En gris claro, las
asignaturas que no recomiendan dicho manual en su bibliografia, como Algebra Lineal
y Estructuras Matematicas en la tabla 5.4.1.

Tabla 5.4.1. Localizacion de cada manual.

Asignatura Titulacion Universidad
Grado en Ingenieria Universidad de
Informatica Granada
Logica y metodos discretos
(bibliografia
fundamental/complementaria)
Algebra | Doble Grado en Ingenieria  Universidad de
(bibliografia fundamental Informética y Matematicas  Granada
/complementaria)
Logica y métodos discretos
(bibliografia fundamental
/complementaria)
Matematica Discreta Grado en Ingenieria Universidad de Jaén

(bibliografia basica/complementaria)  Informatica

Algebra
(bibliografia basica/complementaria)

Matemética Discreta | Grado en Ingenieria Universidad

(libro bésico/de consulta) Informatica Politécnica de Madrid
Matemaética Discreta | Grado en Matematicas e Universidad

(libro béasico/de consulta) Informatica Politécnica de Madrid

Estructuras algebraicas

'No hay bibliografia para el capitulo de aritmética modular

Posteriormente se adjunta la tabla 5.4.1.1. de analisis de cada manual
comentando, a través de las entidades primarias, lo mas significativo en el libro de
texto. El andlisis de las configuraciones epistémicas presentes en cada manual sera muy
relevante en esta investigacion. Concluiremos haciendo una valoracion de la idoneidad
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didactica en sus diversas componentes y considerando los indicadores descritos (seccién
3.1).

5.4.1. Analisis del manual 1

Este libro de texto titulado Matematica Discreta y sus aplicaciones, y cuyo autor
es K. H. Rosen (miembro distinguido de laboratorios AT&T, profesor en Monmouth
University, EEUU), ha sido seleccionado pues esta en la bibliografia basica o
fundamental que aparece en la tabla 5.4.1.1.:

Tabla5.4.1.1. Localizacién del manual 1.

Asignatura Titulacion Universidad
Grado en Ingenieria Universidad de
Informatica Granada

Logica y metodos discretos
(bibliografia fundamental)

Doble Grado en Ingenieria  Universidad de

Logica y métodos discretos Informética y Matematicas  Granada

(bibliografia fundamental)

Matematica Discreta Grado en Ingenieria Universidad de Jaén
(bibliografia béasica) Informatica
Matemética Discreta | Grado en Ingenieria Universidad
(libro bésico) Informatica Politécnica de Madrid
Matemaética Discreta | Grado en Matematicas e Universidad
(libro bésico) Informatica Politécnica de Madrid

Como vemos, este libro de texto aparece recomendado en la bibliografia basica
de asignaturas, en todas las universidades. Es, por tanto, un manual fundamental
recomendado para la ensefianza y el aprendizaje del estudiante. A pesar de que se
dispone de una séptima edicion, del afio 2012, en inglés, se recomienda en las guias
docentes la quinta edicion (2004), traducida al espafiol, y que serd objeto de nuestro
andlisis.
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Tabla 5.4.1.2. Andlisis del manual 1.

gjercicio).

Entidades

é Extension Consta de 860 paginas y se trata desde la pagina 140 a la 181.

s Lugar Capitulo 2. Los fundamentos: algoritmos, niUmeros enteros y matrices:

o e e, . . .

5 2.4. Enteros y divisién; 2.5. Enteros y algoritmos; 2.6. Aplicaciones de la
o teoria de nimeros.

c

§ Dominios Divisor y mcd: Z; Primo, teorema fundamental de la aritmética, algoritmo
2 definicion de la division, de Euclides y Bezout: N.

wn

Elementos Al principio de cada seccion hay idea de lo pretendido y el interés por sus

introducto-  aplicaciones. Notas historicas al introducir y en el pie de pagina

rios (imégenes de Euclides, Fermat, Mersenne). Las definiciones o teoremas
se deducen de ejemplos o conectan con CE_Inicial.

Ejemplos 45, en total de las tres secciones, antes y después de cada concepto y bien
resaltados. De tipo numérico, de aplicaciones a la informética y ejemplos
adicionales en web (marcados con icono).

Ejercicios 175, al final de cada seccion y se aporta solucion de los impares al final
del texto, marcados con asteriscos segun su dificultad. La mayor parte de
tipo numérico aunque también de aplicacion a la informatica. Alrededor
del 10 % son abstractos.

Al final del capitulo se aporta: un resumen de conceptos y resultados
clave, junto cuestiones de repaso (22), problemas complementarios (46),
ejercicios de programacion (27), problemas para resolver con programas
realizados (11) y propuestas de proyectos (19).

Implem. Pseudocodigos para algoritmo de Euclides. Se propone para la identidad

informatica  de Bezout en ejercicios.

Aplicacio- Aritmética modular (funciones de dispersion, nimeros pseudoaleatorios)

nesy su y Criptologia’, sistemas de numeracion, aritmética computacional con

lugar en el enteros grandes, pseudoprimos, Criptografia de clave publica?, cifrado y

texto descifrado RSA. Aparecen al final de cada seccién y en algunos ejemplos.
La seccion 2.6 sélo es de aplicaciones.

% Matemati-  Los mas presentes: natural-vernaculo, numérico y algebraico.
2, Cas Simbélico (mezclado con el natural-vernaculo para explicarlo), tabular
§ (criba de Eratostenes), grafico (figura) y algoritmico. También inductivo
(para el algoritmo de Euclides y la I. Bezout).
Programac.  Pseudocodigos
& Definicion Divisor: CE_DI; Primo: La de irreducible para CE_DI (CE_lInicial);
§ Irreducible y asociados: No aparecen; Mcd: CE_DI.
c
S Tipode Formales, deductiva (I. Bezout), inductiva (mcd de un numero finito), a
definiciones través del contrario (a no divide a b, nimero compuesto).
g Proposicio-  Teorema f. aritmética: CE_DFU; Existencia del mcd: CE_Inicial;
& nes Unicidad: No; Alg.de la division, alg. de Euclides e I.Bezout: CE_DE.
£ Si, calculo Divisores: CE_DE; primos: CE_Inicial (criba Eratéstenes) y CE_DI;
§ Factorizaciéon: CE_DFU; Alg. division: CE_DE; mcd: CE_Inicial,
o CE_DI, CE_DFU, CE_DE; I. Bezout: CE_DE (por restos, férmulas en
o
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No Teorema f. aritmética; Unicidad del mcd; Alg.de la divisién; I. Bezout

Arg.

Si Existencia del mcd, deductivos; Alg. Euclides, constructivos e inductivos

1Y% estudio de mensajes secretos

En el manual 1 (tabla 5.4.1.2.) podemos observar, a través de la entidad
situacion-problema, que, a pesar de que el curriculo correspondiente a este nivel se
centra en el estudio de la divisibilidad en los enteros, el autor realiza una fuerte
restriccion en los dominios de definicion considerados pues deriva frecuentemente en
los naturales (CE_lInicial). Esto le permite no abordar la unicidad del mcd, la
diferenciacion entre los conceptos de elemento primo e irreducible, el orden utilizado
para sefialar el “mayor” de los divisores comunes, etc. Para estudiar estas cuestiones es
necesario recurrir a dominios mas amplios, lo que requiere un mayor nivel de
abstraccion y permite el paso de lo particular a lo general, imprescindible, por ejemplo,
en el estudio de la divisibilidad en el anillo de polinomios, que no es abordado en este
texto.

En resumen, podemos decir que el camino propuesto para el estudio del mcd en
este texto se basa fuertemente en CE_Inicial y posteriormente pasa de forma muy sutil a
CE_DlI, evitando las cuestiones tediosas y mas abstractas que antes hemos nombrado.
La importancia de lo particular frente a lo general es asi muy destacada. Su objetivo es
Ilegar a obtener procedimientos para el célculo a través del algoritmo de Euclides y la
identidad de Bezout siendo de gran relevancia sus aplicaciones. Asi, es muy
significativa la ausencia de CE_DIP frente a la presencia de CE muy procedimentales
como CE_DFU (importante en criptologia) y sobre todo de CE_DE, la mas eficiente
respecto a los métodos de célculo e imprescindible en sus aplicaciones a partir de la
aritmética modular. Esta eleccion le permite aportar pseudocddigos para algunos
procedimientos y que estos se puedan implementar en el ordenador.

En cuanto al tipo de situaciones, podemos observar que hay una gran variedad y
cantidad de ejemplos y ejercicios como se informa en el prélogo: “ejemplos para ilustrar
conceptos, relacionar diferentes materias y exponer posibles aplicaciones (...) a una
amplia variedad de areas, entre las que se incluyen las ciencias de la computacion”
(Rosen, 2004, p.xiv). A destacar la posicion de los mismos: ejemplos introductorios
anteriores al concepto, también posteriores al mismo y bien delimitados (ver figura
5.4.1.1.), hay problemas directos encaminados a desarrollar técnicas bésicas y también
se aportan ejercicios de programacion, en la materia estudiada, para desarrollar con el
ordenador. Aparecen al final de cada seccion un blogue de “Problemas” de los que se
aporta la resolucién al final del libro (los impares) y también hay variedad respecto a los
problemas complementarios entre los que se encuentran los mas abstractos. Sin
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embargo, la mayor parte de los ejercicios son de tipo numérico (se corresponde con la
faceta particular).

Lo anterior se pone de manifiesto en la entidad primaria lenguaje, con una fuerte
presencia del lenguaje numérico. Utiliza también el lenguaje algoritmico pues, como el
mismo autor sefiala, hay importantes ejemplos de algoritmos en los nimeros enteros,
como el algoritmo de Euclides y el extendido. Destaca el uso del lenguaje programacién
ofreciendo pseudocodigo para el algoritmo de Euclides. El lenguaje inductivo tiene poca
presencia; por ejemplo, las formulas recurrentes para la obtencion de la identidad de
Bezout, se exponen en un ejercicio y se propone también implementarlas en el
ordenador. Incluso podemos observar que no aparece el lenguaje axiomatico que
corresponde a entornos mas abstractos.

Sin embargo, aparece el lenguaje formal o algebraico y el lenguaje
natural-vernaculo tiene una gran presencia: “los primos son los «ladrillos» con los que
se construye todo entero positivo, como muestra el teorema fundamental de la
aritmética” (ibid., p.142). También se utiliza para combinarlo con el lenguaje simbélico,
como se pone de manifiesto en la definicion de mcd: “El mayor entero d tal que dja y
db” (ibid., p.146). O también introduciendo la notacién para los divisores como en la
figura5.4.1.1.

DEFINICION 1 Siay b son enteros, a # 0, decimos que a divide a b si existe un entero ¢ tal que b = ac, Cuan-
do a divide a b decimos que a es un factor (o divisor) de b y que b es un miltiplo de a. La no-
tacién a| b indica que a divide a b. Escribimos que a b cuando a no divide a b.

Observacién: Podemos expresar a|b usando cuantificadores como 3¢ (ac = b), donde el dominio
es el conjunto de los enteros.

En la Figura 1, los nimeros dispuestos en linea indican qué enteros son divisibles por el en-
tero positivo d.

Y

Figura 1. Enteros divisibles por el entero positivo d.

EJEMPLO1 Determinasi 3|7y si3]12.

Solucién: Se tiene que 347, puesto 7/3 no es un entero. Por otra parte, 3| 12, puesto que
12/3 =4,

Figura5.4.1.1. Manual 1. (Rosen, 2004, p.141)

Notemos la forma en que introduce el uso de los cuantificadores, en la
“observacion” de la figura 5.4.1.1. “Podemos expresar a | b usando cuantificadores
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como 3c (ac=b)...” (ibid., p.141) y, en el ejemplo posterior de la figura 5.4.1.1., explica
la diferencia entre “a | b” (a divide ab) y a/ b (la fraccion %).

Los lenguajes tabular y grafico son poco frecuentes. El tabular aparece en la
criba de Eratostenes (ibid., p.428) y el lenguaje grafico se utiliza para explicar la nocién
de divisor o multiplo, como vemos en la figura 5.4.1.1.

En general, en la entidad conceptos, observamos que las definiciones de divisor
y mcd corresponden a las establecidas en CE_DI. Sin embargo, CE_DE es utilizada
como introduccion y en la mayoria de los ejemplos, pues es mas procedimental, y se
restringe realmente al caso de los enteros positivos. La equivalencia entre ambas
definiciones no se establece de forma explicita, sino que se realiza de forma
transparente, lo que es posible porque parte de CE_Inicial y no trabaja en dominios mas
generales y abstractos.

Es significativo, en esta entidad, que la definicion que se proporciona de
namero primo es la correspondiente a la de elemento irreducible en un DI y s6lo se
establece para enteros mayores que 1. La definicion de elementos asociados, no aparece
en ningun momento, por ser trivial en los naturales.

Respecto al tipo de definiciones que hay en el manual, podemos observar que
se trata de definiciones formales, pero con un enfoque intuitivo utilizando CE_Inicial.

En la entidad proposiciones, destacamos que los teoremas se presentan
nuevamente en dominios muy restrictivos, que no posibilitan la generalizacion. Es el
caso del teorema fundamental de la aritmética, enunciado sobre los naturales, o del
algoritmo de la division, donde s6lo considera divisores mayores que cero. Esto ultimo
se debe a que inmediatamente interpreta los restos en términos de congruencias donde
dividir, entre n, solo precisa que éste sea de tal naturaleza; es decir, positivo.

Los procedimientos observados en este manual son multiples y diversos. Para
cada nocion tratada se explicita un procedimiento de célculo. Se han puesto de
manifiesto en este texto los procedimientos de todas las configuraciones epistémicas
salvo en la de DIP, sin establecer ninguna equivalencia o relacion entre ellos, pues ésta
surge de forma intuitiva.

En lenguaje informatico se proporciona pseudocddigo para el algoritmo de
Euclides. Sin embargo no aparecen implementados otros procedimientos relativos a la
factorizacion en primos o identidad de Bezout. Para esta ultima s6lo se expone el
procedimiento resultante de sustituir los restos de forma regresiva para obtener la
combinacion lineal. Queda propuesto, en el apartado de problemas, el calculo a través
de férmulas recurrentes y su traslado al ordenador.

84



CAPITULO 5.
Analisis de manuales

Es muy significativa, en este manual, la ausencia de demostraciones para la
mayoria de proposiciones. Respecto de la identidad de Bezout, el autor argumenta que
“no se hara una demostracion formal del teorema” (ibid. p.167) remitiendo a una
referencia bibliografica. Sélo aparece una demostracién inmediata, que parte de
CE_inicial (la unicidad del mcd) y la del algoritmo de Euclides, que utiliza argumentos
constructivos para obtener el mcd.

Este andlisis de las entidades primarias muestra un libro de texto con una gran
cantidad de situaciones, variedad en los tipos de lenguajes (mezclados con el
natural-vernaculo) y que dota de relevancia a las aplicaciones informaticas,
relacionando asi los contenidos intra e interdisciplinares que contribuyen a la formacion
socio-profesional de estos estudiantes, por lo que la idoneidad ecoldgica es alta. A su
vez estas tareas son motivadoras para dichos alumnos ya que pueden valorar la utilidad
de las matematicas en la vida profesional, lo que es un indicador de una buena
idoneidad afectiva, subrayada también por la conexion con CE_Inicial.

Enlazar con ideas previas, posibilita que los contenidos se puedan alcanzar con
una dificultad manejable, lo que nuevamente indica una buena idoneidad afectiva y
también cognitiva, pues “el acoplamiento progresivo entre los significados personales
iniciales de los estudiantes y los significados institucionales planificados” (Godino,
2013, p.121) promueve el logro de los estudiantes. Sin embargo, en este nivel educativo
la faceta cognitiva requiere del desarrollo de una comprension conceptual, proposicional
y argumentativa que promueva el paso del extensivo al intensivo; esto es, que realice el
proceso de generalizacion, propio de la etapa universitaria. Uniendo ambas
apreciaciones podemos decir que la idoneidad cognitiva es media.

En lo que respecta a la faceta epistémica, un buen indicador es la riqueza y
variedad de situaciones (ejemplos, tipos de ejercicios y actividades propuestas,
aplicaciones), la claridad y correccion con que se exponen las definiciones,
proposiciones y procedimientos y, la diversidad de elementos linglisticos utilizados.
“Sin embargo, aunque las situaciones problema constituyen un elemento central el logro
de wuna idoneidad epistémica alta requiere también atencién a las diversas
representaciones 0 medios de expresion, las definiciones, procedimientos,
proposiciones, asi como las justificaciones” (Godino, 2013, p.120) y es aqui donde
encontramos dos carencias destacadas de este manual que indican una idoneidad
epistémica media. Por un lado, no aparecen desarrolladas demostraciones de ningun
resultado, salvo algin argumento intuitivo o enlazado con CE_Inicial y alguno
constructivo que, en realidad expone un procedimiento de célculo.

Por otra parte, no se proporciona una clara identificacion de los diversos objetos
(primos o irreducibles, asociados) pues en dominios de definicibn muy restrictivos,
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como los naturales, estos coinciden y solamente adquieren su significado en ambientes
generales, trabajando en CE_DI. Se produce un conflicto de significado cuando es
necesaria su diferenciacion y relacion en otros dominios como el anillo de polinomios.

Asi, el estudio en lo particular, obviando el proceso de generalizacion, provoca
un conflicto semidtico potencial en el estudiante que no puede realizar el paso a la
abstraccion. A este conflicto lo llamaremos el conflicto semiotico de la generalizacion.

5.4.2. Analisis del manual 2

Este libro de texto, escrito por N. L. Biggs (profesor en la Universidad de
Londres), se titula Discrete Mathematics. Se recomienda en todas las universidades
analizadas (segun la tabla 5.4.2.1.), la version traducida al espafiol por M. Noy (profesor
de la Universidad Politécnica de Catalufia) en el afio 1994, y que analizamos en esta
seccidn, aunque hay una nueva edicion, en inglés, del afio 2002.

Tabla 5.4.2.1. Localizacién del manual 2.

Asignatura Titulacion Universidad
Grado en Ingenieria Universidad de
Informatica Granada

Logica y métodos discretos
(bibliografia fundamental)

Matematica Discreta Grado en Ingenieria Universidad de Jaén
(bibliografia basica) Informaética
Algebra

(bibliografia complementaria)

Matematica Discreta |

(libro bésico) Grado en Ingenieria Uni_versi_dad
Informatica Politécnica de
Madrid
Mate(?iwgrtcl)cgélgilig)reta I Grado gn_ Matematicas e Uni_vgersi_dad
Informatica Politécnica de
Madrid

Como observamos, se trata de un libro, considerado basico por los profesores
que imparten las asignaturas, para la ensefianza y aprendizaje de esta temaética.
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A continuacion, presentamos el analisis didactico realizado al manual 2, a través
de la plantilla de analisis didactico que exponemos en la tabla 5.4.2.2.

Tabla 5.4.2.2. Andlisis del manual 2.

Entidades

é Extension Consta de 545 paginas y se trata: desde la pagina 16 a la 29 (capitulo 1),

< desde la 128 a la 148 (capitulo 6) y desde la 362 a la 386 (capitulo 15).

g_ Lugar Capitulo 1. Enteros: 1.5. Cociente y resto; 1.6. Divisibilidad; 1.7. El

3 méaximo comun divisor; 1.8. Factorizacion en nimeros primos; 1.9. Ejer-

s cicios diversos.

§ Capitulo 6. Aritmética modular: 6.1. Congruencias; 6.2. Z, y su aritmé-

> tica; 6.3. Elementos invertibles de Z,,; 6.4. Construcciones ciclicas de
disefios; 6.5. Cuadrados latinos; 6.6. Ejercicios diversos.
Capitulo 15. Anillos, cuerpos y polinomios: 15.1. Anillos; 15.2. Elemen-
tos inversibles de un anillo; 15.3. Cuerpos; 15.4. Polinomios; 15.5. El
algoritmo de la division para polinomios; 15.6. El algoritmo de Euclides
para polinomios; 15.7. Factorizacidn tedrica de polinomios; 15.8. Facto-
rizacion préctica de polinomios; 15.9. Ejercicios diversos.

Dominios Divisor y mcd: Z y polinomios; Primo, teorema fundamental de la

definicion aritmética: N; Irreducible: polinomios; algoritmo de la divisién: Z (divisor
positivo) y polinomios (K[x], K cuerpo); algoritmo de Euclides y Bezout:
Z y polinomios; Asociados: no aparece.

Elementos Las definiciones o teoremas se deducen de ejemplos o conectan con

introducto-  CE_Inicial.

rios

Ejemplos Habitualmente un ejemplo después de cada concepto y resultado. En
ocasiones, también antes de los mismos, para introducir. De tipo
numeérico, alguno abstracto.

Ejercicios Hay alrededor de 5 al final de cada seccion vy, al final de cada tema, una
seccion titulada Ejercicios diversos, con 20 items, aproximadamente,
donde se incluyen algun ejercicio de ampliacion, propiedad, aplicacion,
etc. Al final del texto se aporta la solucion de algunos ejercicios pero no el
procedimiento.

Implem. Si, poca y en otros capitulos como el de Algoritmos.

informética

Aplicacio- No aparecen dentro del tema sino a lo largo del texto y relacionadas con

nesy su otras teorias. Aplicaciones: Aritmética modular, sistemas de numeracion,

lugar cuadrados latinos, etc.
% Matematica  Los mas presentes: natural-vernaculo y simbélico (mezclado con el
= natural—vernaculo para explicarlo). También algoritmico, numérico e
S inductivo (para el algoritmo de Euclides y la I. Bezout); tabular
- . e [
(operaciones en Z,,) y gréficos (dibujosparaZ y Z,).

Programac.  Pseudocodigos (para sistemas de numeracion) y referencias a lenguaje

Pascal. En ejercicios se propone el algoritmo de Euclides.
g Definicion Divisor: CE_DE, CE_DI; Primo: La de irreducible para CE_DI,
§ (CE_Inicial), CE_DI (teorema 1.8.1); Irreducible: CE_DI; Mcd: CE_DI.
O Asociados: No aparece.

87



TESIS DOCTORAL
Carmen Ordofiez Cafiada

Tipo de Formales, deductiva (I. Bezout), inductiva (mcd de un numero finito), a
definiciones través del contrario (a no divide a b).

S Proposicio-  Teorema f. aritmética: CE_DFU; Existencia del mcd: No se plantea

& nes (CE_Inicial); Unicidad: Si (impone criterio: entero positivo o polinomio
monico); Alg.de la division, alg. de Euclides e 1.Bezout: CE_DE.

?é No Primos

DE_ Si, célculo Divisores: CE_DE; Factorizacion: CE_lInicial; Alg. division: CE_DE;
mcd: CE_DFU, CE_DE; I. Bezout: CE_DE (por restos).

5’ No Existencia del mcd en los enteros (trivial por la CE_Inicial)

Si/ Tipo Todas

I. Bezout, deductivos; Alg. Euclides, constructivos e inductivos

En este manual la divisibilidad se aborda en tres capitulos: en el primero se
estudian las nociones en el dominio de los nimeros enteros; en el capitulo 6 se dedica a
aplicaciones, entre ellas la aritmética modular (estudio minucioso) y en el ultimo se
ocupa de la divisibilidad en polinomios. Asi, los dominios de definicion que intervienen
son Z y el anillo K[x] (K cuerpo), aunque en ocasiones, como en el algoritmo de la
division o el teorema fundamental de la aritmética, realiza una restriccion a los enteros
positivos enlazando, asi, con la CE_Inicial.

El resto es cero v tenemos que
z* +5= (32 +5)(5z + 1),
de manera que 3z + 5 es un med. De la primera ecuacién obtenemos

32+5=(2+222 +2+1) — (z+2)(z* +5)
=(1:3+2x2+x+1)+(63¢+5)($2+5),

que tiene la forma requerida con A(z) =1y p(z) = 6z +5.

Figura 5.4.2.1. Manual 2. Identidad de Bezout en Z,[x] (Biggs, 1994, p.378)

Los ejemplos son muy ricos y variados. Por ejemplo, propone el célculo de la
identidad de Bezout para el anillo de polinomios con coeficientes en Z; (Biggs, 1994,
pp.377-378) muy interesante y nada trivial para el estudiante (ver el resultado en la
figura 5.4.2.1.), lo que muestra la cuidada seleccién de los ejemplos.

Los ejercicios de cada seccion se relacionan con lo expuesto.
Fundamentalmente, son para adquirir destrezas y hay, también, algunos abstractos.
También hay ejercicios diversos, al final del capitulo.

Las aplicaciones se encuentran repartidas a lo largo del texto y no se expone, en
la mayoria de los casos, su relacion con la Informética explicitamente. Asimismo hay
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pocos procesos implementados y se desarrollan en el capitulo de algoritmos o
posteriores y no en el momento de enunciarlos.

Utiliza para la programacion, pseudocodigos y algo de lenguaje Pascal. La
variedad linglistica en el texto es muy amplia, se utilizan todos los tipos de lenguajes,
incluso dibujos o representaciones, con un sentido metaférico. Muestra de ello es la
figura 5.3.4, mostrada en la seccion anterior, que ilustra el teorema de induccion.
También, la figura 5.4.2.2. es un ejemplo de esta cuestion, mostrando dibujos o
representaciones para los enteros y Zn,. Notemos que utiliza la expresion ciclico para
Zs, distinguiéndolo de Z, lo que supone un conflicto semidtico importante, en Algebra,
pues es conocido que Z, como grupo, es ciclico (en el sentido de la teoria de grupos), de
forma que la imagen que se ofrece en la figura 5.4.2.2. puede suponer un conflicto para
el lector.

en Z,, tenemos una especie de orden ciclico, representado por un conjunto
de puntos regularmente espaciados en un circulo (figura 6.1). Por este
motivo, la aritmética en Z,,, o la aritmética modular, se ensena a veces en
la escuela como la “aritmética del reloj”.

®ro
[ N
[ J=]
[ X

2
*— o o @

Fig. 6.1 Dibujos de Z y Z,,..

Figura 5.4.2.2. Manual 2. Lenguaje grafico (Biggs, 1994, p.134)

Las definiciones, usualmente, se establecen segin la CE mas general; esto es
CE_DI. Aunque explicitamente no aparece el concepto de elementos asociados, lo
utiliza para tratar la unicidad del mcd tanto en los enteros como en los polinomios. Esta
cuestion de la unicidad la resuelve eligiendo el entero positivo o el polinomio moénico de
entre todos los asociados. Las definiciones y proposiciones son todas formales aunque
utiliza el lenguaje natural-vernaculo para explicarlas. Ademas, hay una gran riqueza
argumentativa, con desarrollos muy formales. Resalta la dificultad de alguna de ellas,
como en el caso de la factorizacion en primos, expresando:

La facilidad con que hemos establecido la existencia de factorizaciones
esconde dos dificultades importantes. En primer lugar, el problema de hallar
los factores primos no es en modo alguno trivial; y en segundo, no es
evidente que exista una uUnica factorizacion en primos para un entero
cualquiera n >2. (Biggs, 1994, p.25)
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Los procedimientos ocupan un lugar importante como muestra la frecuencia con
que aparece CE_DE. En el prologo resalta la intencionalidad del manual: “Pretende
cubrir el material necesario para aquellos estudiantes que utilizan las matematicas como
una herramienta” (ibid., p.l). No aparece calculo de los primos, conocido de CE_ Inicial.

Por lo tanto, en el manual 2 encontramos todas las configuraciones epistémicas,
salvo CE_DIP, quien aporta el orden sobre cadenas de ideales 0 argumentaciones muy
depuradas, pero que este autor resuelve en los casos particulares donde se desarrolla el
estudio de la divisibilidad (enteros y polinomios). Hay, asi, una fluencia argumentativa
importante que junto con la gran variedad de lenguajes y situaciones—problemas, la
claridad y correccion en las definiciones, proposiciones y procedimientos, nos llevan a
considerar una alta idoneidad epistémica.

La relacion y diferenciacion entre primo e irreducible se realiza de forma
subliminal, mostrandola, a pesar de no abordarla en profundidad. También la relacién
con CE_Inicial es transparente, dejando en manos del lector los conocimientos previos
adquiridos. Sin embargo hemos sefialado como el manual promueve la comprension e
incide en aspectos que conllevan especial dificultad y que pueden dar lugar a conflictos
semidticos. Entonces, podemos decir que la idoneidad cognitiva es alta.

Respecto a la idoneidad interaccional, resaltamos que es un texto con una
presentacion clara y bien organizada enfatizando las cuestiones claves del tema y
sefialando conflictos semioticos potenciales. Ademas, facilita y promueve cierta
autonomia pues los ejemplos han sido cuidadosamente elegidos y propone ejercicios
diversos, con sus soluciones. Estos indicadores nos muestran una idoneidad
interaccional alta.

A pesar de la variedad de aplicaciones, la gran presencia de lenguajes
natural-vernéculo y gréafico (a través de dibujos o representaciones), consideramos la
idoneidad afectiva media ya que el estudiante no ve claramente la utilidad de esta
tematica en su vida profesional (las aplicaciones no se conectan con la informatica).
Esto, unido al uso de pseudocodigos y algoritmos para implementarlos en el ordenador
(no muy abundantes) nos dan a una idoneidad ecoldgica y mediacional media—alta.

5.4.3. Analisis del manual 3

Este manual, titulado Matematica discreta, esta escrito por F. Garcia Merayo. La
tercera edicion del libro ha sido editada por Paraninfo en el afio 2015 y es la que
analizamos. Es un texto recomendado en la bibliografia basica de la asignatura de la
Universidad de Jaén y como libro de consulta en la Universidad Politécnica de Madrid
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(tabla 5.4.3.1.) Por tanto, se trata de un libro de texto fundamental para la ensefianza y
aprendizaje de la divisibilidad en el Grado en Ingenieria Informatica, por las
Universidades de Jaén y Politécnica de Madrid. La tabla 5.4.3.2. muestra el analisis
didactico realizado al manual.

Tabla 5.4.3.1. Localizacién del manual 3.

Asignatura Titulacion Universidad
Matemaética Discreta Grado en Ingenieria Universidad de Jaén
(bibliografia basica) Informatica

Algebra

(bibliografia basica)

Matemética Discreta | Grado en Ingenieria Universidad
(libro de consulta) Informaética Politécnica de
Madrid
Matematica Discreta | Grado en Matematicas e Universidad
(libro de consulta) Informaética Politécnica de
Madrid

Los dominios de definicién en la entidad situaciones—problemas arrojan que la
mayor parte de los objetos matematicos se estudian dentro de los nimeros naturales, lo
que evidencia la fuerte presencia de la CE_lInicial. Incluso cuando los conceptos o
resultados se enuncian en el conjunto de los enteros, los ejemplos se presentan en los
naturales.

Tabla 5.4.3.2. Andlisis del manual 3.
Entidades

Extension Consta de 656 paginas y se trata desde la paginalalala 75.

Lugar Capitulo 1. Teoria de nimeros: 1.1. Introduccion; 1.2. Cociente exacto;
1.3. Cociente entero; 1.4. Division euclidea; 1.5. Algoritmo de la
numeracion; 1.6. Numeros primos y compuestos; 1.7. Maximo comun
divisor; 1.8. Minimo comun mdaltiplo; 1.9. Congruencias; 1.10.
Ecuaciones de congruencia; 1.11. Restos potenciales; 1.12. Ecuaciones
diofanticas; 1.13. Fracciones continuas.

Situaciones-problemas
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Dominios Divisor, mcd, algoritmo de la division, de Euclides: Z (realmente N);
definicion Primo, teorema f. aritmética, y Bezout: N. Asociados e irreducible: no.
Elementos Al principio de cada seccion hay idea de lo pretendido enlazando con la
introducto-  CE_Inicial. En muchas ocasiones se utilizan ejemplos para introducir y
rios conectar con CE_Inicial tanto en definiciones como en teoremas. Notas
historicas al introducir y mezclados con el texto (imagenes de Gauss,
Euclides, Eratostenes).
Ejemplos Muchos, entre tres y cinco después de cada concepto y resaltados. La
mayoria de tipo numérico, y se trabajan ampliamente los procedimientos.
Ejercicios No aparecen ejercicios, explicitamente, pero el nimero de ejemplos es tan
amplio, que algunos pueden considerarse como ejercicios y se trabajan
enlazados con el concepto o procedimiento.
Implem. Pseudocodigos para factorizacion en primos, comprobacion de si un
Informatica  ndmero es primo, algoritmo de Euclides.
Aplicacio- Aparecen bajo epigrafe “Aplicaciones” (en total 8): pseudocddigos o
nesy su tratamiento informatico de procedimientos que trabaja y cuestiones
lugar en el relacionadas o interesantes en informética (conteo de divisores,
texto localizacion de ficheros en un ordenador, nimeros aleatorios,..). También
incorpora otras aplicaciones en secciones (la 1.5. y desde la 1.9 a la 1.13).
% Matematica  Los mas presentes: numeérico y algebraico.
3 Muy usado el lenguaje tabular (criba de Eratdstenes, factorizacion en
S primos, algoritmo de Euclides, divisores de un nimero, tablas de
- aritmética modular). También grafico (multiplos) y simbdlico y
natural-vernaculo, para restar formalismo. Hay lenguaje algoritmico e
inductivo (algoritmo de Euclides y teorema f. de la aritmética,
respectivamente).
Programac.  Pseudocodigos.
& Definicion Divisor: CE_DE; Primo: La de irreducible para CE_DI (CE_Inicial);
§ Irreducible y asociados: No aparece; Mcd: CE_DI (CE_lnicial).
c
S Tipode Intuitivas (divisor), deductiva (divisor), inductiva (mcd de un nimero
definiciones finito), a través del contrario (a no divide a b, nGmero compuesto).
S Proposicio-  Teorema f. aritmética: CE_DFU; Existencia y unicidad del mcd: No
T nes (CE_Inicial); Alg.de la division, alg. de Euclides e I. Bezout: CE_DE.
S Si, calculo Divisores: CE_DE; primos: CE_Inicial (criba Eratéstenes) y CE_DlI;
S Factorizacién: CE_DFU; Alg. Division: CE_DE; mcd: CE_Inicial,
o CE_DI, CE_DFU, CE_DE; I. Bezout: CE_DE (por restos).
2 No Teorema fundamental aritmética (unicidad) y existencia y unicidad de
§ mcd (no planteadas).
S g [Tipo Todas las proposiciones enunciadas menos la unicidad del teorema
% fundamental de la aritmética, bien resaltadas.
o
b Deductivos; algoritmicos, constructivos e inductivos (factorizacion, alg.

Euclides e I. Bezout). También, mediante el contra—reciproco

Es un texto disefiado para el trabajo autonomo del estudiante y el desarrollo de
destrezas procedimentales, lo que se pone de manifiesto en la importancia dada a los
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ejemplos, tanto por el numero alto que proporciona, de tres a cinco de cada objeto
matematico estudiado (lo que justificaria la ausencia de ejercicios propuestos), como
por la variedad de casos que trata. Como el mismo autor expresa:

Hemos creido que la mejor manera de aprender es la de acompanar la teoria
con ejemplos. Por ello, (...) se ha sustituido, en ciertos casos, la
demostracion de teoremas por la practica derivada de los mismos, es decir,
los ejemplos incluidos se han disefiado para acompafiar las ideas
matematicas en las que estan basados esos teoremas. (Garcia-Merayo, 2015,
p.XVII)

Los ejemplos son, fundamentalmente, de tipo numérico y, en ocasiones,
proporcionan procedimientos de la CE_lInicial, como la factorizacion en primos de la
figura 5.4.3.1. En ella observamos que se aporta: la resolucion segun CE_Inicial, el
pseudocadigo para el procedimiento y la salida en tablas del mismo.

PROCEDIMIENTO FACTORIZACION

CE_Inicial: NeM
De-2
Je1
PARAI N =M HASTA N =1
1681 2 PARA2 (N MOD D) #0
84 2 DeD + 1
FIN-PARA2
3 PRIMO (J) < D
4212 = 168=2-3-7 EXPONENTE (J) « 0
PARA3 (N MOD D) = 0
213 EXPONENTE (J) < EXPONENTE (J) + 1
NeN/D
7 FIN-PARA3
Jed + 1
1 FIN-PARA1

FIN-PROCEDIMIENTO

Al aplicar este procedimiento al nimero 168 de uno de los ejemplos precedentes,
las dos tablas lineales obtenidas, serian:

Primo 21317

Exponente 3111

con lo que 168 =2%-3-7.

Figura 5.4.3.1. Manual 3. Descomponer 168 en primos (Garcia-Merayo, 2015, pp.16-17)

Aparecen muchas aplicaciones a la informatica y se presentan pseudocddigos
para distintos procedimientos (figura 5.4.3.1.). Por tanto, el lenguaje de programacion
esta presente.

Es muy notable la gran variedad de lenguajes a lo largo del desarrollo; en
especial, es muy utilizado el tabular que, en ocasiones, se conecta con la salida de los
programas (figura 5.4.3.1.). Se utiliza también el lenguaje tabular para recoger, de forma
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ordenada, los distintos calculos, como en los procedimientos para el calculo de divisores
(figura 5.4.3.2.) o el algoritmo de Euclides (figura 5.4.3.3.).

0O Veamos otra forma ordenada de obtener todos los divisores de un niimero. Sea este,
por ejemplo, el 864. Se descompone en sus factores primos:

864 =25 - 33

Se dispone ahora la tabla que se indica con los miltiplos de 2 y de 3, hasta 25 y 33,
incluyendo el 1 =2°=3°,

3P=27+— 5T— 10i8— 216 — 432 — 864
| | |

9t— 1&|}—3I5— 7'2— 144 — 288
| I

3t—6— 12— 24— 48— 96
| | | | |

1 2 4 8 16 32=2

El total de divisores es t=6 - 4 = (5+1) (3+1) =24 O

Figura 5.4.3.2. Manual 3. Célculo de divisores (Garcia-Merayo, 2015, p.34)

O Dados a = 198 y b = 74, el algoritmo de Euclides aplicado, produce las siguientes

igualdades:
2 1 2 12 198 = ?4 . 2 + 50
74=50- 1+24
198| 74| 50| 24 2
50=24- 2+ 2

o01 241 21 0 2= 2-12+ 0
por lo que d = med (198, 74) = 2. Entonces, para encontrar los coeficientes s y ¢,
coeficientes de Bezout, procederemos de la forma siguiente:
2=50-24-2=
=50-(74-50)-2=50+3-74-2=
=(198-74-2)-3-74-2=
=198-3+74-(-8)
Portanto, s =3 y t =—8 y med (198,74) =198 + 3 + 74 (-8). O

Figura 5.4.3.3. Manual 3. Algoritmo de Euclides (Garcia-Merayo, 2015, p.29)

El autor intenta evitar el formalismo matematico en el texto como explica en el
prologo: “Nos hemos esforzado en presentar los conceptos de la forma mas intuitiva.
Por ello, y en muchos casos, hemos preferido mostrar los teoremas de forma practica
antes que demostrarlos” (ibid., p.XIll). Esto se refleja en la entidad conceptos, donde la
intuicion, basada en CE_Inicial, es un recurso frecuente.

Tambien las proposiciones y argumentaciones se ven afectadas por lo anterior.
Las proposiciones se presentan mostrando, principalmente, su utilidad. Las
demostraciones mas dificiles matematicamente, como la unicidad de la factorizacién en
primos, no se aportan, mientras que, para la factorizacion, se utiliza una demostracion
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que permite construir el método estudiado en Educacion Primaria y del que aporta
pseudocddigo para su implementacion en el ordenador (figura 5.4.3.1.). Asi los
argumentos procedimentales y el uso del lenguaje algoritmico, son destacables.

Frente a esto, los procedimientos ocupan un lugar central en el texto y estan
enfocados, tanto para adquirir destrezas, a partir de los ejemplos, como para trasladarlos
a lenguaje de programacion. De ahi que las configuraciones mas presentes sean CE_DE,
CE_Inicial y CE_DFU. Tiene poca representacion CE_DI y no aparece CE_DIP. Esto
provoca carencias en este manual, fuente de conflictos semidticos potenciales,
relacionadas con la ausencia de la nocion de elemento irreducible y su relacion con los
primos, y el planteamiento de la unicidad del mcd a través del estudio de los asociados.
Esto es un indicador deficiente para la idoneidad epistémica; sin embargo, encontramos
una gran variedad de lenguajes utilizados y riqueza en las situaciones de aplicacion, lo
que nos lleva a calificar la idoneidad epistémica como media.

La aportacion de pseudocodigos y las aplicaciones a la informética nos permiten
hablar de una idoneidad ecoldgica alta. Si, ademas consideramos el hecho de contener
un gran numero de ejemplos entorno a los objetos mateméticos estudiados, que
promueven la autonomia en el aprendizaje, podemos afirmar que la idoneidad
interaccional es muy alta.

La utilizacion de recursos informaticos, asi como las aplicaciones y elementos
introductorios que ponen de manifiesto la utilidad de las matematicas en el desarrollo
socio—profesional, permiten evaluar las idoneidades mediacional y afectiva altas.

Por ultimo, consideramos que la idoneidad cognitiva es alta puesto que el
manual 3 enlaza con los conocimientos previos del alumno (CE_lInicial) y realiza la
mayoria de las demostraciones aunque tiene una cierta carencia relativa al desarrollo de
la competencia argumentativa, estando sesgado hacia lo procedimental.

5.4.4. Analisis del manual 4

Este texto titulado Classic Algebra, escrito por P. M. Cohn (University College
London, UK), ha sido seleccionado por su localizacion, segun la tabla 5.4.4.1.

El manual 4 lo encontramos en la bibliografia complementaria para el Grado en
Ingenieria Informética de la asignatura Matematica Discreta (Universidad de Jaén) asi
como en la asignatura Algebra I, del Doble Grado en Ingenieria Informatica y
Matematicas (Universidad de Granada).; por lo tanto, estd mas orientado para un uso
complementario y mas cercano al grado de Matematicas. Analizamos la tercera edicion,
del afio 2000, en inglés.
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Tabla 5.4.4.1. Localizacién del manual 4.

Asignatura Titulacion Universidad
Algebra | Doble Grado en Ingenieria Universidad de
(bibliografia fundamental) Informética y Matematicas Granada
Matemética Discreta Grado en Ingenieria Universidad de Jaén
(bibliografia complementaria) Informaética
Algebra

(bibliografia complementaria)

La entidad situacion-problema (tabla 5.4.4.2.) muestra que el primer dominio de
definicion donde el manual trabaja la divisibilidad es el conjunto de los ndmeros
enteros. En él se presentan tres de las cuatro configuraciones epistémicas, pero
utilizando un nivel de abstraccion que le permite hacer el paso desde lo particular (los
enteros) a lo general, representado en el estudio en dominios generales como DI, DFU y
DE. El anillo de polinomios se obtiene como caso particular de los anteriores,
realizando ahora un importante paso, a la inversa, desde lo general a un nuevo extensivo
que corresponde con el proceso de particularizacion. Posteriormente introduce también
el estudio en DIP; esto es CE_DIP.

Tabla 5.4.4.2. Plantilla de analisis del manual 4.

Entidades

é Extension Consta de 428 paginas y se trata en las paginas: 25-29 (capitulo 2),
< 145-152 (capitulo 6) y 308-311(capitulo 10).

g_ Lugar Capitulo 2. Integers and rational numbers: 2.2. Divisibility and

2 factoritation in Z.

S Capitulo 6. Rings and fields: 6.5.Factorization.

§ Capitulo 10. Rings and modules: 10.5. Principal ideals domains

."U;)‘

Dominios de Divisor: Z, DI; Primo: N, DI; Irreducible: DI; Mcd: DI; Teorema fun-
definicién damental de la aritmética: N, DFU, polinomios; alg.divisiéon, DFU,
polinomios, alg.de Euclides: DE; I. Bezout: Z, DE, DIP, polinomios.
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Elementos
introductorios

Al principio de cada seccién breve idea de lo pretendido. Las
definiciones o teoremas en dominios amplios enlazan con los enteros.

Ejemplos Cita (sin explicar), unos cinco ejemplos numéricos. Después de algin
concepto y entremezclado en el desarrollo, sin resaltar.
Ejercicios 35, al final de cada seccion y se aporta solucion al final del texto. La
mayor parte es de tipo abstracto. Menos del 10% de tipo numérico.
Para los enteros no hay ejercicios numéricos. Al final de cada capitulo
hay 16, 30 y 12, respectivamente, en cada capitulo explorado.
Implem. Infor.  Ninguna.
Aplicaciones Ninguna referencia
i% Matematica Los més presentes: formal y simbdlico. También inductivo (muy
= riguroso) y natural-vernaculo, usado escuetamente para introducir.
c
3 Programacion Ninguno
& Definicion Divisor, irreducible, asociados y mcd: CE_DI; Primo: La de
§ irreducible para CE_DI (CE_Inicial), CE_DI
c
S Tipo Formales, inductiva (mcd de un numero finito).
é Proposiciones ~ Teorema f. aritmética y existencia del mcd: CE_DFU; Unicidad del
o mcd: CE_DI; Alg.de la division, Alg. De Euclides e 1.Bezout:
o CE_DE; I.Bezout: También en DIP.
§ No Divisores, primos, factorizacién, Alg. Division
o
& Si, calculo Mcd: CE_DFU, CE_DE; I. Bezout: CE_DE (por restos, implicito)
*§ Si,enZ Todos salvo Alg.de Euclides.
% Argumentos deductivos e inductivos
< Si, dominios Teorema f. aritmética y existencia del mcd: DFU; Unicidad del mcd:
generales CE_DI; Alg.de la division, Alg. De Euclides e 1.Bezout: CE_DE;

|.Bezout: También en DIP.

Tipos: Deductivos, inductivos y constructivos

Respecto a los ejemplos, estos son casi inexistentes en el desarrollo. En pocas

ocasiones, se presenta uno después de alguna definicion y mezclado con el texto, sin
resaltarlo (figura 5.4.4.1.).

A prime number or prime is an integer p greater than 1 whose only positive
factors are p and 1. For example, 2, 3 and 19 are prime numbers, but not 1, 9 or
15. The primes may be thought of as the constituents from which every natural
number can be constructed by multiplication, just as every natural number can
be obtained from 1 by repeated addition. For, as we shall see in Th. 3 below,
every positive integer can be written as a product of prime numbers in essen-
tially only one way.

Figura 5.4.4.1. Manual 4 (Cohn, 2000, p.26)
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Hay muy pocos numéricos (alrededor de cinco en toda la exposicion) y no se
explican. Los ejemplos para trabajar procedimientos, como el algoritmo de Euclides, no
se aportan y, en el caso de la identidad de Bezout, ésta se muestra para 5y 18, pero no
se ofrece cOmo obtenerla, se deja en manos del lector.

En cuanto a los ejercicios, encontramos alrededor de la decena tras cada seccion
y ejercicios propuestos de todo el capitulo al final del mismo. Se aporta resolucién en la
parte final del texto, pero si el ejercicio es numérico, solo se ofrece el resultado pero no
se muestra el desarrollo para obtenerlo.

El lenguaje formal o algebraico es el que predomina en este manual. Ademas se
utiliza para ligar, de forma coherente y sin que exista una distincion explicita, las
definiciones, seguidas de algun ejemplo y resultados. Ciertos teoremas viene bien
resaltados y para ellos su demostracion esta perfectamente delimitada.

El formalismo matematico se pone de manifiesto en el uso del lenguaje
simbolico que es denso en todo el texto. Es significativa también la presencia del
lenguaje inductivo que se ha desarrollado en secciones previas a la divisibilidad de los
nameros enteros.

Frente a estos lenguajes mas rigurosos matematicamente, encontramos el
lenguaje natural-vernaculo en el inicio de algunas secciones, exponiendo brevemente
una idea introductoria. Asimismo, es poco frecuente el uso del lenguaje numérico y por
ultimo observamos que el lenguaje algoritmico se usa de forma leve o implicita ya que
da indicaciones del procedimiento pero no lo desarrolla explicitamente.

No aparece ninguna aplicacion ni referencia a la informéatica y es nula la
presencia de lenguajes de programacion.

En la entidad primaria conceptos, establece la definicion de divisor en Z de
CE_DI, utilizdndola de forma particular, para luego abstraerla en DI, realizando el
proceso de generalizacion. Esto se observa en: “Let R be an integral domain; as in Z we
defineb|a...” (Cohn, 2000, p.145).

Respecto de la definicion de primo o irreducible, en Z, parte de CE_lInicial lo
que le permite considerar los primos de forma equivalente a los irreducibles. Utilizara la
generalizacion a elemento irreducible en DI para posteriormente, establecer la
diferenciacion y relacion entre ambos conceptos. Por tanto nos volvemos a encontrar en
esta entidad la faceta particular—general.

Las definiciones de elementos asociados y mcd las establece directamente en
CE_DI, de forma general, para luego particularizar en Z y en el anillo de polinomios.
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La mayor parte de las definiciones formuladas son de tipo formal. Aparece la
definicion inductiva para el mcd de un nimero finito de elementos.

Al igual que ocurre en la entidad conceptos, respecto de las proposiciones, el
autor parte de algunos resultados en los enteros (como el teorema fundamental de la
aritmética o el algoritmo de la division) para generalizarlos en DFU y DE vy trabajar de
forma abstracta en ellos.

Se estudia el teorema de existencia de mcd en todas las configuraciones
epistémicas y resuelve la unicidad (salvo asociados) en el dominio mas amplio, para DI.

La ausencia de procedimientos es una caracteristica a resaltar. A pesar de indicar
que algunas demostraciones proporcionan métodos de calculo (el mcd a través de la
factorizacion y del algoritmo de Euclides, o la identidad de Bezout, expresando cada
resto como combinacion lineal de los elementos) no llega a exponerlos explicitamente,
solo aporta las soluciones finales de algunos. Asi mismo, aunque CE_DIP identifica los
primos o irreducibles con los generadores de los ideales maximales y el mcd como el
generador del ideal principal generado por los elementos, esto no proporciona en
realidad un procedimientos de calculo en el caso de los ndmeros enteros y los
polinomios.

En la entidad argumentos, es importante destacar que se aportan demostraciones
de todas las proposiciones estudiadas, en Z (utilizando argumentos propios de los
enteros como el principio del minimo) y en los dominios mas generales, situando cada
resultado y su demostracion en la configuracion epistémica en la que se establecen. Asi,
para la identidad de Bezout se obtienen tres tipos de demostraciones: en Z, en DE y
DIP. Los argumentos son fundamentalmente deductivos, los propios del Algebra
Abstracta. Se utiliza también la induccion muy formalmente, pues ha sido tratada en
secciones anteriores, y hay argumentos constructivos en el Teorema fundamental de la
aritmética y el algoritmo de Euclides. Los argumentos algoritmicos no se exponen
explicitamente.

Del analisis didactico, deducimos que este manual otorga una gran importancia a
las argumentaciones y proporciona diferentes significados de los objetos matematicos,
diferenciandolos y clarificando las relaciones entre ellos debido al trabajo en todas las
CE. Frecuentemente, esta presente la dualidad particular—general en la realizacion de
procesos de generalizacion (como en la definicion de divisor) y de particularizacion (por
ejemplo, en la aplicacion al caso de polinomios).

Sin embargo, el uso casi exclusivo del lenguaje formal y simbdlico junto con la
ausencia de ejemplos, procedimientos o situaciones de aplicacion nos indica una
idoneidad epistémica media. Dichas ausencias, el alto nivel de abstraccion presente,
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junto con la falta de conexion con CE_lnicial, dificulta el acoplamiento entre los
significados personales iniciales de los estudiantes y los pretendidos en el manual, lo
que es un indicativo de conflictos semioticos potenciales y de idoneidades cognitiva y
afectiva bajas.

Es caracteristico en este libro de texto la falta de procedimientos de célculo, lo
que conlleva la imposibilidad de implementacion en el ordenador. Las importantes
aplicaciones de esta teoria a las ciencias de la computacion no se abordan, mostrando
asi una baja idoneidad ecoldgica en este Grado en Ingenieria Informatica. En la misma
linea, no muestra la importancia de la Teoria de NUmeros, y en general de las
Matematicas, en el desarrollo profesional de los estudiantes indicativo de una baja
idoneidad afectiva nuevamente.

5.4.5. Analisis del manual 5

Este libro de texto editado por Addison-Wesley y la Universidad Autonoma de
Madrid (1996) tiene por autores a J. Dorronso y E. Hernandez, profesores en esta
universidad. Como se indica en el prélogo, las notas y apuntes que confeccionaron para
la docencia de Algebra en el segundo curso de la licenciatura de Matematicas, fueron la
base de este manual, titulado NUmeros, grupos y anillos.

Tabla 5.4.5.1. Localizacién del manual 5.

Asignatura Titulacion Universidad
Matematica Discreta Grado en Ingenieria Universidad de Jaén
(bibliografia complementaria) Informatica
Algebra

(bibliografia basica)

Grado en Matematicas e Universidad

. Informaética Politécnica de Madrid
Estructuras algebraicas
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Observemos en la tabla 5.4.5.1. que el manual 5 se recomienda en la bibliografia
complementaria de la asignatura de primer semestre, mientras que se incluye en la
bibliografia bésica de asignaturas de segundo semestre (Algebra) o segundo curso
(Estructuras Algebraicas), esta Ultima del Grado en Matematicas e Informatica.

La secuencia de capitulos, en este libro de texto (tabla 5.4.5.2.), muestra un
proceso gradual en la ensefianza, respecto del grado de generalizacion. Parte de los
nameros enteros, para dar un paso significativo en el estudio de la divisibilidad en
polinomios y, posteriormente, en dominios mas abstractos. De esta forma consigue
realizar el estudio en las estructuras mas generales de forma progresiva, lo que facilita la
adquisicion de conocimientos al estudiante.

Tabla 5.4.5.2. Andlisis del manual 5.

Entidades
€  Extension Consta de 277 paginas y se trata desde la pagina 28 a la 51 (capitulo 2), de
£ .
< la 213 a la 265 (capitulos 7y 8).
g_ Lugar Capitulo 2. NUmeros y congruencias: 2.2. Maximo comun divisor.
8 Algoritmo de Euclides; 2.3. Teorema fundamental de la aritmética; 2.4.
s Congruencias; 2.5. Ecuaciones con congruencias; 2.6. Comentarios
g histdricos.
[ Capitulo 7. Anillos de polinomios: 7.1.Primeras definiciones y resultados;
7.2.Criterios de irreducibilidad para polinomios; 7.3.Raices de polinomios
y extensiones de cuerpos.
Capitulo 8. Anillos. Resultados sobre factorizacion: 8.1.Dominios de
factorizacion Unica; 8.2.Dominios de ideales principales; 8.3.Dominios
euclideos; 8.4.Maximo comun divisor y minimo comdn multiplo en
dominios de factorizacion Unica; 8.5.Factorizacion en Z[i];
8.6.Comentarios historicos.
Dominios Divisor: Z, polinomios y DI; Primo: definicién de irreducible en N,
definicién polinomios y DI; Irreducible: polinomios, DI y Z; asociados: mcd: Z, DI,
DIP, DFU, polinomios y DE; Teorema fundamental de la aritmética: N,
polinomios y DFU; alg.division: Z, polinomios, DE; alg.de Euclides: Z,
DE, polinomios; I. Bezout: Z, DIP, DE, polinomios.
Elementos Al principio de cada seccion hay una pequefia introduccion donde se
introducto-  exponen los objetivos. Comentarios historicos como seccion al final de
rios algunos capitulos (2 y 8). En ocasiones se utilizan los ejemplos para
introducir el concepto o resultado.
Ejemplos 2 0 3 de cada concepto, antes y después del enunciado y bien resaltados.
De tipo numérico y también abstractos.
Ejercicios Hay alrededor de 15 al final de cada seccidn y no se aporta solucion de los
mismos. La mayor parte de tipo abstracto y pocos de tipo numérico.
Implem. No aparecen codigos ni pseudocodigos.
informética
Aplicacio- No aparecen aplicaciones a la informatica de forma explicita.
nes
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% Matematica  Los mas presentes: formal, simbélico y natural-vernaculo. También,
= numeérico e inductivo. Con menos frecuencia el lenguaje tabular (criba de
§ Eratdstenes) y grafico (relaciones entre dominios) No hay presencia de
lenguaje algoritmico.
Programac.  Ninguno.
§ Definicién Divisor: CE_DE en Z, CE_DI también en polinomios; Primo: La de
§ irreducible para Z (CE_Inicial), CE_DI; Irreducible: CE_DI, la de primo
s (CE_DFU) en polinomios; Asociados: CE_DI; Mcd: CE_DI y CE_Inicial
© enz.
Tipo de Formales, deductiva (l. Bezout o divisor en Z) y a través del contrario
definiciones  (nimero compuesto y polinomio reducible).
é Proposicio-  Teorema f. aritmética: CE_DFU; Existencia del med: CE_Inicial,
S nes CE_DFU; Unicidad: CE_DI; 1. Bezout: CE_DIP y CE_DE; Alg. de la
o divisién y alg. de Euclides: CE_DE.
S Si, calculo Divisores: CE_DE en Z; primos: CE_lInicial (criba Eratostenes) y CE_DlI,
S Factorizaciéon: CE_DFU; Alg. division: CE_DE; mcd: CE_Inicial,
o CE_DI, CE_DFU, CE_DE; I. Bezout: CE_DIP, CE_DE (por restos).
8 Sienz Todos.
o
g Argumentos deductivos e inductivos. También constructivos para el
S algoritmo de Euclides y la I. Bezout.
S
2 Si,en Algoritmo de la division
< polinomios Tipo recurrente.
Si, Teorema f. aritmética y existencia del mcd: DFU; Unicidad del mcd:
dominios CE_DI; Alg.de la divisidn, Alg. de Euclides e 1.Bezout: CE_DE;
generales I.Bezout: También en DIP.

Tipos: Deductivos, inductivos y constructivos

La graduacion en el proceso de abstraccion, de la que hablabamos anteriormente,
se ve reflejada en los dominios de definicion de la entidad situaciones-problemas. A
modo de ejemplo, se puede observar que la definicién de divisor se realiza en primer
lugar en Z, posteriormente en polinomios y, por ultimo en DI.

La figura 5.4.5.1. muestra otro modelo del proceso de generalizacion, progresivo
0 gradual, que se realiza en la entidad conceptos, en esta ocasion para motivar la
definicion de asociados.

Los ejemplos, en este manual, aparecen antes de un concepto o resultado (figura
5.4.5.1.), como elementos introductorios, y después de los mismos. Se aportan también
ejercicios al final de cada seccidn, sin resolucion. La mayor parte de los ejercicios y
ejemplos son de tipo abstracto, aunque también los hay numéricos.
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Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar a qué anillos D puede extenderse el Teorema
Fundamental de la Artimética (teorema 2.3.3 del capitulo 2). En principio, el Teorema Fun-
damental de la Aritmética se enuncié unicamente en N, por lo que empezaremos extendién-
dolo a Z; esta extensién nos indicar4 cual puede ser la forma de este teorema en anillos mds
) generales. Segiin la definicién, los irreducibles de Z, que son los primos, son los enteros de
la forma % p, con p un primo natural. Por tanto, 6 = 2 - 3 = (-2) (-3) son dos factorizaciones
de 6 en primos distintos; sin embargo, el considerara 2 y -2 6 3 y -3 como primos distintos
a efectos de factorizacion es algo engorroso: al fin y al cabo, si 2 divide a un entero, también
lo hace -2. Esto, junto con el hecho de que los elementos invertibles de Z son {£1}, motiva
la siguiente definicién:

Definicién 8,1.3. Sea D un dominio de integridad conmutativo y con unidad; dos
elementos r y s de D se llaman asociados (y escribiremos r ~ s) si existe u € U(D) tal
que r=us,

%% EJEMPLOC. En el anillo Z de los niimeros enteros, p y q son asociados sip=qop=-q
ya que U(&) = {£1}; en particular 2 y -2, 3 y -3 son pares de niimeros asociados.

Figura 5.4.5.1. Manual 5. (Dorronso y Hernandez, 1996, p.240)

Es destacable que no aparecen aplicaciones informaticas, ni se utiliza ningun
lenguaje de programacion.

Las definiciones y proposiciones se enuncian, por lo general, en la CE donde se
establecen; es decir, la definicion de mcd o su existencia se realiza en CE_DI y el
teorema fundamental de la aritmética en CE_DFU. Asi, el grado de formalidad y
abstraccién es elevado. Sin embargo, en conceptos como primo o irreducible, parte de
CE_lInicial, (naturales y polinomios, respectivamente) realizando el proceso de
generalizacion a CE_DI, donde se diferencian y clarifican o distinguen. Una vez
discriminados ambos conceptos, se realiza nuevamente el proceso de particularizacion a
Z mostrando que aqui, los elementos primos e irreducibles coinciden.

Los procedimientos y argumentaciones se trabajan en todas las CE. Todas las
demostraciones se realizan en los enteros (utilizando, a menudo, argumentos inductivos)
y en dominios mas generales donde se ponen en juego las demostraciones formales de
las matematicas. Estan presentes también los argumentos constructivos que hablan de la
importancia que el autor otorga a los procedimientos. El proceso de particularizacion en
los procedimientos lo aborda, partiendo desde una estructura algebraica como DE, hacia
ejemplos nada triviales que rompen con lo conocido por el estudiante. Es el caso del
calculo del mcd, a través del algoritmo de Euclides (o la identidad de Bezout) para los

enteros de Gauss (Z[i]) o el anillo Z[v2].

Asi, en este manual, estan presentes todas la CE y todos los objetos matematicos
estan adaptados al nivel educativo, poniendo de manifiesto las relaciones entre ellos
(como el ejemplo de primo o irreducible). Sin embargo, al no encontrar aplicaciones a la
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informética, evaluamos la idoneidad epistémica, para el Grado en Ingenieria
Informética,como media—alta.

Por otro lado, los contenidos tienen una dificultad manejable para los
estudiantes. La CE_Inicial esta presente de forma implicita y se va haciendo un proceso
de generalizacion progresivo, como hemos comentado anteriormente; se proponen
ejercicios antes de desarrollar los conceptos y se clarifican y abordan conflictos
semidticos potenciales como la diferencia entre primo e irreducible, a la que hemos
aludido. Ademés, se promueve la competencia argumentativa y la fluencia
procedimental, pues es rico en procedimientos y argumentaciones. Estos son
indicadores de una alta idoneidad cognitiva y también enriquecen la idoneidad
interaccional, aunque la ausencia de ejercicios resueltos y ejemplos que no promueven
la autonomia del estudiante, nos llevan a valorar la idoneidad interaccional como media.

Es significativa, en este manual, la falta de aplicaciones y recursos informaticos
pero la presentacion y estructura de los contenidos es muy buena. Ello incide
directamente en la calificacion de las idoneidades mediacional y afectiva, como medias.
Por ultimo, consideramos por lo anterior una idoneidad ecoldgica baja.

5.4.6. Analisis del manual 6

Este libro de texto titulado Algebra Abstracta Aplicada, tiene por autores a: A.
Vera Lopez (Catedratico de Algebra de la Universidad del Pais Vasco), F. J. Vera
Lopez (Profesor titular de Algebra de la Universidad de Murcia) y M. A. Garcia
Sanchez (Profesora asociada de Algebra de la Universidad del Pais Vasco).

Ha sido seleccionado pues estd en la bibliografia complementaria de las
asignaturas Matematica Discreta y Algebra de la Universidad de Jaén.

Se caracteriza por realizar el estudio de la divisibilidad en las estructuras
algebraicas mas generales, como CE_DI, para obtener, como ejemplos, el caso de los
enteros, el conjunto Z, de las clases de restos o los polinomios. En la figura 5.4.6.1. se
puede observar como el capitulo comienza definiendo la estructura de anillo para,
posteriormente, mostrar los ejemplos importantes para un informatico como Z o Z,
(ZInz).

Asi, este manual trabaja con una gran abstraccion; definiendo, en primer lugar,
la estructura algebraica (lo general), para luego pasar al ejemplar/tipo. La faceta dual
particular—general tiene un fuerte sesgo hacia lo general, realizando el proceso de
particularizacion para mostrar ejemplos; de ahi la ausencia de CE_Inicial.
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§1.

DEFINICION. Un anillo (R,+,-) es un conjunto R junto con dos opera-
ciones + y -, satisfaciendo los siguientes axiomas:

Azl) (R,+) es un grupo abeliano.

Az2) - es asociativa,oseaa-(b-c) = (a') ¢ Va,b,c€R.

Az3) Se verifica la ley distributiva a ambos lados, o sea

El elemento identidad respecto a la suma +, es denotado por 0g. Un anillo
(R,+,) se dice conmutativo, si - es una operacion conmutativa en B. Un anillo

(R, +,") se dice unitario, si - posee elemento identidad, que denotaremos por 1g.

EJEMPLOS. 1) Si + y - denotan la suma y multiplicacién ordinarias en
los conjuntos Z, @, R y C, entonces (Z,+,-), (€,4+,-), (R,+,-) y (C,+,-) son
claramente anillos conmutativos y unitarios.

2) Para cada n € N, Z/nZ posee estructrua de anillo conmutativo con iden-

tidad, respecto a las operaciones siguientes:

Anillos. Primeras propiedades.

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)y

(b+c)y-a=(b-a)+ (c-a) Ya,b,c€R.

a+b=a+b

Figura 5.4.6.1, Manual 6 (Veraet al., 1992, p.291)

El sesgo hacia la abstraccion se relaciona también con la fuerte presencia de
CE_DIP frente a la ausencia, casi total, de CE_DE.

Todo ello se ve reflejado en la entidad situaciones—problemas, que aparece en
la tabla 5.4.6.1., donde los dominios de definicion presentados son abstractos. Ninguno
de los ejemplos es numeérico ni materializan procedimientos. En la misma linea, los
gjercicios son abstractos y las aplicaciones no estan directamente relacionadas con los
conceptos sino que aparecen en capitulos posteriores.

Tabla 5.4.6.1. Analisis del manual 6.

Entidades
é Extension Consta de 772 paginas y se trata desde la pagina la 291 a la 388.
% Lugar Capitulo 6. Anillos. 6.4. Dominios de factorizacién Unica. 6.5. Anillos de
s polinomios.
§ Dominios Divisor e irreducible: DI 'y DIP; asociados, primo: DI; mcd: DFU;
2 definicion teorema fundamental de la aritmética: DFU y DIP; algoritmo de la
L:“ division: K[x], K cuerpo; algor. Euclides e I. Bezout: No aparecen.
=

Elementos No hay elementos introductorios ni notas historicas.

introducto-

rios
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Ejemplos Hay pocos ejemplos, vienen resaltados. Ninguno numérico, ni que
corresponda a un procedimiento de célculo. Corresponden a ejemplos
relacionados con la estructura. Utiliza Z y los polinomios como
ejemplos.

Ejercicios 20 problemas propuestos al final del capitulo, en una seccion. Son de
tipo abstracto. Al final del libro aparecen las soluciones de algunos
problemas propuestos. Para este capitulo no se aporta resolucion.

Implem. Ninguno.
informatica
Aplicacio- No aparecen aplicaciones en el capitulo. Z,, y las congruencias se tratan
nesy su como ejemplos de anillos, pero no como aplicaciones informaticas.
lugar en el Posteriormente hay varios capitulos de aplicaciones: autdmatas,
texto maquinas de Turing, codigos, criptologia.
% Matematicas  Los mas presentes: lenguaje formal de las matematicas y simbolico. El
=1 lenguaje numérico es muy escaso.
§ No aparece lenguaje natural—vernaculo.
Programac. Ninguno.
*§ Definicion Divisor, primo, irreducible, asociados, mcd: CE_DI.
(&)
s Tipode Formales.
O definiciones
g Proposicio- Teorema f. aritmética, existencia del mcd, unicidad: CE_DFU,;
'S
g nes Alg.de la divisién: CE_DE; alg. de Euclides e I. Bezout: No.
§ No Calculo de: divisores, primos o irreducibles (en Z), alg. divisién, mcd, |.
o Bezout.
§ Si, célculo Irreducibles: Criterio de irreducibilidad de Einstein,... para polinomios
k5 Factorizacién (dentro de la proposicion 6.35), pero no se menciona como
% procedimiento
g No Alg. de la division (en Z), Alg. de Euclides e I. Bezout: No aparecen.
o
§ Si, dominios Existencia y unicidad del mcd: CE_DFU; Teorema f. aritmética:
2 generales CE_DFU y CE_DIP, Alg. de la division: K[x] , K cuerpo.
©
5
= Todas las demostraciones, de cada resultado. Los argumentos son
5 deductivos, propios de las matematicas superiores. Se utiliza también la

induccién, la reduccion al absurdo y la demostracion mediante el
contra—reciproco, todas muy formales.

Los conceptos se definen en la CE méas general, CE_DI, de tipo formal. Es
significativo que no aparecen el algoritmo de Euclides ni la identidad de Bezout por lo
que la presencia de CE_DE se reduce al algoritmo de la division. Asi, no hay
procedimientos de calculo y las argumentaciones se presentan, en dominios generales y
de todos los tipos de la matematica formal (salvo las constructivas).
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La idoneidad epistémica la consideramos media, debido a que estan presentes la
CE_DI y CE_DIP, pero, practicamente, no tiene presencia CE_DE respecto de las
proposiciones y procedimientos. Los objetos matematicos estan bien presentados, pues
son claros y correctos, pero no estan adaptados al nivel educativo, lo que confiere una
dificultad importante a nivel cognitivo dado que el estudiante no tiene los
conocimientos previos, y que unido a la ausencia de fluencia procedimental, determina
una idoneidad cognitiva baja.

El estudio a partir de las estructuras algebraicas abstractas y la falta de
aplicaciones, es poco interesante para el estudiante de ingenieria, pues no ve la conexién
con su vida profesional o cotidiana, esto nos lleva a valorar la idoneidad afectiva como
baja. La idoneidades mediacional e interaccional son bajas, también, debido a que no se
utilizan ningdn tipo de recursos informaticos en la presentacion del contenido y no se
facilita la autonomia de aprendizaje ni la interaccion manual-estudiante.

Por ultimo, observamos que los contenidos corresponden a las directrices
curriculares y existen conexiones inter e intra-disciplinares, aunque no se integran
nuevas tecnologias, por lo que consideramos una idoneidad ecolégica media.

5.4.7. Analisis del manual 7

Este manual titulado Elementos de Matematica Discreta, tiene por autores a E.
Bujalance, J. A. Bujalance, A. F. Costa y E. Martinez de la U.N.E.D. De los mismos
autores hay un libro de problemas resueltos. Se recomiendan en la bibliografia
complementaria de la Universidad de Jaén. Analizamos la 32 edicion, del afio 2005.

En la entidad situaciones-problema (tabla 5.4.7.1.) cabe destacar que el dominio
de definicion utilizado es el de los nimeros enteros. La mayoria de conceptos y
proposiciones se realizan, en primer lugar, sobre el conjunto de los naturales.
Posteriormente, utilizando el valor absoluto, amplia el resultado al caso de los
negativos.

Tabla 5.4.7.1. Plantilla de analisis del manual 7.

Entidades

fé Extension Consta de 309 paginas y se trata en las paginas 1-54 y 69-132.

;’ Lugar Capitulo 1. Teoria elemental de Nimeros.1-1. Algoritmos de la

g division y Euclides.1-2. Nameros primos y teorema fundamental de la
S aritmética. 1-4. Ecuaciones diofanticas. 1-5. Congruencias. 1-6.

.:,3) Sistemas de numeracion y criterios de divisibilidad.
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Dominios de Divisor y mcd: Z; Primo: Z; Irreducible: no; Teorema fundamental de
definicion la aritmética, alg.division, alg.de Euclides e I. Bezout: Z.

Elementos Al principio de cada capitulo, de forma extensa, explicando qué es la
introductorios  teoria de NUmeros. Frecuentes notas histdricas a lo largo del capitulo.

Ejemplos Muchos, después de cada concepto o resultado hay 2 o 3 ejemplos,
generalmente, mezclando numéricos y abstractos, también de
propiedades, pero bien resaltados.

Ejercicios Entre 5y 10 ejercicios al final de cada seccion. No se aporta solucién.
Se entremezclan de tipo numérico y abstracto.

Implem. Infor.  No se aportan codigos ni pseudocddigos.

Aplicaciones Algunas de forma explicita como secciones: sistemas de numeracion,
ecuaciones diofanticas, cadenas de bits, digitos de control en
publicaciones, codigos de barras, NIF, nimeros pseudoaleatorios,
aplicaciones a la aritmética computacional con enteros grandes,
criptografia, cadigo RSA, etc.

Matematica Los més presentes: Lenguaje formal, mezclado con el
natural—vernaculo, para introducir o facilitar. También aparecen
numeérico e inductivo (mcd de un namero finito y algoritmo de
Euclides). El uso del lenguaje simbdlico es reducido.

Lenguajes

Programacion Ninguno.

8 Definicion Divisor y mcd: CE_DI; Primo: la de irreducible para CE_DI,

é’a‘ CD_DFU, posteriormente CE_DI (p.32); asociados: no.

c

3 Tipo Todas son formales, aunque utiliza lenguaje natural—vernaculo en su
descripcion. También deductiva (1. Bezout), inductiva (mcd de un
numero finito), a través del contrario (niUmero compuesto).

S Proposiciones  Teorema f. aritmética: CE_DFU; Existencia del med: CE_Inicial;

a Unicidad: No; Alg.de la division, alg. de Euclides e I.Bezout: CE_DE.

§' Si, célculo Divisores: CE_Inicial, CE_DFU; Primos: (Criba de Eratdstenes); Mcd:

a CE_Inicial, CE_DI, CE_DFU, CE_DE; I. Bezout: CE_DE (por restos).

8 No Unicidad del mcd (no se plantea pues utiliza la CE_Inicial).

c

€ Sienz Todas, generalmente utilizando las propiedades de los enteros.

> - .z . .

> Argumentos deductivos, por reduccidn al absurdo, inductivos y

< constructivos (alg. Euclides, I. Bezout).

El papel de los ejemplos es importante, tanto por la cantidad como por la
situacion de los mismos en el manual. Aparecen varios después de cada concepto o
resultado y, a menudo, se parte de lo ejemplar para obtener el resultado general, como
se aprecia en la figura 5.4.7.1., al introducir la identidad de Bezout.

Los ejercicios son escasos y no se aporta solucién. Podemos encontrar la razon
en el hecho de que los autores disponen de un libro de problemas resueltos, con la
misma estructura de éste.
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» Hemos visto en el ejemplo ¢ de 1-1.20 que m.c.d.(-21, 12) = 3.
Observemos que —21.1 + 12.2 = 3. El m.c.d. de -30 y 50 es 10. Podemos
escribir 10=50.2 + (-30).3.

Estos dos ejemplos muestran que el m.c.d. de a y b puede expresarse

como combinacion lineal de a y b, para estos valores particulares de a y
b. El siguiente Teorema nos dice que esto ocurre en general.

1-1.22 Teorema

Sean a y b enteros distintos de 0. Entonces existe un Gnico d méximo
comiin divisor de a y b. Ademas d es el entero positivo mds pequefio que
puede expresarse en la forma ax + by donde x € y son nimeros enteros.

Demostracion

Primero veamos que siempre existe d y después que d es Unico.
Figura 5.4.7.1. Manual 7 (Bujalance et al., 2005, p.18)

Son abundantes las aplicaciones a la informatica pero no se aportan c6digos o
pseudocddigos para la implementacion en el ordenador. Asi el lenguaje de
programacion no aparece Yy el lenguaje mas destacado es el lenguaje formal, propio de la
Matematica, mezclado con el natural-vernaculo.

En la entidad conceptos, observamos que se utiliza CE_DI pero hay una
ocultacion absoluta del concepto de elemento irreducible. No se permite la distincion
entre primo e irreducible, eliminando asi toda posibilidad de realizar el paso al anillo de
polinomios y, en general, a CE_DFU, donde el elemento irreducible toma todo su
significado por su papel en la factorizacion, ya que se realiza a través de dichos
irreducibles.

El concepto de elementos asociados, propio de CE_DI no se trata, lo que esta
relacionado con que no se problematiza la unicidad del mcd. La existencia se obtiene a
partir de la CE_Inicial, que proviene de escoger el maximo de los divisores comunes
con el orden natural, extendido a los niUmeros enteros. Se obtienen proposiciones y
procedimientos para el calculo del mcd en todas las CE salvo en CE_DIP. Las
demostraciones se realizan de todos los resultados del manual, si bien, se recurre, a
menudo, a argumentos especificos de los nimeros enteros, como el principio de buena
ordenacion, de forma que no pueden ser generalizados. De esta manera, el conflicto
semiotico de la generalizacion esta presente en este manual.

En resumen, este manual se caracteriza por estar centrado en los nimeros
enteros, no aborda la CE_DIP ni algunos conceptos fundamentales (elementos
irreducibles y asociados). Sin embargo, podemos observar que hay una muestra
representativa de ejemplos y aplicaciones, utilizando el lenguaje natural-vernaculo para
adecuar el lenguaje formal, propio de la Matematica. También las proposiciones y
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procedimientos son los fundamentales para este nivel educativo y se presentan de forma
clara y correcta. De todo ello deducimos que la idoneidad epistémica es media.

La forma de exposicion de resultados puesto de manifiesto en la figura 5.4.7.1.
junto con el lenguaje natural-vernaculo facilita el que los contenidos pretendidos tengan
una dificultad manejable; pero esto se pierde en la alta formalizacion que presentan las
demostraciones dando asi lugar a una idoneidad cognitiva media. Asimismo podemos
también considerar una idoneidad afectiva media debido al alto nivel en las
demostraciones contrarrestado con una gran variedad de aplicaciones a la Informatica.
A pesar de la diversidad de aplicaciones, consideramos que la idoneidad ecologica es
baja debido a que no utiliza recursos informaticos (implementacion de algoritmos y
procedimientos en lenguaje de programacion) como se recomienda en las directrices
curriculares. Esta ausencia de recursos informaticos muestra también una baja idoneidad
mediacional.

El grado de autonomia que proporciona al estudiante este manual es medio pues
aunque se exponen muchos ejemplos resolviéndolos de forma explicita y detallada, las
argumentaciones pueden presentar dificultades por el alto formalismo matematico
puesto en juego. Se obtiene, por tanto, una idoneidad interaccional baja.

5.4.8. Analisis del manual 8

Este texto titulado Métodos computacionales en algebra para informaticos.
Matematica discreta y l6gica, esta escrito por tres profesores del area de Algebra de la
Universidad de Jaén (Garcia-Mufioz, M.A., Ordofiez, C. y Ruiz, J.F.). Es un manual
recomendado en la bibliografia basica de las asignaturas Matematica Discreta y
Algebra, del Grado en Ingenieria Informatica de la Universidad de Jaén. Fue publicado
en 2006 y actualmente se esta preparando la segunda edicién para el afio 2019.

Se ha concebido como un manual para practicas de ordenador por lo que se
organiza en capitulos, cada uno de ellos disefiado para una practica impartida, en dos
horas, en el laboratorio. EI manual 8 esta enfocado, asi, para trasladar la tematica
estudiada, al ordenador; esto se refleja dentro de la entidad situacion-problema (tabla
5.4.8.1.), por un lado, en que los dominios de definicién utilizados son Z y el anillo de
polinomios (no se trabaja en dominios mas abstractos, pues lo general no puede
implementarse en el ordenador).

Por otro lado, las caracteristicas de los ejemplos y ejercicios muestran también
cual es el propdsito de este libro; esto es, encontramos que todos los ejemplos son
numéricos, y se resuelven solo con el programa Mathematica. Ademas, los datos de los
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ejemplos y ejercicios corresponden, frecuentemente, con nimeros grandes (a veces
datos personalizados, como el DNI, afio de nacimiento, etc.), por lo que seria demasiado
tedioso realizarlos con lapiz y papel.

Tabla 5.4.8.1. Plantilla de analisis del manual 8.

Entidades
é Extension Consta de 236 péginas y se trata en las paginas 179-223. Incluye CD-
K ROM.
3
s Lugar Capitulo 11. NUmeros naturales y enteros. Divisibilidad.
4 Capitulo 12. Nameros naturales y enteros. Congruencias y sistemas de
s numeracion.
§ Capitulo 13. Polinomios. Célculos bésicos y divisibilidad.
@ Dominios de Divisor y mcd: Z y polinomios; Primo: Z; Irreducible: no; teorema
definicion fundamental de la aritmética, alg.division, alg.de Euclides e I. Bezout:
Z y polinomios.
Elementos Al principio de cada capitulo, breve idea de lo pretendido. No hay

introductorios

Ejemplos

Ejercicios

Implem. Infor.

Aplicaciones

elementos introductorios.

Después de cada concepto o resultado hay ejemplos numéricos
realizados con el programa Mathematica. Entre 6 y 12 en cada
capitulo, bien resaltados. Aparecen todos en soporte CD-ROM.

Hay 15, 21 y 10 ejercicios al final de los capitulos 11, 12 y 13,
respectivamente. No se aporta solucion. La mayor parte es de tipo
numeérico, para realizar con ordenador y algunos con datos
personalizados. Hay ejercicios de examen (también con texto), de
aplicaciones y para programar. Se marcan con * los que se consideran
con mayor dificultad. Ejercicios resueltos y de autoevaluacién en el cd.

Cddigos con Mathematica o funciones del programa, para todos los
conceptos y procedimientos.

Algunas de forma explicita como secciones (sistemas de humeracion,
ecuaciones diofanticas, etc.). Las aplicaciones se resaltan también en
los ejercicios, al final de cada capitulo y para resolverlas con
ordenador: célculo de la letra del DNI, cédigos de entidades bancarias,
codificaciones para GPS, codigo RSA, etc.

Lenguajes

Matematica

Programacion

Los més presentes: numérico, algoritmico, para trasladar al ordenador.
Lenguaje formal y simbdlico en el resumen tedrico. También aparecen
inductivo (en la 1. Bezout) y algo el natural-vernaculo.

Cadigos en lenguaje propio de Mathematica (tipo C) y posibilidad de
trasladar a otros lenguajes. Funciones implementadas por el programa.

§ Definicion Divisor y mcd: CE_DI; Primo: la de irreducible para CE_DI;

e asociados: polinomios.

(@}

© Tipo Todas son formales, aparecen de forma escueta en un resumen tedérico.
S Proposiciones  Teorema f. aritmética y existencia del med: CE_DFU; Unicidad del

a mcd: CE_DI; Alg.de la division, alg. de Euclides e I.Bezout: CE_DE
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§ Si Todos con Mathematica, en ocasiones de varias formas.

% Divisores, primos (distintos cddigos), factorizacion, Alg. Division,

o Mcd: CE_DFU, CE_DE; I. Bezout: CE_DE (por restos, implicito).

(@]

a

S No Ninguna demostracién lo que se justifica en el prélogo.

S

§, Tipo Hay argumentos constructivos y algoritmicos para I. Bezout, el

< inverso en Z,, o0 ecuaciones diofanticas. Alguno deductivo o inductivo.

Las aplicaciones se sittan, generalmente, al final del capitulo dentro del bloque
de ejercicios, aunque en algunas ocasiones, como en el caso de las ecuaciones
diofanticas, aparecen como seccion.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores implementamos el Algoritmo de Euclides en el siguiente

programa:
PROGRAMA COMENTARIOS
nl=NUMERO PARA APLICARLE EL
ALGORITMO; Valares a los que aplicamos el
n2=NUMERO PARA APLICARLE EL algontmo de Enclides.
ALGORITMO:
a=Abs[nl]:b=Abs[nl]; Utihzaremos sus valores absolutos.
If [a<b,a=b;b=Abs[nl]:]: Distinguimos el mayor.
m=1;
While [m>0,
m=Mod[a,b];
a=b: Algontmo de Euchdes.
b=m:
IP [ d.(".nl 2,")=".a]
rint["m.c.d.(",nl,",",n2,")=",a
Print["m.c.m.(".nl,"," ,n2,")=",Abs[(n1*n2)/a]] Salida de datoz.
Programa 11.1. Algontmo de Euclides para numeros enteros.

Observemos que el programa reduce todos los casos al caso positivo considerandoa=nl|y b=
n2|. el valor absoluto de los dos niimeros enteros.

Ejemple 11.3. Calcular, usando el Algoritmo de Euclides, el maximo comuin divisor y minimo comin
multiplo de 34 y -218.

Aplicamos el programa 11.1. para calcular el Algoritmo de Euclides haciendo las siguientes

modificaciones:
Inf]:= nl=34;
n2=-218:
Outf]= m.c.d. {34,-218}=2

m.c.m. {34, -218}=3706

Figura 5.4.8.1. Manual 8 (Garcia-Mufioz et al., 2006, p.184)

Tambien, en la Gltima parte de cada capitulo, se incluye una seccion de
gjercicios propuestos que van desde los que son de aplicacion directa y mas faciles de
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resolver, a otros opcionales (marcados con asteriscos) y que presentan mayor dificultad.
Se adjunta un CD-ROM con los ejemplos y los programas que se desarrollan a lo largo
del texto, ya preparados para ejecutarlos (figura 5.4.8.1.).

Los programas informaticos que se aportan estan destinados a reproducir, en el
ordenador, los procedimientos estudiados en la clase de teoria, de forma que haya una
concordancia entre el aula de teoria y el laboratorio de préacticas. Esto se ve en la
observacién de la figura 5.4.8.1.: se indica que se toma valor absoluto para reducir al
caso positivo, de forma analoga al desarrollo con lapiz y papel.

El manual 8 ofrece, en el formato digital, mas ejemplos que refuerzan el
aprendizaje y un compendio de ejercicios, facilmente resolubles con los programas que
se desarrollan en el libro y que pueden ser utilizados a modo de ejercicios de
autoevaluacion.

La entidad lenguaje pone claramente de manifiesto que este manual esta
dedicado a las practicas informaticas ya que el lenguaje mas utilizado es el numérico y
el algoritmico pues son los que permiten el traslado al ordenador. La descripcion de los
cddigos, como el programa 11.1 que aparece en la figura 5.4.8.1., es interesante para un
estudiante de informatica y permite su traslado a otros lenguajes de programacion.

Las definiciones y proposiciones, muy formales, aparecen de forma escueta, a
modo de resumen, fundamentalmente con la CE_DI. Sin embargo, los procedimientos
se presentan en todas las CE posibles e incluso ofreciendo distintas formas de resolver
una misma situacion. En cuanto a los argumentos, solo se exponen los constructivos,
como se justifica en el prologo.

Todo ello nos lleva a considerar un manual con una alta idoneidad ecoldgica por
la buena correspondencia de los contenidos expuestos con las directrices curriculares,
ademas de la integracion de los recursos informaticos lo que contribuye a la formacién
socio profesional de los estudiantes de este Grado. También se obtiene una buena
interrelacion con otros contenidos intra e interdisciplinares. La utilizacién del
ordenador, por un lado, nos lleva a considerar una idoneidad mediacional alta, pues
permite introducir buenas situaciones y muy variadas, la distribucion temporal es
adecuada (cada capitulo corresponde a una practica) pero se observa que las
definiciones y propiedades no estdn muy contextualizadas; por otro lado, las tareas son
de mayor interés para el estudiante y se conectan con sus intereses profesionales; ello
nos indica una alta idoneidad afectiva.

La idoneidad epistémica la consideramos baja pues aparece una muestra sesgada
de situaciones-problemas influenciada por el uso del ordenador, a la vez que los
conceptos, proposiciones y argumentos no estan suficientemente desarrollados (se
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aportan a modo de resumen). Consideramos que los procedimientos son claros y
correctos, bien adaptados al nivel educativo. La dificultad manejable que presentan los
procedimientos frente a la falta de atencion respecto de definiciones y proposiciones,
nos indica una idoneidad cognitiva media.

Es de destacar que este planteamiento de las practicas, a traves de un manual,
promueve la autonomia del estudiante; ello unido a una presentacion clara y bien
organizada de las cuestiones clave, junto con la diversidad en los procedimientos
presentados, nos lleva a establecer una idoneidad interaccional alta.

El calculo del maximo comudn divisor con Mathematica, en el tema de
polinomios, arroja distintos resultados en las practicas informaticas dependiendo del
método elegido. Esto supone un conflicto para el estudiante y un desequilibrio ligado a
la unicidad. La resolucion de este conflicto le permite conectar con la CE DI y
generalizar lo obtenido en el capitulo anterior para los nimeros enteros. El proceso de
generalizacion se efectla desde los enteros a los polinomios.

5.5. Resultados del analisis de manuales

Este analisis de libros de texto ha permitido observar fendmenos didacticos en
los manuales y que proporcionan caracteristicas del significado institucional pretendido
en manuales acerca de la divisibilidad, en el Grado en Ingenieria Informatica y que
destacamos a continuacion .

Por una parte, en los manuales més recomendados, hemos detectado carencias
de significado en tanto que los dominios donde se establecen las definiciones (extraidos
de la entidad situaciones—problemas) se restringen y no se abordan todas las
configuraciones epistémicas. Frente a ellos, los manuales que aparecen en la
bibliografia complementaria, cuyas principales carencias se refieren a la ausencia de
indicadores ecoldgicos relacionados con la informatica.

Respecto de los dominios, los manuales 1y 3 tratan la divisibilidad sélo sobre el
conjunto de los nimeros enteros, restringiéndose casi exclusivamente a los positivos, y
mostrando fuerte dependencia de la CE_lInicial. El estudio del mcd en los enteros,
propuesto en el curriculo, no se realiza de forma profunda por priorizar los
procedimientos (reduciendo los céalculos a los positivos) y las aplicaciones a la
aritmética modular (la division para calcular las clases de restos en Z,, se realizan con
divisor, n, positivo). Asi, cuestiones esenciales en divisibilidad como las unidades,
elementos asociados y su relacion con la unicidad del mcd se obvian (por triviales) en
los naturales, haciéndose transparentes. Esto va a impedir procesos de generalizacion y
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establecer relaciones entre objetos matematicos para observar las conexiones existentes
entre ellos.

Los manuales 2 y 8, abordan la divisibilidad ampliando el conjunto de los
enteros hasta el anillo de los polinomios. En este contexto emergen cuestiones que no
son baladies en esta tematica, como la unicidad del mcd. A pesar de que en estos
manuales si se ponen en juego los conceptos y proposiciones segun las CE_DI,
CE_DFU y CE_DE, nuevamente encontramos carencias de significado que provienen
de la falta de un desarrollo en profundidad de la tematica, de forma que se abordan
algunas cuestiones de forma transparente (por ejemplo, los asociados en M2, para luego
tomar un Unico mcd: el polinomio monico).

Es el caso del conflicto que se obtiene por la no diferenciacién entre los
elementos primos e irreducibles (CE_DI) lo que es fuente de conflictos semidticos
potenciales que Ilamaremos el conflicto primo-irreducible. En relacion a estas
nociones hemos hallado la siguiente casuistica, que resumimos en la tabla 5.5.1. Los
libros de texto considerados basicos en las bibliografias del Grado en Ingenieria
Informaética, presentan dicho conflicto pues se corresponden con las opciones 1y 2 de la
tabla, mientras que los restantes se incluyen en el tipo 3, superando el conflicto
primo—irreducible debido al desarrollo a traves de CE_DI .

Tabla 5.5.1. Casos de relacidn entre elementos primos e irreducibles en CE_DI.

1. Sélo se habla de primo en Z (irreducible no se

] ) 3 Primo = Irreslicible
nombra ni relaciona con él) K

2. Se habla de primos (en Z) e irreducibles (en
polinomios) pero no se distinguen

Primo Irreducible
3. Se diferencian y relacionan elementos primos e
irreducibles

Primo |)‘ Irreducible

Por otra parte, y observando las CE presentes en cada manual, presentamos un
resumen de las mismas en la tabla 5.5.1.1. Podemos destacar que la CE_Inicial esta
presente en todos los manuales salvo en el M8 (manual de préacticas) y en el M6 donde
el estudio de la divisibilidad lo realiza el autor partiendo de la estructura algebraica mas
general de anillo (DI, DFU, DIP, DE) para luego particularizar, a modo de ejemplo, en
los enteros y los polinomios. La CE_DIP no aparece en ningin manual de bibliografia
basica del Grado en Ingenieria Informatica mientras que aparece en todos los que estan
en el Doble Grado en Ingenieria Informética y Matematicas o Grado en Matemaéticas e
Informatica. Esto muestra una menor formalizacién en el tratamiento de la divisibilidad
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en los textos mas representativos del Grado en Ingenieria Informatica junto con la falta
de notoriedad de las argumentaciones.

La ausencia de argumentaciones, que no son constructivas, en dos manuales
recomendados en bibliografia basica para el Grado en Ingenieria Informatica es muy
significativa frente al hecho de ser los que contienen mayor implementacion de
procedimientos para el ordenador y mas aplicaciones a la informatica.

En los cuatro libros de texto, considerados basicos en el Grado en Ingenieria
Informaética, se promueve una gran fluencia procedimental que posibilita el paso a la
implementacion informatica, lo que se extrae del predominio de CE_DE y del uso del
lenguaje algoritmico, que aparece solamente en estos cuatro manuales.

En la ensefianza y aprendizaje del Algebra Superior adquieren especial
relevancia los procesos de generalizacion—particularizacion; por tanto, los trataremos
de forma maés detallada, a continuacion (apartado 5.5.1).

Concluiremos los resultados del analisis de manuales, con una vision conjunta
de la idoneidad didactica valorada en cada uno de los manuales, con objeto de obtener
resultados acerca de un andlisis comparativo entre ellos (apartado 5.5.2.).

5.5.1. Procesos de generalizacion—particularizacion en los manuales

Al analizar las relaciones entre el significado institucional de referencia y el
significado institucional pretendido, los procesos de generalizacion—particularizacion
ocupan un lugar destacado.

En el Algebra Superior, cuando se emprende el estudio de una estructura, como
es el caso de la estructura de anillo (relacionada con la divisibilidad), se realiza un doble
proceso: por un lado, el proceso de generalizacion, que parte de la observacion de las
nociones relacionadas con el mcd en la CE_lInicial, y realiza el paso a los enteros.
Posteriormente puede tener lugar otra generalizacion a los polinomios y, por ultimo, a
cada uno de los dominios mas abstractos, ampliando y relacionando lo estudiado en
cada paso.

Estos procesos de generalizacion, podemos decir que, de alguna forma, son
“recurrentes” ya que, como sucede en el manual 5 (figura 5.5.1.), puede realizarse de
forma gradual un ndmero finito de veces. Esto es, si partimos de la CE_lInicial, en el
primer paso (N-Z), los naturales son el particular y los enteros adoptan el papel de
general. En el segundo paso (Z-polinomios), los enteros se convierten ahora en
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ejemplar y los polinomios en general. El tercer paso, particular—general lo ocupan los
polinomios—estructura algebraica (anillo o algiin dominio abstracto).

Hablamos, por tanto, de uno o varios procesos de generalizacién (si existen), en
cada manual. La abstraccion es propia del Algebra Superior, y estos procesos no acaban
aqui, pues basta pensar como, a su vez, todas las estructuras algebraicas pueden
convertirse en particular (en la teoria de categorias) y una categoria ser general, etc. y
extender asi, en uno dos o un namero finito de pasos, este proceso de generalizacion.

Estructura algebraica

General ‘

General/particular
Polinomios

Particular
Z

Figura 5.5.1. Procesos de generalizacion—particularizacion en M5

Por otro lado, se producen también procesos inversos al de generalizacion, y son
los de particularizacion que se producen también en un namero finito de pasos pero,
ahora, en sentido contrario.

Bourbaki (como se cité en Hausberger, 2018) afirma

Las "estructuras” son herramientas para el matematico; tan pronto como ha
reconocido entre los elementos que estudia, relaciones que satisfacen los
axiomas de un tipo conocido, tiene a su disposicion de inmediato todo el
arsenal de teoremas generales que pertenecen a las estructuras de ese tipo.

(p.79)

La aplicacion de este “arsenal” (que se encuentra en una estructura algebraica) al
caso particular no es nada trivial. Basta poner como ejemplo el algoritmo de la division:
si pensamos en la definicion de funcion euclidea en la CE_DE, la complejidad de
particularizar en Z, no es la misma que dividir en los polinomios, y no digamos en

Z[\/f] 0 los enteros de Gauss. La ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad en el
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Algebra Superior pasa por ambos procesos de generalizacion—particularizacion y
ninguno de ellos puede obviarse.

En la tabla 5.5.1.1. hemos resumido, de forma gréafica, los procesos de
generalizacién—particularizacién presentes en cada manual, junto con las CE que han
emergido en el analisis didactico de los mismos.

Tabla 5.5.1.1. Proceso de generalizacién—particularizacion y CE en los manuales

Procesos de generalizacion—particularizacion

General

Configuraciones
epistémicas:

Configuraciones

General epistémicas:

CE_ Inicial : x CE_ Inicial : x

CE_DI: x CE_DI: x
CE_DFU: x CE_DFU: x
: CE_DIP: NO i CE_DIP: NO
_ Particular -
Particular CE_DE: x - CE_DE: x
Manual 1 Manual 2

Configuraciones Configuraciones

General

epistémicas: epistémicas:
CE_ Inicial : x CE_ Inicial : x
CE_DI: x CE_DI: x
CE_DFU: x CE_DFU: x
. CE_DIP: NO Particular CE_DIP: x
Manual 3 Manual 4
Configuraciones Configuraciones
epistémicas: epistémicas:
CE_ Inicial: x CE_ Inicial : NO
CE_DI: x CE_DI: x
CE_DFU: x CE_DFU: x
CE_CIP: x Particul CE_DIP: x
Manual 5 Manual 6

Configuraciones Configuraciones

epistémicas: General epistémicas:
CE_ Inicial : x CE_ Inicial : NO
CE_DI: x CE_DI: x
CE_DFU: x CE_DFU: x
: CE_DIP: x CE_DIP: NO
Manual 7 Manual 8

WEI proceso de particularizacién—generalizacion es débil y se realiza a través de los polinomios
@EI proceso de generalizacién—particularizacion es progresivo.
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Al realizar el analisis del manual 1 observamos, que el estudio en lo particular,
provocado por la fuerte restriccion en los enteros al dominio de los naturales y obviando
el proceso de generalizacion, provoca un conflicto semi6tico potencial en el estudiante
gue no puede realizar el paso a la abstraccion. A este conflicto lo Ilamaremos el
conflicto semidtico de la generalizacion.

Segun Font & Contreras (2008)

La explicacion de las dificultades que los estudiantes experimentan para
comprender los objetos y los procesos matematicos que relacionan lo
particular con lo general, en nuestra opinidn, se encuentran en la
complejidad onto-semiética de dichos objetos y procesos matematicos.

(p-35)

Respecto del proceso de particularizacion-generalizacion, consideran tres tipos
de procesos: la abstraccion reflexiva o constructiva, la eliminativa y la aditiva. Font y
Rubio (2017) refiriéndose a lo anterior comentan

Estas tres maneras de generar intensivos juegan un papel diferente en las
matematicas, la abstraccion eliminativa y la constructiva tendrian que ver,
sobre todo, con el “contexto de descubrimiento”, mientras que la abstraccion
aditiva se relaciona, sobre todo, con el “contexto de justificacion”, puesto
que esta Ultima es la usada habitualmente en la presentacion formalista de las
matematicas que se fundamenta sobre la teoria de conjuntos. (p.12)

Desde nuestro punto de vista, todos ellos se ponen en juego, de forma implicita,
en esta investigacion.

En el analisis de manuales realizado, hemos reparado en los procesos de
generalizacién—particularizacion presentes en cada libro de texto en relacion a la
divisibilidad, y se ha obtenido la siguiente tipologia que extraemos de la tabla 5.5.1.1:

1. Se establece en el manual el proceso de generalizacion—particularizacién: esto
es, aparecen ambos procesos: el paso de lo particular a lo general (flecha ascendente) y
el inverso, desde lo general a lo particular (flecha descendente).

2. No se establece en el manual el proceso de generalizacion aunque si el de
particularizacion: esto es, no hay paso de lo particular a lo general pero si el inverso,
desde lo general a lo particular (flecha descendente).

3. Se establece en el manual el proceso débil de generalizacion (flecha
ascendente en color mas claro) y no el de particularizacion (flecha descendente
tachada).
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4. Es el caso en que no se realiza ningun proceso ni de generalizacion ni de
particularizacion (ambas flechas tachadas)

Extraemos que los manuales recomendados en bibliografia basica (celdas azules
en la tabla 5.5.1.1.) se encuentran ubicados en los dos ultimos items de la clasificacion;
esto es, no realizan procesos de generalizacion (M1 y M3) o lo realizan de forma debil a
traves de los polinomios (el caso de M2 y M8).

Sin embargo, lo manuales recomendados en bibliografia complementaria o para
el Doble Grado en Informatica y Matemaéticas y el Grado en Matematicas e Informatica,
se sitlan en el item 1, salvo el manual 6 que realiza el estudio en la estructura algebraica
de anillo y luego particulariza, de forma trivial. Esto es, todos ellos realizan procesos de
generalizacion—particularizacion, en los dos sentidos.

Ademas, tenemos que destacar que M5 realiza dichos procesos de forma gradual
(figura 5.1.1.) lo que permite rebajar la complejidad de estos procesos en la ensefianza y
aprendizaje de la divisibilidad.

5.5.2. Idoneidad didactica de los manuales

Con objeto de esquematizar los resultados, respecto de la idoneidad didéctica,
que obtuvimos en el andlisis cada manual, hemos optado por hacer operativa la figura
3.1.3. de esta tesis doctoral, proporcionada por el marco teérico del enfoque
ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematicos. Asi, la tabla 5.5.2.1. nos
proporciona, de forma grafica, una vision conjunta acerca de la idoneidad de los ocho
manuales analizados. De esta tabla obtenemos que, dentro de los textos que
corresponden a la bibliografia basica, distinguimos, en términos de idoneidad: por un
lado, M1, M3y M8y, por el otro, M2.

Los primeros tienen una alta idoneidad ecoldgica y mediacional puesto que
proponen aplicaciones a la informatica, procedimientos expresados a través del lenguaje
algoritmico y de programacion, asi como situaciones que muestran el uso de la
divisibilidad en su desarrollo socio—profesional. Ademas, los ejemplos tienen una gran
importancia en estos manuales (se proponen muchos ejemplos para adquirir destrezas,
tanto para realizarlos con lapiz y papel como con ordenador). Frente a esto, hay una
carencia importante en las argumentaciones: los manuales 1 y 8 no realizan
practicamente ninguna demostracion, salvo las constructivas, que en realidad
promueven establecer un procedimiento y, en M3, las demostraciones mas complejas,
matematicamente, no las aborda (como la que corresponde a la unicidad en el teorema
fundamental de la aritmética).
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Tabla 5.5.2.1. Idoneidad didactica de los manuales

IDONEIDAD DIDACTICA

._f ' Eog:m;a ) \Epistémica\\
Manual 3 Manual 4
- - =N .
Interacional /M:;iac@ \L“Ee_mcf?f| Medlacmnb
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Los libros de texto considerados bésicos para la divisibilidad, son manuales
donde se prima lo procedimental y las aplicaciones, en perjuicio de lo epistémico.
Frente a ellos, M2 tiene una alta idoneidad epistémica pero se rebaja la ecoldgica y
mediacional.

En todos los manuales de la bibliografia basica hay una gran riqueza en la
variedad de lenguajes como se ha comprobado en las imagenes que hemos ofrecido a lo
largo del capitulo; en particular, el lenguaje natural-vernaculo suele utilizarse para
rebajar el formalismo y explicar el lenguaje simbdlico. Es significativo que los
lenguajes algoritmico y de programacion solo estan presentes en los libros considerados
basicos en las guias de las asignaturas.

La proximidad con CE_lInicial de M1 y M3, junto con la alta cantidad de
ejemplos y, en general, de situaciones hace que sea un texto mas accesible al estudiante
de ingenieria, por lo que las idoneidades afectiva e interaccional son altas buscando,
probablemente, que no se produzca rechazo en los estudiantes de ingenieria, que utilizan
la matematica como herramienta.

Los manuales de la bibliografia complementaria (de M4 a M7) tienen
importantes carencias en las idoneidades ecologica, mediacional, interaccional y
afectiva (parte superior de los hexagonos en M4 a M7 de la tabla 5.5.2.1.) debido a la
falta de aplicaciones a la informatica y del uso de recursos computacionales.

El manual 7 es el texto con mayor idoneidad afectiva de los que no pertenecen a
la bibliografia basica, recordemos que es un libro de la U.N.E.D, y debe facilitar el
aprendizaje mas autonomo del estudiante. Sin embargo, al estar recomendado tanto para
matematicos como informaticos, las aplicaciones a la informatica no se desarrollan.

Desde el punto de vista cognitivo, M5 es el mejor de entre los libros de consulta,
en él el proceso de generalizacion gradual facilita la comprension de los conceptos y
proposiciones.

La mejor idoneidad epistémica la hemos valorado en el manual 4, pero es un
libro de texto que en el resto de componentes son bajas. En esta linea, aunque un poco
mas ecologico tenemos al manual 6.

Se ha puesto de manifiesto, de la comparativa entre manuales, una importante
diferencia entre textos que trabajan en entornos informéticos, donde son relevantes las
aplicaciones informaticas y los procedimientos; frente a otros, en el que se realizan
fuertes procesos de generalizacion, pero no se consideran aplicaciones.
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Ha sido significativo, en la entidad argumentaciones, el menoscabo de las
demostraciones en algunos manuales de la bibliografia basica, donde se utilizan los
recursos informaticos.
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Capitulo 6. Significados personales

6.1. Introduccion

La investigacion, en este capitulo, se entra en el estudio de los significados
personales de los estudiantes acerca de la divisibilidad. En el marco tedrico del enfoque
ontosemiotico se enfatiza sobre la importancia de caracterizar tanto los significados
institucionales como personales en la investigacion en Didactica de la Matematica. Asi
lo expresan Godino y Batanero (1994)

Describimos, a continuacion, algunas cuestiones de investigacion mas
especificas formuladas de acuerdo a la teoria del objeto y significado
desarrollada.

a) Una clase de estudios primarios en Didactica deben orientarse a
determinar o caracterizar los significados institucionales, especialmente el
significado en la institucién matematica; es necesario ver cuales son los usos
caracteristicos de los conceptos, proposiciones y teorias matematicas, las
situaciones problemaéticas fundamentales que incorporan las notas esenciales
de las nociones, las notaciones que podriamos Ilamar canonicas. Este analisis
debe abarcar los aspectos epistemoldgicos y fenomenoldgicos de los
mismos.(...)

b) Respecto a los significados de los objetos personales, esto es, los relativos
a profesores y alumnos, es necesario desarrollar procedimientos de
diagnodstico que permitan, en un momento dado, conocer el significado
personal construido para el objeto o campo conceptual correspondiente. (pp.
345-346)
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En esta direccion, y una vez caracterizados los significados institucionales de la
divisibilidad (en los dos capitulos anteriores), abordamos, en este momento, el analisis
de los significados personales de los estudiantes en esta tematica, que corresponde a los
objetivos O3, O4 y O5 de esta tesis doctoral.

La evaluacion de los significados personales se efectuard a través de dos
estudios empiricos realizados a los estudiantes del Grado en Ingenieria Informatica de la
Universidad de Jaén: en el primero de ellos analizamos practicas informaéticas,
realizadas en el laboratorio, sobre divisibilidad; el segundo estudio empirico se
estructura en dos pruebas, sobre la misma situacién, una escrita (en el aula de teoria) y
otra informatica (en el laboratorio). En ambos casos se les facilita un manual de
practicas, con el software Mathematica, como herramienta de aprendizaje (Garcia-
Mufioz et al. (2006) y Ruiz (2012), respectivamente) que se encuentran en la
bibliografia basica de las asignaturas de Matematica Discreta y Algebra de la UJA.

Se ha puesto de manifiesto, en el capitulo anterior, la importancia de los
procedimientos, en los manuales basicos para el Grado en Ingenieria Informatica, por la
posibilidad de trasladarlos al ordenador, asi como por la notoriedad de las aplicaciones
de la divisibilidad a la informatica. También, hemos mostrado la importancia de la
demostracion en el proceso de generalizacion—particularizacion presente en el estudio
de la divisibilidad en Algebra Superior.

Todo lo anterior nos lleva a seleccionar un teorema sobre aritmética modular,
concretamente sobre el calculo de inversos (donde se aplica el mcd y la identidad de
Bezout), que forma parte del temario de la asignatura de Matematica Discreta, y cuyas
aplicaciones, en particular, en el estudio de las congruencias y, en general, a la
informatica son relevantes. La demostracion de dicho teorema es constructiva; esto es,
es posible extraer un procedimiento que podemos implementar en el ordenador.

A continuacion (seccion 6.2.), presentamos una investigacion didactica, que
indaga en la influencia de un software cientifico, como Mathematica, en la ensefianza y
aprendizaje de dicha demostracion. Profundizamos, no solo en el procedimiento
extraido de esta demostracion (apartado 6.2.1.), sino que otorgamos un lugar importante
al uso que hacen los estudiantes de las hipétesis (apartado 6.2.2.), cuando el trabajo se
realiza en un entorno informatico. Se clasifican y cuantifican los conflictos semioticos
manifestados por los estudiantes lo que nos permite caracterizar sus significados
personales y determinar fendmenos didacticos que se producen.

Posteriormente, la seccion 6.3. esta dedicada al segundo estudio empirico, donde
analizamos la instruccién, en el contexto de aritmética modular, cuando esta apoyada
por el uso de los recursos informaticos. En esta ocasion, la exploracion de una misma
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situacion (la propiedad conmutativa) tiene dos partes diferenciadas, pero conectadas
entre ellas: una prueba escrita y otra con ordenador. De esta forma, se pretende mostrar
las formas de resolucion de los estudiantes y la inclinacion en los métodos de trabajo
elegidos, por influencia de las practicas con ordenador.

6.2. Significados personales en practicas informaticas sobre
divisibilidad.

En esta seccién se describe una investigacion dirigida al anlisis de la
instruccion de los estudiantes del Grado en Ingenieria Informatica, en un tema clave de
la demostracion en aritmética modular, como es el calculo de inversos. Se han disefiado
unas préacticas que realizaron en el laboratorio, empleando el programa Mathematica,
132 alumnos del primer curso del Grado en Ingenieria Informatica, de la Universidad de
Jaén. Las respuestas de los estudiantes han sido clasificadas y cuantificadas atendiendo
tanto a los conflictos semidticos manifestados, como a la influencia que tiene dicho
software cientifico en la ensefianza y aprendizaje de estos alumnos.

6.2.1. Descripcion de la exploracion

La muestra estd formada por los grupos de practicas que corresponden a la
asignatura de Matematica Discreta del Grado en Ingenieria Informatica (cinco, cada uno
de ellos con un nimero maximo de 40 alumnos). Por tanto, analizamos las respuestas de
132 estudiantes, todos los asistentes en este dia al laboratorio, de los 191 que aparecen
matriculados, lo que supone un 70% de la poblacion. La exploracion se realizo en el
mes de diciembre, al final del primer cuatrimestre del curso 2012-13.

Las cuestiones se elaboran por la doctoranda y son sometidas a juicio de
expertos, sus directores y los profesores que componen el area de Algebra de la
Universidad de Jaén y que imparten docencia en esta materia. Estos Ultimos son autores
del manual 8 (analizado en esta tesis doctoral) y que se utiliza como manual de practicas
en la asignatura Matematica Discreta.

Para la evaluacion de los significados personales, se analizaran las respuestas de
los estudiantes a los cuatro ejercicios de una practica informatica (anexo Il). La
correccion y codificacion de las respuestas de los estudiantes se ha hecho siguiendo el
método de otras investigaciones (Ordofiez, 2011; Ordofiez et al. 2013; Orddfiez et al.,
2014; Ordoriez et al., 2017), utilizando el programa SPSS (anexo I1), lo que ha hecho
posible clasificar y cuantificar variables y asi obtener regularidades a fin de caracterizar
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sus significados personales y determinar fenomenos didacticos que se producen en la
ensefianza y aprendizaje del calculo de inversos en Z,.

La practica informatica se basa en el siguiente resultado

Teorema (Caracterizacion de unidades)
Si @ es un elemento no nulo de Z,, entonces:
a admite inverso en Z,, si 'y sélo simcd{a,n}=1

y se realiza en las dos horas de préacticas, en el laboratorio. El estudiante dispone del
manual 8 (Garcia-Mufioz et al., 2006, pp.191-192) como herramienta de aprendizaje. En
él se expone como el teorema caracteriza los elementos que admiten inverso en Z, (los
no nulos cuyo maximo comun divisor con n sea 1). La demostracion permite construir
dicho inverso, a partir del calculo de la identidad de Bezout y se expone un ejemplo de
todo ello.

Posteriormente, se proponen cuatro ejercicios, todos ellos personalizados, para
que no haya interaccion entre los distintos alumnos, aunque con las mismas
caracteristicas didacticas. Cada estudiante debe realizarlos y entregarlos de forma
telematica para nuestro analisis.

1. Calcular, si es posible, el inverso de la clase de tu DNI en Z4;
2. Calcular, si es posible, el inverso de la clase de tu DNI en Z 43
3. Calcular, si es posible, el inverso de la clase de tu DNI en Zpy

4. Calcular, si es posible, el inverso de la clase (2x) en Zsos, Siendo X el nimero
del puesto de ordenador que ocupa.

Las dos primeras situaciones se encaminan a la realizacion, con Mathematica,
del procedimiento extraido de la demostracion del teorema (lo trataremos en la seccién
6.2.2.) y, las dos ultimas, se han disefiado para poner de manifiesto el grado de
consideracién de los estudiantes por cada una de las hipdtesis que intervienen en el
mismo (seccion 6.2.3.).

Para analizar resultados, en ambos casos se ha elaborado un analisis didactico, a
priori, de las situaciones haciendo explicitos conflictos de significado potenciales.

Giacomone (2017) realiza un andlisis a priori en su investigacion y manifiesta la
utilidad del mismo

El analisis a priori de cada una de las tareas implementadas durante
toda la experiencia formativa, nos ha permitido a los investigadores y al
profesor del curso, tomar conciencia de las relaciones complejas entre los
distintos objetos que intervienen en las practicas matematicas, prever
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conflictos cognitivos y gestionar las dificultades efectivas en el aula;

asimismo ha sido un soporte en la puesta en comun (p.10)
El EOS identifica en la actividad matematica cinco tipos de entidades u objetos
primarios:  situaciones-problema,  elementos  linglisticos,  conceptos,
procedimientos, proposiciones y argumentos (Godino, Batanero y Font, 2007).
Asi, el analisis a priori se conducira a través de dichos objetos primarios que han
sido una herramienta facilitadora en la clasificacion de los conflictos semioticos
potenciales.

6.2.2. Analisis didactico de las practicas sobre demostracion

La figura 6.2.2.1. muestra el calculo del inverso que realiza el manual 8 y que
utiliza el estudiante para la ejecucion de la practica.

Sabemos que £, es. en general, un anillo conmutative. Los elementos no nulos que admuiten

mverso (se diran uvnidades) son facilmente 1dentificables; en efecto.

a admite inverso si v solo s (a. n) = 1.

Ademas el calculo del inverso puede obtenerse como una consecuencia del algonitmo de
Euclides. Concretamente, si @ admite inverso es porque (a. ) = 1. v por la identidad de Bezout, Ju, v e
£ tales que ! = au + nv. Tomando clases en la igualdad anterior, tendremos I= au pues n= 0. Asi

deducimos que el mverso de a es la clase v siendo u el entero que aparece en la identidad de Bezout

acompafiando al entero a.

Figura 6.2.2.1. Construccion del inverso (Garcia-Mufioz et al., 2006, p.192)

La resolucion para las situaciones 1 y 2 es similar. Se proponen las dos con
objeto de asegurar, a todos los estudiantes, que puedan realizar la situacion 1 o 2; esto es
que su DNI sea primo relativo con 17 0 43.

Hemos estructurado en fases (de forma algoritmica) la resolucion del experto,
que se recoge en latabla 6.2.2.1.
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Tabla 6.2.2.1. Fases para la resolucion de la situacién 1.

Resolucién del experto

Fases de la resolucion

In[]:= n1=25000000;
n2=17;

Out[]= m.c.d.{17 , 25000000}=1
m.c.m.{17, 25000000}=425000000
Identidad de Bezout:
1= 25000000-( -4 )+17 -( 5882353).

Como m.c.d.{17, 25000000}=1, entonces por la
proposicién, afirmamos que existe el inverso de
25000000 en Zy7

El inverso de 25000000 en Z;; y es -4 (tomando
clases en la identidad de Bezout, 17 = 0)

In[]:=Mod[-4,17]

Out[]:=13

(FO) Seleccién de los datos para el
programa.

(F1) Introducimos los datos en el
programa que calcula el med y la
identidad de Bezout .

(F2) Ejecutamos el programa accionando
INTRO.

(F3) Obtenemos la salida de datos del
programa.

(F4) Aplicando la proposicion y segun el
mcd:

(F4.1) Si es 1, existe el inverso,

(F4.2) Si es distinto de 1, el inverso no
existe y el ejercicio termina, no se puede
calcular.

(F5) En caso de que exista el inverso
(mcd=1), aplicamos la demostracién del
teorema para elegir el nimero que
acompafia al DNI y deducir que este es el
inverso.

(F6) Calculamos la clase de este nimero
obtenido en el paso anterior, en Z;7, con
Mathematica, obteniendo el resto de
dividir entre 17 con la funcion que tiene
el programa (Mod[]).

(F7) Ejecutamos Mathematica para
realizar la operacion accionando INTRO.

(F8) Obtenemos el inverso.
(F9) Comprobacion (opcional).

A continuacion, exponemos el analisis a priori realizado clasificando los

conflictos de significado potenciales.

6.2.2.1. Analisis a priori de las tareas

Como hemos indicado, el analisis a priori se conducira a través de las entidades
primarias. Los conflictos semidticos potenciales de las entidades lenguajes,
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conceptos,  proposiciones y procedimientos son comunes para las cuatro
situaciones propuestas en el primer estudio empirico.

Situacion—problema

En ambas situaciones se analiza la construccion (figura 6.2.2.1.) para el célculo
del inverso con la ayuda de recursos informaticos. En estos casos nos interesa proponer
problemas que, en el mayor nimero de casos admitan inverso, y esto se dara cuando el
maximo comun divisor sea 1.

Asi, se toma como primer dato el DNI, para personalizar el ejercicio y porque es
bien conocido por el estudiante con lo que sera mas dificil que se equivoque al teclearlo
en el ordenador.

Se han seleccionado dos nimeros primos, 17 y 43, para los que fuera dificil que
el DNI fuera multiplo de ambos.

Como paso previo a aplicar el programa Mathematica, se podria simplificar el
valor del DNI, pasandolo a Z,, al igual que se haria sin la ayuda del ordenador. Se
especifica en clase que no es necesario pues ya lo realiza el programa.

Otra caracteristica del programa que van a utilizar es que organiza los datos
utilizando el orden natural; es decir, cuando calcula la identidad de Bezout, pone como
primer término el que aparece con el dato de mayor valor absoluto:

1= 25000000-( -4 ) + 17-( 5882353). (a)

Es obvio que cada DNI es mayor que 17 (43 para la situacion 2) por lo que al
utilizar el programa, la salida nos lo dara en el primer término de la expresién como
vemos en (a).

El inverso de 250000000, es -4, pues es quien lo acomparia en la identidad de
Bezout. Sin embargo, en el ejemplo expuesto en clase, el inverso buscado aparece en el
segundo término de la identidad de Bezout.

No se ha introducido en el ordenador un cédigo que devuelva sélo el resultado
del inverso tras introducir los datos, sino que se ha preferido implementar solo la parte
de calculo maés tediosa (la identidad de Bezout), asi el estudiante trabaja de forma mas
centrada y visualiza todo el esquema demostracion. Una vez localizado el inverso, hay
que concluir dando su clase en Z,. Este paso no va a ser comun para todos los alumnos
pues a algunos ya les vendra simplificado, lo que depende del valor numérico de su
DNI.
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Lenguaje

Teniendo en cuenta la trasposicion informatica (Balacheff, 1994) encontramos
tres tipos de lenguaje: el propio de las matematicas, el del programa informatico con el
que trabajamos (Mathematica) y el del entorno (Windows). Asociamos distintos
conflictos semioticos potenciales dependiendo del tipo de lenguaje que consideremos.

* Lenguaje de las matemaéticas:

Es fundamentalmente un lenguaje formal o simbdlico (segun la clasificacion que
establecimos en la seccion 4.2.). Debemos remarcar que en el teorema aparecen un “si y
solo si” (bicondicional) y el cuantificador existencial, que conllevan una dificultad
especial, desde el punto de vista didactico. Si atendemos a los datos con los que
trabajamos, observaremos que tenemos también un lenguaje numérico, propio de la
aritmética modular.

Los conflictos semidticos potenciales para el lenguaje de las matematicas

(CSLM) que consideramos son:

CSLM;: Aquellos casos en los que el alumno elige mal los datos.

CSLM;: Aquellos casos en los que el estudiante realiza un célculo previo, como lo
realizaria sin ordenador, e introduce los datos simplificados.

CSLM3: No se entiende la notacién de clase de equivalencia y se confunde con
complemento o negacion (figura 6.2.2.1.1).

m.c.d.{17,DNI}=-1

m.2.m. {17, DNT }=13300000

Identidad de Bezout: 1=-DNI-(5)+ 17- [-227310000X) .
Por tanto el inverso gue nos pldsn es 5 megado.

Figura 6.2.2.1.1. Respuesta estudiante 49, situacion 1

* Lenguaje del programa Mathematica

Mathematica es un software cientifico que trabaja en lenguaje de programacion
tipo C aunque con unas caracteristicas muy especiales respecto de las sintaxis y respecto
de los paquetes y funciones implementadas. Esta estructurado en dos partes: Cuando
iniciamos el programa, se despliegan una serie de ventanas con distinta funcionalidad,
que permiten la comunicacion con el usuario y con las que podemos interactuar, nos
referimos a ellas como el interfaz de usuario o Front End. Por otra parte, para ejecutar o
calcular algo, es preciso realizarlo en el nicleo o Kernel del programa, la parte mas
importante del mismo, pero no se realizard ningun calculo mientras no se pulse la tecla
INTRO.

Obtenemos, asi, dos tipos de conflictos semioticos potenciales (CSLMth):

" por proteccion de datos, se ha sustituido el nimero por DNI y algunas cifras por xxx
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= Relativos al interfaz de usuario o Front End:

CSLMth;: Corresponde a una mala utilizacion de las celdas de entrada de datos.

CSLMth,: Corresponde a errores de sintaxis propia del Mathematica.

CSLMths: El alumno desconoce la funcion o paquete de los que el programa dispone
para realizar los célculos. En esta practica, la funcién Mod[] se utiliza para
calcular el resto de dividir dos nimeros enteros.

= Relativos al Nucleo o Kernel:

CSLMth,: Se produce cuando se bloquea el nicleo al ejecutar los datos, bien porque el
programa no esté bien construido o porque la magnitud de los datos sobrepasan
la memoria del ordenador.

CSLMths: Se desconoce por parte del alumno que para cargar el nucleo y realizar los
calculos es necesario pulsar INTRO.

* Lenguaje del entorno, en este caso Windows

El programa Mathematica lo utilizamos dentro del entorno Windows. Asi,
utilizar las ventanas y los archivos (bajarselos desde un espacio web donde los tenemos
situados, guardarlos, enviarlos al directorio donde se entregan las préacticas,...) es algo
propio del lenguaje que corresponde al entorno en el que trabajamos. Tenemos también
que tener en cuenta las caracteristicas de la red en la que nos encontramos, en este caso
la red de la Universidad de Jaén.

Respecto del entorno Windows, podemos asociar los siguientes conflictos
semioticos (CSLW):

CSLW;: El alumno entrega la plantilla vacia.

CSLW,: El estudiante entrega la practica en un lugar equivocado o con el nombre
cambiado.

CSLWs: El archivo entra corrupto.
CSLWg,: Un mismo alumno entrega varios archivos.
Conceptos y proposiciones

Intervienen en estas entidades las definiciones de clases restos y unidad en un
anillo (CE_DI), la unicidad del inverso y la identidad de Bezout (CE_DI y CE_DE,
respectivamente).

Asi, los conflictos semidticos potenciales asociados a conceptos y proposiciones
(los hemos agrupado pues estan relacionados), los notaremos CSCM y CSCMth, para
los que corresponden a conceptos y proposiciones de las matematicas o de
Mathematica, respectivamente, y son:
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CSCM;: Se calcula el inverso del elemento cero.
CSCM,: Para un elemento no nulo, se toma el cero como inverso.

CSCMg: Se considera que no existe la clase de un nimero negativo o un nimero mayor
que n.

CSCMg: Se calculan dos inversos.
CSCMs: No identifica la identidad de Bezout (figura 6.2.2.1.2.)

m.c.d.{DNI,DNI}=DNI

m.c.m. {DNI,DNI}=47

Identidad de Bezout: DNI-DNI-(0)+ 17-(1).
HNo es identidad de Bezout DNI en ZDNI

Figura 6.2.2.1.2. Respuesta estudiante 60°, situacion 2

CSCMg: Confunde inversos en Z, con divisores de cero.
CSCMth;: No utiliza la funcion Mod[] para calcular la clase de restos del inversos.

Los conflictos que aparecen en las argumentaciones se pueden considerar
también conflictos semidticos potenciales en esta entidad primaria

Procedimientos

En la tabla 6.2.2.1. se han expuesto las diferentes fases que constituyen este
proceso, fases que podemos considerar como cadenas de funciones semiéticas. Cada
ruptura en esta cadena representa un conflicto semidtico potencial pues es necesario
realizarlas todas para la correcta resolucion de la situacion propuesta.

Como se puede observar todos ellos han quedado descritos en alguna de las
entidades primarias anteriores por lo que no utilizaremos nueva notacion para
representarlos. En lo que se refiere a los conflictos semioticos potenciales solamente
destacaremos aquellos que no han sido ya expuestos en las otras entidades y lo
representaremos por

CSP;: No se conoce el procedimiento o se utilizan otros programas incongruentes.
Argumentaciones

Hemos distinguido dos tipos: Por un lado, las que corresponden a las
matematicas (segun la clasificacion de 4.2. en esta memoria). Son argumentaciones
deductivas y podriamos decir que también son argumentos constructivos, pues la
demostracion no solo proporciona la existencia del inverso sino que nos permite
construirlo. Por otro lado, respecto del programa Mathematica, son frecuentes los
argumentos por ensayo—error en el uso del ordenador (figura 6.2.2.1.3.).

Los conflictos semioticos en esta entidad (CSAM y CSAMth) son:

® por proteccion de datos, se ha sustituido el nimero por DNI
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CSAM;: En la fase 4, a pesar de que se observa que el mcd es 1, se deduce que el
inverso no existe.

CSAM,: En la fase 4, deduce que no tiene inverso y sin embargo elige uno.

CSAMth;: Argumenta que el segundo nimero es el inverso, basandose en la posicion y
no se fija si acomparia al DNI.

CSAMth,: Se inventa el inverso a partir de datos de la identidad de Bezout que no
corresponde con la construccion dada (figura 6.2.2.1.3.).

m.2.0.{17,0NI }=1

m.o.m. {17, DN } =200

Identidad de BezodCr 1-DHI-{4£)+ 1T7-={-12630000X) .
Por tanto el inverso gue nos pilden &5 -126X0000K.
Por tamto el inverso e8 1T7+#4=21

Figura 6.2.2.1.3. Respuesta estudiante 93°, situacion 1

El siguiente apartado contiene los resultados obtenidos en la exploracién y su
discusion.

6.2.2.2. Resultados y discusion

Los datos de las dos situaciones han sido bien elegidos para que los alumnos
pudieran calcular el inverso. En efecto, tan s6lo dos alumnos de 132 no pudieron
realizar la situacion 1, con las mismas caracteristicas didacticas de sus compafieros, al
ser su DNI multiplo de 17, pero ninguno de ellos fue también multiplo de 43 y
realizaron la situacion 2 en las condiciones que pretendiamos.

S0

Frecuencia

N s e N 1 s Y S o S

T T T T T T T T T T
Ejercicio 0 10 30 40 41 42 81 62 g0 an
en

blanco

Fases

Figura 6.2.2.2.1. Fases de la demostracién completadas con éxito

° por proteccion de datos, se ha sustituido el nimero por DNI y algunas cifras por xxx
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Los resultados podemos interpretarlos en términos de las fases descritas en la
tabla 6.2.2.1.); esto es, en qué fase de la demostracion, el estudiante ha tenido las
mayores dificultades. No cabe duda que esta algoritmizacion en el proceso a través de la
numeracion de las fases aportara informacién valiosa respecto de los significados
personales en el aprendizaje de esta demostracion.

Para ello hemos realizado un recuento que nos indica cual ha sido la ultima fase
de la demostracion que el alumno ha realizado bien. Se considera que la demostracion
esta correcta si, dependiendo del DNI, se ha llegado a la fase 4.2., 6, 8 0 9. El diagrama
de barras de la figura 6.2.2.2.1. muestra la frecuencia de estudiantes que completaron
con éxito cada fase.

En la situacion 1 (respectivamente 2), el nimero de alumnos con la
demostracion correcta es 40 (41 respectivamente), de los 132 alrededor de un 31%.
Este bajo resultado nos indica la complejidad de dicho esquema de demostracion.

Respecto de las fases que han completado correctamente, la de mayor frecuencia
es la 4.1, con 44 alumnos en la situacion 1 (45 en la situacién 2). Estos casos aplican la
proposicion para asegurar la existencia del inverso y, sin embargo no saben elegir el
inverso de forma correcta, como se explicaba en la demostracion, sino que lo han
asociado al elemento que ocupa el segundo lugar de la identidad; esto es, un fenémeno
didactico observado es que los alumnos eligen el inverso desde la identidad de Bezout
que han obtenido con el ordenador, basédndose en la posicion, sin aplicar
adecuadamente la construccion dada en la demostracion.

Cabe también destacar que 29 estudiantes en la situacion 1 (28 en la 2) se
guedaron en una fase muy inicial de la demostracién (fase 3) en la que no obtuvieron los
calculos por no haber dado al INTRO y activar el nGcleo lo que interpretamos como un
desconocimiento basico del programa Mathematica, con el que se ha estado trabajando
durante todo el cuatrimestre, y que constituye un fenomeno didactico relativo al
lenguaje, cual es que, a pesar de tratarse de alumnos que llevan un cuatrimestre
utilizando el programa Mathematica, un porcentaje estimable de ellos, alrededor del
22%, desconoce que ha de activarse el nucleo del programa para ejecutar los calculos.

En la tabla 6.2.2.2.1. mostramos los resultados obtenidos respecto de los
conflictos semioticos que emergen en las dos situaciones, clasificados segun las
distintas entidades primarias.

Observamos que los datos obtenidos en ambas situaciones son muy similares.
Respecto del lenguaje, las argumentaciones y conceptos o proposiciones, observamos en
la tabla 6.2.2.2.1., que los conflictos mé&s significativos estan relacionados con el
programa Mathematica, mientras que en lo referente a los procedimientos, los conflictos
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semidticos con mayor frecuencia son los de las matematicas. La baja incidencia de
conflictos semioticos debido al lenguaje del entorno consideramos que se debe a la
habilidad de estos alumnos en la utilizacion de recursos informaticos.

Tabla 6.2.2.2.1. Cuantificacion de conflictos semiéticos en las situaciones 1y 2.

Situacion 1 Situacion 2
Entidades primarias Frecuencia  Porcentaje  Frecuencia  Porcentaje
absoluta absoluto absoluta absoluto
Lenguaje Matematicas 7 5,3% 7 5,3%
Mathematica 45 34,1% 45 34,1%
Entorno 8 6,1% 8 6,1%
Argumentacién Matematicas 5 3,8% 4 3%
Mathematica 46 34,8% 47 35,6%
Conceptos y Matematicas 4 3% 3 2,3%
proposiciones Mathematica 35 26,5% 33 25%
Procedimientos Matematicas 28 21,2% 27 20,5%
Mathematica 2 1,5% 4 3%

La entidad primaria en la que se han manifestado mas conflictos semioticos (60
estudiantes en ambas situaciones) es el lenguaje. Entre ellos los conflictos relativos a las
matematicas no son significativos en esta practica pues los datos estaban elegidos
cuidadosamente; los del entorno tienen también una frecuencia baja pues el estudiante
de informatica esta acostumbrado a distintos entornos y el tratamiento de archivos no
les supone dificultad.

Dentro de las argumentaciones, el conflicto semidtico més destacado ha
correspondido a CSAMth; con una frecuencia de 45 (respectivamente 46) estudiantes y
que se ha derivado de la proposicién falsa que obtiene el inverso a través de la posicién
(fase 4.1 vista anteriormente)

Un fendmeno didactico que se observa es el porcentaje, en torno al 30 %, de
conflictos semidticos con el programa Mathematica en las entidades primarias como
son el lenguaje, argumentaciones y conceptos y proposiciones, frente al escaso
porcentaje de conflictos semioticos en procedimientos, tambien con el programa
Mathematica.
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6.2.3. Analisis didactico de las practicas sobre la consideracion de las
hipoétesis

En la ensefianza y aprendizaje de un teorema en las matemaéticas, es muy
importante la consideracion de las hipdtesis del mismo pues éstas proporcionan el
ambiente, en el cual, se verifica el resultado. Estas hipdtesis tienen un papel importante
en el desarrollo de la demostracion y, para un informatico, constituyen las condiciones
“indispensables” para implementar en un algoritmo que describa el procedimiento, de
forma que tienen que hacerse explicitas en el mismo.

En esta investigacion nos ocupamos, de nuevo, del teorema de caracterizacion de
las unidades en Z,, pero bajo la dptica de sus hipotesis. La demostracion es constructiva
y asi, el célculo del inverso de a se realiza bajo dos hipétesis:

e Laprimera, a es un elemento no nulo.
e Lasegunda, el maximo comdn divisordeaynes 1.

Para poner de manifiesto el grado de consideracion de los estudiantes por cada una
de las hipotesis de este teorema hemos disefiado las situaciones 3 y 4 de la exploracion
que corresponden a un ejemplo que no verifica cada una de dichas hipotesis. Estas son:

Situacion 3. Calcular, si es posible, el inverso de la clase de tu DNI en Zpy

Situacion 4. Calcular, si es posible, el inverso de 2x en Zsg, siendo x el nimero
del puesto de ordenador que ocupa.

6.2.3.1. Analisis a priori de las tareas

En estas situaciones 3 y 4, debido a que analizamos el mismo teorema que en las
situaciones 1 y 2, aunque desde la perspectiva de las hipdtesis, los conflictos semidticos
potenciales relativos a las entidades lenguaje, conceptos y proposiciones son los
mismos. También lo es, el procedimiento utilizado en la resolucion. Por ello, en esta
ocasion, exponemos solo el andlisis de la situacion—problema y las argumentaciones

Dentro de la entidad situacion-problema, comenzaremos exponiendo la
resolucion del experto de la situacion 3. Esto es, calcular, si es posible, el inverso de la
clase de tu DNI en Zpp;.

Es obvio que, como las clases en Zpy, se calculan a través del resto de dividir
entre el DNI, entonces DNI = 0, que no tiene inverso por definicion, y simplemente con
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hacer esta observacion concluiria el ejercicio, sin tener que realizar nada en el
ordenador.

En esta situacion, la clase a la que hay que calcularle el inverso corresponde,
para todos los estudiantes, con la del 0 y no verifica la primera hipotesis del teorema.
Optamos por no poner directamente que calcularan la clase del 0 porque si utilizaran
como datos n1=0 y n2=25000000, el programa daria un mensaje de error y el alumno no
se plantearia qué estaba pasando. Por tanto se prefirié buscar un maltiplo del DNI que
no fuera el cero.

Si el estudiante no tiene en cuenta la hipdtesis primera y hubiera aplicado el
esquema de demostracion basado en calcular el maximo comun divisor y la identidad de
Bezout, a través del programa que tienen en el manual, obtendria lo siguiente (tomando
como DNI=25000000):

1. Modificaria las entradas del programa con los datos nl y n2 siguientes
In[]:= n1=25000000;
n2=25000000;
2. Ejecutaria el programa presionando INTRO en el ordenador.
3. Obtendria los siguientes resultados:
Out[]= m.c.d.{25000000 , 25000000}= 25000000
m.c.m.{25000000 , 25000000}=25000000
Identidad de Bezout:
25000000= 25000000-(0) +25000000-(1). (*)
4. Se deberia observar que el maximo comun divisor no es 1y, por la segunda

hipotesis, deducir que no existe el inverso de 25000000.

Si esta segunda hipotesis pasara también inadvertida para el estudiante y
continuara la demostracion, deberia seleccionar como inverso el nimero que en la
identidad de Bezout, acompafia a 25000000. En este caso vemos que aparecen en la
combinacion lineal (*) el 0y el 1. Ante esto, caben tres posibilidades:

o Si elige como inverso el 0, es una gran contradiccion pues 0 no tiene

inverso.

o Sise eligierael 1, también es contradiccion pues el 1 es el inverso del 1.

o Sielige ambos 0y 1, contradice el hecho de que el inverso es Unico.

Cualquiera de estas contradicciones deberia llamar la atencion de que algo no
va bien en la demostracion (y esto es, precisamente, que no se verifican las hipétesis).

En el caso de la situacion 4, para el estudio de la segunda hipotesis, se propone:
calcular, si es posible, el inverso de 2x en Zsps, siendo x el nimero del puesto de
ordenador del aula que ocupa (x=2,..,40).
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Para esta practica, el dato n1=2x es personalizado y su clase no es la clase del 0
en Zsps pues 4 < nl < 80. Ademas, 2x es el representante de clase canonico, por lo que
no hay que simplificarlo con operaciones previas.

El segundo dato se eligio por ser un maltiplo de 2, alto, y que no terminara en 2
para que el alumno no viera a simple vista que no es primo relativo con 2x.

La resolucion del ejercicio pasa por aplicar el programa de identidad de Bezout y
comprobar que el maximo comun divisor es multiplo de 2, no es 1, por tanto no tiene
inverso y el proceso concluye, a pesar de que el ordenador pueda calcular la identidad
de Bezout.

No se ha implementado en el ordenador toda la demostracion objeto de nuestro
estudio, sino que se ha preferido recurrir a €él, sélo para la parte de calculo mas tediosa.
Tampoco se han incluido las hipdtesis en el procedimiento que hemos trasladado a
Mathematica. EI motivo ha sido que se pretende que el estudiante trabaje todos los
aspectos de dicha demostracion y quede resaltada la importancia de estas dos hipétesis
en el teorema.

Las argumentaciones son del mismo tipo que en las situaciones 1 y 2. En esta
entidad podemos considerar los siguientes conflictos semioticos potenciales:

CSAM;: Si el med es 1, se deduce que el inverso no existe.
CSAM,. Deduce que no tiene inverso y sin embargo elige uno.
CSAMg: A pesar de que el mcd es distinto de 1, deduce que existe el inverso.

CSAMy,: Razona que no existe el inverso porque el DNI es primo o porque existen
divisores de cero.

CSAMs: Razona que no existe el inverso porque el mcd es distinto de cero.
CSAMg: Comprueba si el resultado es inverso del 0.

CSAMth;: Argumenta que el segundo nimero es el inverso, basandose en la posicion y
no se fija si acomparia al DNI.

CSAMth,: Se inventa el inverso a partir de datos de la identidad de Bezout que no
corresponde con la construccion dada.

A continuacion, mostramos los resultados del analisis realizado junto con su
discusion.
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6.2.3.2. Resultados y discusion

En la situacion 3, respecto de los datos propuestos, podemos observar que la
eleccion de los datos n1 y n2 como el DNI de cada alumno, ha dado lugar a muy pocos
errores (el 3,8% de la muestra) pues es un nimero muy conocido por el alumno.

Recordemos que esta situacion es el tercer ejercicio de la practica realizada en el
laboratorio. En blanco aparecen 9 alumnos de los 132 de la muestra. Podemos deducir
que contestan un alto porcentaje de estudiantes. Esto nos indica que es un ejercicio
asequible.

La figura 6.2.3.2.1 muestra un diagrama de sectores que resume los resultados
respecto de la realizacion correcta del ejercicio 3.

Otros errores Blanco
% N\ 1%
Hipdtesis 1

No / considerada
argumentan 2%

22%

Hipdtesis 2
considerada
Argumentan 23%
mal I

42%

Figura 6.2.3.2.1. Resultados de la situacion 3 correcta.

Tras el analisis estadistico, podemos deducir, segun la figura 6.2.3.2.1., que sélo
un 25% de los alumnos realizaron la situacion 3 correctamente (Hipdtesis 1 o Hipotesis
2 consideradas); es decir, tan solo 33 estudiantes. De ellos: solo 3 (el 2%), los que no
tuvieron el conflicto semiotico CSCM; (calculan el inverso del 0), fueron los que
consideraron la primera hipotesis del teorema. Dos de ellos concluyeron que no existe el
inverso del 0 y explican que al no verificarse la hipdtesis 1, el elemento no tiene
inverso. No hicieron uso del ordenador para su deduccion. Son los Unicos que muestran
una verdadera consideracion de esta hipotesis en el teorema.

El estudiante 32, llega a la misma conclusion pero necesita el ordenador para
deducir que el inverso no existe. Como vemos en la figura 6.2.3.2.1., comprueba que no
existe el inverso basandose primero en la segunda hipdétesis, que el maximo comdn
divisor no es 1, y luego aporta que es el 0. Asi, comprueba que no se verifica la
hipdtesis 2 y después observa que tampoco se cumple la hipdtesis 1. Probablemente,
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este estudiante esté considerando la regla implicita de usar el ordenador al estar en un
laboratorio de informatica.

m.c.d.{25000000 , 25000000)= 25000000
m.c.m.{25000000 , 25000000}+3)
Identidad de Bézout: 25000000= 25000000 (0) + 25000000- (1).

Al ser distinto el m.c.d. de 1 el mimero correspondiente a m1 DNI (25000000) no
tiene inverso, también decir que en Z>so00000 €l mimero 25000000 es 1gual a 0

Figura 6.2.3.2.2. Respuesta del estudiante 32,

También se puede ver en la figura 6.2.3.2.2.,, del alumno 32: el
mcm(25000000,25000000) = 43, en lugar de 25000000 (rodeado en rojo en la figura).
Este dato corresponde a un ejercicio anterior y se ha acumulado en las variables del
programa. El alumno debe saber, (si es estudiante de informatica, con mas razén) que
deben limpiarse las variables al realizar un nuevo ejercicio. Eso se realizard saliendo
del Kernel o utilizando las funciones adecuadas de Mathematica.

Solo 30 personas (el 23%) deducen que no existe el inverso al considerar la
hipotesis 2 pero no la hipdtesis 1. Son alumnos que directamente realizan el ejercicio
usando el ordenador, comprueban que el maximo comun divisor no es 1 y no se paran a
analizar o verificar la hipdtesis 1, es decir si el elemento es cero. Aungue han realizado
correctamente el ejercicio basan sus razonamientos en los célculos proporcionados por
el ordenador, no observando previamente el conjunto de hipétesis.

Observando la incidencia de los conflictos semidticos hemos obtenido los
resultados que se muestran en la tabla 6.2.3.2.1. También recogemos los resultados de
la situacion 4 que analizaremos mas adelante.

Tabla 6.2.3.2.1. Cuantificacion de conflictos semiéticos en las situaciones 3y 4.

Situacion 3 Situacion 4
Entidades primarias Frecuencia  Porcentaje  Frecuencia  Porcentaje
absoluta absoluto absoluta absoluto
Lenguaje Matematicas 7 5,3% 9 6,8%
Mathematica 119 90,2% 13 19,8%
Entorno 8 6,1% 7 5,3%
Argumentacién ~ Matemaéticas 57 43,2% 58 43,9%
Mathematica 0 0% 0 0%
Conceptos y Matematicas 120 90,9% 1 0,8%
proposiciones Mathematica 1 0,8% 0 0%
Procedimientos  Matematicas 29 22,2% 21 15,9%
Mathematica 0 0% 0 0%

% por proteccion de datos, se ha sustituido DNI1=25000000
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En la situacion 3, los conflictos semiodticos mas numerosos son los
correspondientes a los conceptos de las matematicas, esto es, CSCM: lo manifiestan 120
de los 123 que respondieron. En particular, CSCM; (calcular el inverso sin considerar
que es el 0) es el mas frecuente, lo presentaron los 120 estudiantes. Todos ellos estiman
que el cero puede tener inverso, o no observan que el cero es una clase que nunca tiene
inverso, por definicién, y realizan el esquema de demostracion que presenta el teorema.
De estos 120 estudiantes, 15 mostraron también CSCMy, consideran que el cero es el
inverso del cero. Aunque no ha tenido un alto indice de incidencia, hay 2 casos que
manifiestan que el DNI tiene dos inversos (CSCM,), el 0 y el 1, lo que nos parece, en
este nivel educativo, un conflicto muy significativo.

Los conflictos del lenguaje del programa Mathematica (CSLMth) también han
sido muy numerosos, concretamente 119. De ellos el més representativo ha sido
CLMthg, con 114 estudiantes que lo manifiestan. Corresponde a un conflicto relativo al
nucleo del programa. Se puede ver en la figura 6.2.3.2.2., del alumno 32: el
mcm(DNI,DNI)=43, en lugar del DNI. Este dato corresponde a un ejercicio anterior y
se ha acumulado en las variables del programa.

Respecto de las argumentaciones, 57 alumnos mostraron CSAM. Se han
presentado 6 tipos de conflictos semidticos ligados a las argumentaciones aungue el méas
frecuente ha sido CSAMj; con 55 alumnos.

Es muy importante hacer notar que 85 personas, un 64% (los que argumentan
mal 0 no argumentan) se quedaron en el paso 3 de la resolucion del experto; de ellos, 29
obtuvieron los célculos de la Identidad de Bézout con el ordenador y no son capaces de
realizar ninguna argumentacion.

En el analisis de la situacion 4, podemos observar que la eleccion de los datos
nl= 2x, siendo x el nimero de puesto de ordenador que ocupa en el laboratorio, y n2=
DNI de cada alumno, ha sido acertada pues ha dado lugar a pocos errores (solamente 9
alumnos tomaron mal los datos del ejercicio).

Se incrementaron a 15 los alumnos que presentaron el ejercicio en blanco, 6 mas
que en la situacion anterior, que puede ser debido a que es la Ultima situacion de la
practica. Aun asi, el porcentaje de estudiantes que contestan sigue siendo alto, un 88,6%
de la muestra, lo que nuevamente nos indica que es un ejercicio asequible.

Recordemos que esta situacion analiza los alumnos que consideran la hipétesis 2
del teorema que estudiamos. Los resultados obtenidos son similares a los anteriores,
aparecen 29 estudiantes (el 22% de la muestra) que consideraron la hipotesis 2, y por
tanto hicieron el ejercicio bien. Como vemos segun la hipétesis 2, los datos son estables
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respecto de los dos ejercicios y sigue siendo muy alto el nimero de alumnos con el
ejercicio mal (66,7% frente al 68% que lo tenian mal en el problema anterior).

Observando la tabla 6.2.3.2.1., los conflictos semidticos mas significativos han
sido los relativos a las argumentaciones de las matematicas, alrededor de un 44%, muy
similar a la situacion 1. El més frecuente es también CSAM3 con 58 alumnos.

6.3. Significados personales en practicas (escritas—informaticas)
sobre un axioma en grupos

Hemos disefiado un experimento con objeto de contrastar la hipdtesis 4 de esta
tesis doctoral, relativa a la influencia del uso de los recursos informaticos en las
demostraciones de propiedades relacionadas con axiomas en el Algebra Abstracta.

Recurrimos al contexto de aritmética modular y definimos, en Z, operaciones
para trabajar los axiomas de grupo. Esta investigacion analiza la influencia de un
software cientifico como Mathematica en la ensefianza y aprendizaje de la propiedad
conmutativa cuando ésta se trabaja en teoria de grupos. Para ello se han analizado
realizaciones de los estudiantes a dos pruebas: una escrita y otra con ordenador. Se
muestra la forma en que han abordado la resolucion de las mismas extrayendo
dificultades y errores, poniendo nuestro foco de atencion en la faceta dual
particular—general, en relacion al método de trabajo elegido por los estudiantes en estas
practicas.

6.3.1. Descripcion de la exploracion

La propiedad conmutativa es un resultado conocido y utilizado desde las
primeras etapas educativas en las que el nifio se inicia en el aprendizaje de la
Matematica. Sin embargo, su estudio en los distintos niveles educativos esta dotado de
caracteristicas didacticas diferentes, sefialadas por los niveles de algebrizacion
establecidos en el EOS (Godino et al., 2015). Es en el ultimo nivel de esta etapa, en
Secundaria, en el que se realiza la “introduccion” de algunas estructuras algebraicas,
como la de grupo o espacio vectorial. Parece obvio que, cuando la propiedad
conmutativa se enmarca en el estudio de una estructura algebraica, a nivel universitario,
el nivel de abstraccion aumenta y por tanto hay una mayor complejidad ontosemiotica.
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Por otro lado, el conocimiento de la estructura de grupo es obligatorio para un
informatico por sus sustanciales aplicaciones: la maquina Enigma™* se basa en el grupo
simétrico o de las permutaciones vy, el conjunto de las clases de restos modulo n, Z,
tiene un papel esencial en la Teoria de Cadigos, y su aritmética, aparece explicitamente
en programas para codificar. Todo esto hace necesario que el estudio de esta estructura
en el aula de teoria venga apoyado en el trabajo con ordenador.

La exploracion se dirige a estudiantes de primer curso del Grado en Ingenieria
Informatica, dentro de la asignatura Algebra, impartida en el segundo semestre. Se
estructura en dos pruebas (una escrita y otra con el ordenador) debido a que la
ensefianza ha tenido dos partes diferenciadas: una en el aula de teoria (donde se
introdujeron los distintos axiomas que componen la estructura de grupo abeliano) y otra
en el laboratorio de practicas, donde se presentan programas con Mathematica para cada
una de estas propiedades, en particular, la conmutativa (figura 6.3.1.1.).

CONMUTATIVA[G_, operacion_] := Module[ {CONTADORL, CONTADOR], conmutativa, opl,
op[x_, ¥_] := operacion[[Position[G, x] [[1]], Position[G, y][[11]1]1[[1]10[1]];
conmutativa = True;

CONTADORL = 1;

While[conmutativa &% CONTADORi < Length[G],
CONTADORF = 1;
While [conmutativa && CONTADORJ = Length[G],

If [TrueQ[op[G[[CONTADORi]], G[[CONTADORG]]] = op[G[[CONTADORG]], G[ [CONTADORi]1]11,
, conmutativa = False];
CONTADORG ++;
1;
CONTADORL ++;
13
conmutativa

]
Figura 6.3.1.1. Propiedad conmutativa: codigo con Mathematica (Ruiz, 2012, p.44)

Resumimos en la tabla 6.3.1.1. los datos relativos a la muestra, tanto para la
prueba escrita como para la prueba con ordenador.

Tabla 6.3.1.1. Muestra para la situacion de la propiedad conmutativa

Prueba escrita Prueba con ordenador
Estudiantes (Aula teoria) (Laboratorio)
Grupo B Grupol  Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
Matriculados 126 40 40 40 40
Registrados on—line 93 - - - -
Presentados 61 36 40 34 33
Total muestra 61 143

1 Magquina electromecanica de cifrado rotativo (usada en la Segunda Guerra Mundial).
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Observamos que se analizaron un total de 204 pruebas correspondientes a 61
estudiantes que se presentaron a la parte escrita en el aula de teoria y 143 alumnos en el
laboratorio.

La prueba escrita se realiz6 en la hora de clase de teoria del grupo B, para lo que
los estudiantes deben inscribirse on—line en un listado. Se apuntaron un total de 93
alumnos y se realizaron cuatro modelos de examen con las mismas caracteristicas
didacticas, que simbolizamos desde T1 a T4 (tabla 6.3.2.1.).

Al dia siguiente, en el laboratorio, se realiz6 la prueba con ordenador. En este
caso, para la muestra, se eligieron cuatro grupos de practicas de los seis que componen
la asignatura, pues son los que tienen su docencia en el mismo dia de la semana. Cada
grupo consta de 40 alumnos; la muestra se tomo de todos los que asistieron a clase y se
realizaron dos opciones por grupo que notamos desde P1 a P8 (tabla 6.3.2.1.).

6.3.2. Analisis a priori de las tareas

Nuevamente y segun Orddiiez et al. (2017) se utilizan las entidades primarias,
propias del marco tedrico.

Situacion-problema

Para el estudio de la propiedad conmutativa se propone realizar el mismo
ejercicio en el aula de teoria y en el de practicas. Se trata de probar si se verifica la
propiedad conmutativa en los conjuntos Z, con operacion x*y = kxy, donde k es primo
relativo con p (primo que varia tambien segun los distintos modelos) y 2< k < 5. Lo
especificamos en la tabla 6.3.2.1.

Tabla 6.3.2.1. Opciones de las situaciones segun los grupos

Pruebas Teoria Practicas

Modelos T1L T2 T3 T4 P1 P2 P3 P4  P5 P6 P7 P8
Conjunto Z; L7 27 L7 Lsg ZLiz Lin Lsg Zion L1 Zin Lot
xxy= 2Xy 3Xy 4xy 5xy 2xy 3xy 5Xy 4xy 2xy 3xy 4xy 2xy

Para la prueba de practicas, se tomaron p, primos altos (p=89, 97, 101 o 103)
para obligar a introducir la operacion interna de forma analitica. Asi se hacia obligado
pasar el programa adecuado.

El alumno debia introducir, con Mathematica, 6rdenes para calcular Z, y su
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tabla de operaciones, de la forma:

n=89;
G=Table[1,{i,0,n-1}]
operacion=Table[Mod[2x*y,n],{x,0,n-1},{y,0,n-1}]

Figura 6.3.2.1. Datos con Mathematica. Situaciones 3y 4

y aplicar el programa CONMUTATIVA[G, operacion] (ver figura 6.3.1.1.) para
demostrarla; esto es,

axb = b*a para todo a,beG.

Es importante conocer que dicho programa consiste en hacer dos bucles
anidados que recorren todos los elementos de G, (variables a, b) comprobando, para
cada iteracion, que los dos elementos axb y b*a son iguales (figura 6.3.1.1.).

En esta prueba de préacticas, se considerd si el alumno dejaba en blanco el
ejercicio, lo hacia bien o lo hacia mal (debido a errores que cometia al introducir los
datos). En esta version del problema con ordenador, era necesario implementar la
operacion interna, lo que supone entender y dominar el lenguaje de programacién de
Mathematica para conseguir una buena ejecucién. Sin embargo, en la prueba escrita

tomamos un primo p=7, pequefio, pero en el que tuviera que hacer operaciones y las
tablas no fueran tan sencillas como para p=3 o p=5.

Se han clasificado tres tipos de resoluciones: numérica, tabular y abstracta.
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Figura 6.3.2.2. Resolucion numerica. Estudiante 22
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En la resolucion de tipo numeérico (figura 6.3.2.2.) vemos cémo el estudiante 22
realiza dos bucles anidados, como el ordenador: multiplica el 0 por todos los demas,

luego el 1 con todos,..., hasta 6+6=36, a ambos lados
.En la resolucion de tipo tabular (figura 6.3.2.3.), el alumno 19 construye la tabla
de operaciones y deduce la propiedad conmutativa de la simetria de la misma.

@ Elomenks de gz fe 1231 5l

c) the operciin # es anmidsdic st 3y qax Vay el fund
Gesel gage de domends e ksquealec rey.

Forem derortnen J.che ;f?".'c-(,mﬁ’:«J alateremes le bl & cperecing

@ ls spercica dode et mende (<3 y= Uy )

01 2 3 4 sg¢ G “dmea’f b seque WIIGJ‘U‘-J(

X

cloo ¢ ¢ ¢ ¢ o oPCoe-cionSS. Yo gue d'ncflc- O(I'?u" es

tle M 4 5263 Simétice . In cperecect dedle

21 2 34 s6 ¢ ccamy kdie. pues

3les 3 1 6 4 (6%0)=(o%0)

wlox w6 4 3s xlla(lve) e demeche pon

slce s s 2 (0r2) = (2#0)  dodes (o5 elamentes

clo3 62 S 11 -' O 2, an b cperns.
(n&m):(ml‘n) xky = Yxy

(kdeble es simehice rm;veceé “3v
L‘m{,‘:u—lj gUAC P ’)

Figura 6.3.2.3. Resolucion tabular. Estudiante 19

En este caso se codifico: si el alumno dejaba en blanco el ejercicio, lo hacia bien
0 lo hacia mal por un error al introducir los datos del conjunto o la operacion.

Lenguaje
En el caso de la prueba escrita se estudio qué tipo de lenguaje aparecia en el

gjercicio realizado por el estudiante y se clasific6 como numérico, tabular y
natural—vernaculo y algebraico o formal (segun clasificacion en 4.2. de esta memoria).

En el caso de la prueba de précticas, el lenguaje utilizado es el de programacion
de Mathematica. Dicho lenguaje es riguroso para la sintaxis, de forma que distingue
espacios, mayusculas de mindsculas, y llaves, corchetes o paréntesis. Aqui se
presentaron distintos conflictos semioticos. Por ejemplo, la operacion 2xy tiene que
introducirse como “2x=*y” o guardando el espacio “2x y” pues es la forma de utilizar el
producto con Mathematica. También se presentaron errores en la forma de nombrar las
variables. Todo esto esta recogido en el diagrama de barras de la figura 6.3.3.1. que se

148



CAPITULO 6.
Significados personales

presenta en la siguiente seccion de resultados.

Conceptos

Definicion 1. Z, = {a: aeZ} = {0, 1,..., p — 1} es el conjunto de las clases de restos
modulo p. La clase de a, a, se calcula a través del resto de dividir a entre el numero
primo positivo p.

Asociado a este concepto hemos detectado, en las dos pruebas, distintos
conflictos semioticos que corresponden a la comprension de las clases de restos (como
decir que 9¢ Z,), o del conjunto cociente Z, (por ejemplo, no incluir la clase del 0). En
el caso de la prueba con ordenador, hemos codificado: bien, mal o si no introduce el
codigo para este conjunto (diagrama de barras de la figura 6.3.3.1.).

Definicion 2. Un grupo se dice abeliano sii verifica la propiedad conmutativa.

Algunos estudiantes manifiestan la necesidad de definir o demostrar previamente
todos los axiomas de grupo para poder trabajar la conmutativa. En Mathematica se ha
implementado una orden denominada GRUPOABELIANO con la conjuncion de todos
los axiomas. Si se ejecuta y el programa devuelve True, es porque los verifica todos; sin
embargo, si devuelve False, es porque no verifica alguno (en la situacion propuesta, la
propiedad del elemento simétrico). Al ocurrir esto el estudiante interpreta que esta
propiedad no se verifica pues la consideran ligada a la estructura de grupo aun cuando
han estudiado esta propiedad en otras estructuras algebraicas.

El concepto de operacion interna requiere un cierto grado de abstraccion para su
utilizacion. Asi vemos estudiantes que, cuando hacen realizaciones abstractas, describen
x*y=3Xy pero y*x=y3X, 0 bien confunden la operacion * con el producto.

Proposiciones

En ocasiones hemos encontrado que se confunde la propiedad conmutativa con
otras (como asociativa u operacion interna). Bajo el epigrafe incoherencias, hemos
agrupado otros errores, con menos presencia, y alguna proposicion falsa encontrada en
ambas pruebas, como que si se verifica la propiedad conmutativa entonces es un
“grupo” conmutativo (sin demostrar el resto de axiomas).

El uso de cuantificadores universal o existencial (¥ o 3) no estd exento de
dificultades. Asi, en la prueba escrita, en clase de teoria, han aparecido enunciados de
conmutativa, que se exponen en la tabla 6.3.3.1., donde se enuncia “axb = b*a”
(omitiendo que esto se verifica para cada a,b) u otros donde se cambian los simbolos Vv

y 3.

149



TESIS DOCTORAL
Carmen Ordofiez Cafiada

Procedimientos

Los procedimientos empleados en la resolucion de la prueba escrita han sido:
numérico, tabular y abstracto. Los dos primeros (figura 6.3.2.1.) vienen influenciados
por el trabajo de la estructura en el ordenador mientras que el abstracto proviene de la
utilizacion de propiedades algebraicas abstractas, lo que corresponde a la faceta general.

En la prueba de practicas, distinguimos en esta entidad, entre los estudiantes
que realizaban bien el ejercicio, con un buen procedimiento y los que no lo realizaban
correctamente. Hay que aclarar que el cddigo del programa asigna True, por defecto, de
forma que si hay un error en introducir los datos, aparece True como salida aunque el
procedimiento no estd bien. En este caso, los estudiantes no se han cuestionado la
bondad del procedimiento dando toda la autoridad al ordenador.

Argumentos

En la prueba escrita encontramos argumentos que concluyen que la operacion es
0 no conmutativa. En el caso afirmativo, no todas las argumentaciones son correctas. En
la tabla 6.3.3.1. de resultados especificamos todos los casos. Algunos estudiantes
argumentan, a partir de un ejemplo, que la propiedad se verifica para todos los
elementos del conjunto, lo que sefiala la confusion entre cuantificadores universales y
existenciales. Estos utilizan lo particular (el ejemplo) como general (la demostracién
abstracta). Medimos, también, aquellos estudiantes que, utilizando cualquier
procedimiento, no argumentan y se limitan a decir “se observa que es conmutativa”

En la prueba con ordenador, constatamos aquellos alumnos que argumentan que
es “grupo abeliano”, pues verifica la conmutativa (sin estudiar el resto de axiomas).

6.3.3. Resultados y discusion

Analizando la muestra, solo realizaron la prueba escrita, 61 estudiantes de 126
que forman el grupo B, un 48,4%. En el registro on—line desistio realizar el ejercicio
algo més de un 26%. Este porcentaje tan bajo para la muestra, nos habla de la dificultad
del tema de grupos para el alumnado.

Observando la tabla 6.3.3.1. de resultados (los porcentajes aparecen entre
parentesis y se obtienen sin contar los que lo han dejado en blanco), obtenemos que la
entidad situacion-problema nos ha permitido ver que el ejercicio ha resultado muy
accesible para los estudiantes ya que solo el 4,9% lo dejaron en blanco y el 88,5%
introdujo bien los datos. Respecto a la entidad conceptos, se obtuvo que lo hicieron bien
el 62,1%. Se presentaron conflictos semioticos en las clases de restos y Z;, (estas
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nociones fueron estudiadas en el primer cuatrimestre, y aun presentan dificultad para
algunos alumnos).

De los datos que aparecen en las entidades: lenguaje, procedimientos y
argumentaciones podemos extraer la forma en que los alumnos han trabajado la
propiedad conmutativa.

Tabla 6.3.3.1. Resultados de la prueba escrita.

Entidades Frecuencia Entidades Frecuencia
(Porcentaje) (Porcentaje)
Situacién- Blanco 3(49) Lenguaje Numérico 3(5,2)
problema Bien introducida 54 (88,5) Tabular 30 (51,7)
Mal introducida 4 (6,6) Formal 31 (53,4)
Conceptos Bien 36 (62,1) Procedimientos Numérico 7(12,1)
Clase restos 6 (10,3) Tabular 25 (43,1)
Z, 5 (8,6) Abstracto 30 (51,7)
Grupo abeliano 8 (13,8) En blanco 0(0)

Operacién interna 8 (13,8) . 8 (13,8)
Argumentaciones  No argumenta
Proposiciones Todo bien 41 (70,7) Tabla No conmutativa 2 (3,4)
Falta v 8 (13,8) Bien conmutativa 14 (24,1)
Confunde V y 3 3(5,2) Mal conmutativa 11,7
Con asociativa 11,7 Numérico Bien 2 (3,4)
Con op. interna 11,7 Un ejemplo 7(12,1)
Incoherencias 4(6,9) Deductivo  No conmutativo 3(52)
Si, producto 24 (41,4)

Si, mal argumento 1(,7)

Los datos del lenguaje tabular, nos informan que el 51,7% de los estudiantes
construyen la tabla de operaciones para Z;, a pesar de que tenia que realizar bastantes
calculos. Es claro que utilizar un lenguaje vernaculo-algebraico para razonar que
verifica la propiedad, es bastante mas eficiente en este caso. La suma de los
procedimientos numérico y tabular, que nos proporciona un método de trabajo de tipo
particular-concreto, derivado del uso de recursos informaticos, arroja un 55,2% frente a
un 53,4% que opta por lo abstracto-general. Respecto de las argumentaciones: los que
razonaron bien a partir de la tabla fueron un 24,1%, y, por otro lado, los argumentos
deductivos correctos fueron un 41,4%. Un 13,8% no argumento, se limita a decir “se
observa”, lo que nos indica la dificultad en este nivel para deducir de forma clara.

En la entidad propiedades, el 13,8% olvida el cuantificador universal en la
definicion, un 5,2% que confunde V¥ y 3, y un porcentaje bajo confunde la conmutativa
con otras propiedades. Casi el 71% no presenta dificultades o errores asociados a esta
entidad.

En la prueba de préacticas, hemos analizado la ejecucion del ejercicio con
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ordenador y resumimos los resultados en el diagrama de barras de la figura 6.3.3.1.
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Figura 6.3.3.1. Resultados de la prueba de précticas

Observando la entidad procedimientos, obtenemos que realizaron el ejercicio
bien un 40,6% de los estudiantes. Teniendo en cuenta que un 9,8% lo dejaron en blanco
(situacién-problema) y un 9,1% no iniciaron los procedimientos (procedimientos),
resulta que un 40,5% de los estudiantes mostraron errores. Lo distintos casos los hemos
agrupado en dos categorias:

1. Dificultades relativas al entorno computacional
2. Dificultades relativas al contenido matematico
Es l6gico que las categorias anteriores no sean disjuntas pues hay alumnos que
presentan conflictos en ambas. En el primer bloque, deducimos de la entidad situacion-
problema que un 37,1% de estudiantes presenta bastantes dificultades con la
introduccién de los datos, en particular de la operacién interna, debido a que debian
comprender el lenguaje de programacion de Mathematica para poder realizarlo con
éxito. De la entidad lenguaje, un 6,3% tuvo errores de sintaxis y otro 6,3% tiene errores
al nombrar las variables. También hay un 18,2% (procedimientos) que ejecuta mal el
programa. Todos los estudiantes que se sitlian en este blogque muestran que el uso de un
programa cientifico, a nivel universitario, no estd exento de dificultades. No existe
ningun software cientifico que no presente problemas y todos tienen determinadas
exigencias o debilidades. En el caso de Mathematica, el programa tiene un lenguaje de
programacion muy asequible pero es muy riguroso respecto de la sintaxis.
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En el segundo bloque subrayamos aquellos estudiantes que consideran que la
propiedad conmutativa estd ligada a la estructura de grupo (argumentaciones), y
argumentan mal a través de la funcion “GRUPO ABELIANO” (el 11,2%). También un
11,2% (conceptos) presentd conflictos relativos al conjunto de las clases de restos.
Destacamos el alumnado que descarga toda la responsabilidad en el ordenador, y si le
devuelve True, deduce que es conmutativa, aunque esté realizando mal ejercicio. Estos
constituyen un 25,2% del total (procedimientos).
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Capitulo 7. Conclusiones

Esta memoria presenta una investigacion sobre la divisibilidad en Algebra
Superior y la influencia del uso de los recursos informaticos en la ensefianza y
aprendizaje de esta tematica para el Grado en Ingenieria Informéatica. Como marco
teorico de referencia hemos adoptado el enfoque ontosemiotico del conocimiento y la
instruccion matematicos que nos ha permitido desglosar el objetivo principal de la tesis
doctoral en distintos objetivos especificos segun la faceta institucional—personal
propuesta en el EOS.

A continuacion, exponemos las principales conclusiones obtenidas en la tesis
doctoral. Para ello y, teniendo en cuenta la discusién de resultados en los capitulos 4, 5
y 6, analizamos el grado de consecucion de los objetivos implicados en cada estudio, lo
que nos permitira contrastar cada una de las hipétesis involucradas.

Posteriormente, resaltaremos las principales aportaciones de nuestra
investigacion junto con los trabajos desarrollados hasta el momento y, por ultimo, las
lineas de investigacidn abiertas que pueden complementar este trabajo.

7.1. Conclusiones sobre los objetivos e hipotesis

En el capitulo 1 describimos el problema de investigacion y se concluy6
extrayendo el objetivo principal de nuestra investigacion: describir y analizar la
influencia del uso de recursos informaticos en la ensefianza y el aprendizaje de la
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divisibilidad, para el Grado en Ingenieria Informatica, identificando fendmenos
didacticos y conflictos de significado, utilizando las herramientas que propone el
Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos.

La faceta institucional-personal propuesta en el marco teorico origino el
desglose de objetivos que se expuso en el capitulo 3, junto con las hipotesis planteadas.
A continuacion, aportamos las conclusiones que se han obtenido para ellos. En primer
lugar exponemos lo referido al significado institucional, que corresponde a los dos
primeros objetivos.

Ol1. Analizar el desarrollo epistemologico-evolutivo del méaximo comun divisor,
identificando elementos diferenciadores entre la época griega y la moderna, para
establecer configuraciones epistémicas segun los distintos dominios de definicion, con
objeto de caracterizar el significado institucional de referencia del maximo comdn
divisor.

El planteamiento de este primer objetivo corresponde a la necesidad de
encontrar, en el desarrollo histérico—epistemolégico del maximo comdn divisor, los
elementos diferenciadores entre los resultados desarrollados por Euclides, en la época
griega, y su evolucion hasta el Algebra Abstracta.

Hemos observado que los dominios de definicion implicados en el enunciado de
los objetos matematicos intervinientes, en cuestiones de divisibilidad (divisor, primo,
factorizacion en irreducibles, algoritmo de Euclides o identidad de Bezout), eran la
clave para que, en el Algebra Abstracta, se obtuvieran generalizaciones de dichos
objetos. Asi, aparecieron anillos como los DI, donde se establecieron y diferenciaron los
principales conceptos implicados en la divisibilidad. Cada método de calculo del mcd se
generaliz6 a un dominio del Algebra Abstracta:

 “El mayor de los divisores comunes”

» “Comunes, de la factorizacién en primos,
elevados al menor exponente”

» “El generador del ideal principal generado
por los dos elementos”

 Algoritmo de Euclides: “Gltimo resto no
nulo”

111l
0008

Por tanto, hemos establecido configuraciones epistémicas en cada uno de los
dominios anteriores, de forma que el estudio de estas cuatro CE ha permitido identificar
los significados de los objetos intervinientes, asi como las relaciones entre ellos y los
procesos necesarios en la ensefianza del mcd. Un claro elemento diferenciador entre la
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matematica griega y el Algebra Abstracta se encuentra, justamente, en la dualidad
particular—general pues, mientras que Euclides trabaja en el ejemplar (segmentos o
nimeros naturales), en el Algebra moderna se realiza el proceso de abstraccion y se
generalizan los objetos considerados “tipos” de la matematica griega lo que, a nuestra
consideracidon contrasta la hipotesis 1.

H1: Existen elementos diferenciadores en las épocas griega y moderna,
respecto del maximo comun divisor, que permiten, utilizando las herramientas
del enfoque ontosemidtico, establecer configuraciones epistémicas segln
distintos dominios de definicion que se describieron en la época moderna,
donde la dualidad particular—general es uno de los elementos diferenciadores
fundamentales.

El estudio epistemologico—evolutivo del mcd nos ha llevado al logro del primer
objetivo donde, a través de las configuraciones epistémicas, hemos podido caracterizar
el significado institucional de referencia del mcd en el Algebra Superior. Dichas CE
permitieron la construccion de una herramienta de andlisis didactico con objeto de
abordar el objetivo 02.1. Determinar caracteristicas del significado institucional
pretendido del maximo comdn divisor, mostrado en manuales para el Grado en
Ingenieria Informatica, utilizando las herramientas del EOS.

Dicha herramienta ha consistido en la construccion de una plantilla general
utilizando las entidades primarias descritas en el EOS, tras ampliar y profundizar en las
clasificaciones dentro de ellas (especialmente sobre la tipologia de lenguajes, conceptos
y argumentaciones que se expuso en el capitulo 4). Esta herramienta ha posibilitado el
analisis de ocho libros de texto recomendados en el Grado en Ingenieria Informatica, de
forma unificada, a través de su comparacion con el significado institucional de
referencia, establecido previamente en términos de CE, salvando asi las dificultades
relativas a la diversidad curricular de la etapa universitaria.

La eleccidn de los manuales, tras una exploracion profunda en universidades,
titulaciones, asignaturas y sus guias docentes, ha permitido extraer una muestra amplia
de libros de texto universitarios que consideramos representativos en el Grado en
Ingenieria Informatica, debido a la metodologia empleada.

Ademas, la distincion entre bibliografia basica o complementaria, manuales del
Grado en Ingenieria Informaética o, de la doble titulacion con Matematicas y del Grado
de Matematicas e Informética, ha posibilitado mostrar una comparativa entre textos, de
forma que los segundos son elementos clarificadores para determinar caracteristicas del
significado institucional pretendido en manuales considerados por el profesorado como
basicos para informatica.
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El estudio a traves de las CE ha puesto de manifiesto que se opta por manuales
muy centrados en los procedimientos, lo que viene marcado por la dominancia de
CE_DE vy arraigados en CE_Inicial, lo que observa en la fuerte restriccion en los
dominios de definicidn de los conceptos y proposiciones. Ningin manual de bibliografia
béasica trato la CE_DIP lo que pone de manifiesto, por ejemplo, la falta de consideracién
acerca de una demostracion general para la identidad de Bezout.

En los manuales basicos en informatica, han sido muy significativas, las
carencias de significado y la relacion entre los conceptos primo e irreducible que se
superan a través de CE_DI. Asi, tal como indica Godino et al. (2014), se observa un
cierto efecto Topace, ya que “se rebajan los objetivos de aprendizaje, por lo que se
disminuye la idoneidad epistémica de la actividad matematica pretendida” (p.197).

La falta de procesos de generalizacion (en ocasiones solo una generalizacion
débil a través de los polinomios) y de particularizacion es un fendmeno didactico que ha
emergido en el estudio del significado institucional pretendido del mcd en manuales de
bibliografia basica.

De estas dos ultimas cuestiones han surgido dos conflictos semidticos
potenciales que hemos denominado el conflicto de primo—irreducible y el conflicto
semidtico de la generalizacion.

La menor formalizacion en el tratamiento de divisibilidad es también una
caracteristica en textos recomendados en la bibliografia basica lo que se pone de
manifiesto en la variedad lenguajes (con predominio del lenguaje natural-vernaculo y el
numérico) junto con la falta de notoriedad de las demostraciones. Ha sido relevante, en
la entidad argumentaciones, el menoscabo de las demostraciones en manuales de la
bibliografia basica, donde se utilizan los recursos informaticos. Segun Harel & Sowder
(2007)

El énfasis que los profesores ponen en la justificacion de la demostracion
desempefia sin lugar a dudas un papel fundamental en la formacion de los
esquemas de demostracion de los alumnos. Un aforismo habitual es “Uno
obtiene lo que ensefia”’, y el curriculo establecido puede variar
considerablemente de un aula a otra. (p.840)

Es decir, la ausencia de las demostraciones en textos basicos suponen un
conflicto de significado entre el pretendido que establece el manual y el normativo, lo
gue supone una importante carencia en la ensefianza, fuente de conflictos semidticos
para el alumno.

La valoracion de la idoneidad didactica (Godino, Contreras y Font, 2006) y su
representacion grafica (utilizando el hexadgono del EOS), mostrada en la tabla 5.5.2.1.,
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ha facilitado una vision global de todos los manuales y ha puesto de relieve la
importancia de las idoneidades ecologica, interaccional, mediacional y afectiva, altas en
manuales de bibliografia basica, frente a la cognitiva y epistémica (mas bajas). Todo lo
anterior se relaciona con la importancia que tiene en ingenieria, el hecho de que los
contenidos de las matematicas contribuyan a la formacion socio—profesional y permitan
conexiones intra e interdisciplinares, pues estos estudiantes utilizan la Matematica como
herramienta.

Por lo tanto, hemos descrito caracteristicas del significado institucional
pretendido del maximo comun divisor, y también fendmenos didacticos mostrados a
través del andlisis de los manuales analizados, que junto con distintos conflictos
semidticos resaltados, a nuestro entender, permite considerar que hemos alcanzado,
razonablemente, el objetivo 02.1.

También, de la comparativa entre manuales, se ha detectado una importante
diferencia entre textos que trabajan en entornos informaticos, donde son relevantes las
aplicaciones informaticas y la fluencia procedimental (también marcada por el uso del
lenguaje algoritmico); frente a los otros, en los que se realizan fuertes procesos de
generalizacion, pero no se consideran aplicaciones.

Esto pone de manifiesto tendencias de la faceta particular frente a la general;
esto es, en el estudio del mcd, la historia de la Matematica mostr6 un cambio radical
desde la matematica griega, de Euclides, al siglo XIX, con la aparicion del Algebra
Abstracta. Sin embargo, el uso de la tecnologia en la ensefianza de la divisibilidad y su
aplicacion a la informatica, parece provocar en nuestro siglo, una transformacion del
proceso anterior hacia su inverso, con la vuelta hacia la matematica “griega”, en el
sentido de la preeminencia de lo particular frente a lo general, del contenido frente a la
forma (Harel & Sowder, 2007).

De esta forma, hemos conseguido alcanzar el objetivo 02.2. Poner de manifiesto
en qué forma afecta a la ensefianza, el uso de recursos informaticos y el tratamiento de
las aplicaciones que corresponden a esta titulacion, asi como identificar fenémenos
didacticos y mostrar tendencias en la dualidad particular—general.

Ambos objetivos estan asociados a la hipotesis

H2. El uso de recursos informaticos y el tratamiento de las aplicaciones que
corresponden a esta titulacion, esta provocando unos cambios en la ensefianza
del maximo comun divisor que muestra una tendencia hacia la preeminencia de
lo particular frente a lo general.

que, en nuestra opinion, ha quedado refrendada.
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A continuacion, abordamos las conclusiones relacionadas con el estudio de los
significados personales de los estudiantes, con objeto de observar la influencia del uso
de los recursos informaticos en la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad.

Concretamente, la investigacion se orienta a contrastar la hipdtesis siguiente:

H3. El uso de recursos informaticos estd provocando unos cambios en el
aprendizaje de la demostracion, en el contexto de aritmética modular, en el
Grado en Ingenieria Informatica.

Por lo tanto, en el objetivo O3 proponemos extraer y analizar los significados
personales construidos por los estudiantes universitarios de primer curso del Grado en
Ingenieria Informatica, mediante el andlisis de sus respuestas a practicas informaticas,
con el software Mathematica, y utilizando las herramientas del enfoque ontosemiético,
en el contexto de aritmética modular, como aplicacién relevante de la divisibilidad en
esta titulacion.

Para alcanzar este objetivo, se ha disefiado un estudio empirico que consta de
dos partes:

En la primera, hemos analizado las realizaciones de los estudiantes en el aula de
practicas en torno a una demostracion y que corresponde al subobjetivo. O3.1. Extraer
y analizar los significados personales de estos estudiantes acerca de una demostracion,
en el contexto de aritmética modular, en una practica con Mathematica, utilizando las
herramientas del EOS.

Han emergido diferentes conflictos semidticos que hemos podido clasificar
segun las distintas entidades primarias que nos aporta el marco tedrico EOS, y los
distintos contextos debidos a la transposicion informatica. De esta manera hemos
observado cuales son los conflictos semidticos de estos estudiantes, lo que ofrece
caracteristicas sobre sus significados personales.

El andlisis cuantitativo nos indica que los estudiantes no comprenden bien el
esquema de demostracion estudiado, porque no aplican la proposicién o porque utilizan
criterios erréneos, como la posicion, para la eleccion del inverso. También, el concepto
de clase de restos constituye una dificultad importante para estos alumnos.

Al trabajar la demostracion con recursos informaticos, han aparecido nuevos
conflictos derivados de las caracteristicas del programa Mathematica, en particular
asociados al lenguaje. Asi, hemos podido comprobar que la trasposicion informatica no
estd exenta de dificultades.

Si nos planteamos el impacto del programa Mahematica en el aprendizaje de la
demostracion, diremos que, incluso teniendo en cuenta las dificultades propias de
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Mathematica, es muy conveniente pues facilita la resolucion y permite al alumno
centrarse en la demostracion evitando que se disperse con tediosos calculos numéricos.
También permite visualizar las dificultades encontradas en el aprendizaje de esta
demostracion, lo que nos lleva a afirmar la hipétesis asociada a este objetivo

H3.1. Los significados personales de los estudiantes se ven afectados por las
practicas informaticas, con el programa Mathematica, produciéndose
fendmenos didacticos.

La segunda parte se relaciona con el subobjetivo 03.2. Determinar el uso que
hacen los estudiantes de las hipdtesis de un teorema sobre aritmética modular, cuando
la ensefianza y aprendizaje estan mediados por el trabajo con Mathematica, utilizando
como marco teorico el EOS.

En los resultados sobre los items 3 y 4, disefiados para la consecucién de 0.3.2.,
hemos obtenido que la hipdtesis 1 ha sido considerada tan sélo por un 2% de la muestra
y la hipotesis 2, ha sido tenido en cuenta por un 22% de la misma. En ambos casos, el
resultado lo consideramos muy bajo.

En la resolucidn de la situacion 3 no era necesario el uso del ordenador pues el 0
no admite inverso. Solo un 2% toma en consideracion esta hipdtesis lo que nos lleva a
pensar que la hipotesis 1 resulta una hipoétesis invisible para los estudiantes, quienes se
centran sélo en la parte central del esquema de demostracion e ignoran las condiciones
bajo las cuales es posible realizar dicha demostracion. Estimamos que esto puede venir
potenciado por el hecho de que esta hipotesis se sitde al inicio del enunciado y no en la
parte central del teorema, donde se encuentra el bicondicional.

Es importante tener en cuenta que estos alumnos se encuentran en el laboratorio
de informaética por lo que han podido aplicar la regla implicita de que es necesario usar
el ordenador para resolver la cuestion planteada. En este sentido, la respuesta del
estudiante 32 que se expone en la figura 6.2.3.2.2., viene a corroborar la autoridad del
ordenador sobre sus propias consideraciones, pues no es capaz de deducir que no existe
el inverso, hasta que no lo comprueba a través de los resultados que le proporciona el
ordenador.

La no consideracion de la hipdtesis 1, les lleva a realizar argumentaciones
evidentemente falsas como que el inverso es el 0, el inverso es el 1 o incluso que tiene
dos inversos, sin plantearse qué esta ocurriendo. El alumno, cuando el ordenador realiza
los calculos se ve enfrentado a un dilema ante el cual: o abandona el ejercicio sin
argumentar (un 22%), o manifiesta graves conflictos semioticos relativos al concepto de
inverso, su unicidad, divisores de cero,... que no son capaces de superar. Esto nos
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confirma nuevamente la practicamente nula consideracion de esta hipotesis junto con la
debilidad de las argumentaciones.

El andlisis de la situacion 4 nos ha mostrado nuevamente que la hipétesis 2 ha
sido muy poco considerada, tan s6lo por un 22% del alumnado, que fueron los que
realizaron bien el ejercicio. De los restantes, alrededor del 16% realizan los calculos con
el ordenador pero no contintan con la demostracion ni argumentan nada. El conflicto
semiotico de argumentacion CSAMs;, pone de manifiesto que un 43,9% argumenta la
existencia de inverso a pesar de que no son primos relativos, es decir obtienen un
inverso.

Las situaciones 3 y 4 del cuestionario nos han llevado a afirmar lo expuesto en la
subhipotesis

H3.2. Las précticas informaticas con el programa Mathematica influyen en el
papel que los estudiantes de esta titulacion otorgan a las hipotesis, en el
aprendizaje de una demostracion matematica, en el contexto de aritmética
modular.

En ambas partes de este estudio empirico hemos observado que, a la hora de
trabajar en un entorno de ensefianza con Mathematica, hemos de tener en cuenta,
también, todo lo relativo al lenguaje pues es notable el nimero de conflictos semidticos
CLMth que muestran los alumnos en este objeto primario. Este estudio, realizado en la
secciéon 6.2. (estructurado en dos partes) ha permitido corroborar la hipdtesis mas
general

H3. El uso de recursos informaticos esta provocando unos cambios en el
aprendizaje de la demostracion, en el contexto de aritmética modular, en el
Grado en Ingenieria Informatica.

Para aportar una vision sobre la demostracion, que no corresponda
exclusivamente al trabajo en el aula de practicas, en la seccion 6.3. de esta memoria se
disefid un experimento que constaba de una prueba escrita y otra prueba informatica (en
el laboratorio) para una misma situacion. Se pretende mostrar la forma en que los
estudiantes abordan la resolucion y los métodos de trabajo elegidos en el estudio de la
propiedad conmutativa, en el contexto de aritmética modular, debido al entorno de
trabajo informatico. Este experimento corresponde al objetivo O4. Analizar el cambio
de los esquemas de demostracion (abstracta a empirica’?) en las respuestas relativas a
demostraciones en un axioma en el contexto de aritmética modular, mediada por un
entorno informatico; asi como la clasificacion de diversos conflictos semidticos y las
relaciones entre dichos esquemas de demostracion.

'2 En el sentido de Harel & Sowder (2007)
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De los resultados obtenidos en esta investigacion, hemos observado que un
tanto por ciento reducido de alumnos se registraron para hacer la prueba escrita y lo
atribuimos a la dificultad del tema de grupos y al nivel de abstraccion requerido por los
estudiantes en esta tematica; por lo que nos habla de su complejidad ontosemiotica.

En lo que respecta al aprendizaje, hay un tanto por ciento elevado de estudiantes
que realizan correctamente la cuestion. Ademas, a través de los procedimientos
(apoyado por los resultados del lenguaje y las argumentaciones), se ha podido observar
gue mas de la mitad de los estudiantes (el 55,2 %) eligen un desarrollo tabular y/o
numérico (como el realizado con los recursos informaticos), lo que les permite abordar
la resolucion desde lo particular, mientras que el 53% aborda la resolucion desde lo
general. Estimamos que esto es debido al impacto del entorno computacional en el que
se ha desarrollado la instruccion.

En el andlisis de esta prueba de evaluacion hemos obtenido que si bien el
estudio de la conmutatividad, en el aula de practicas no esta exento de dificultades,
aporta una mayor riqueza a la hora de seleccionar el método de desarrollo (numérico,
tabular o abstracto) mostrando una tendencia hacia lo particular—concreto, en la prueba
escrita, que corrobora la hipotesis

H4. Los esquemas de demostracion axiomatico-modernos®®, se enriquecen
cuando se utilizan los recursos informaticos pues permiten trabajar, de forma
empirica, en demostraciones de Algebra Abstracta.

Por ultimo, respecto de la dificultad del uso del lenguaje simbdlico, a nivel
universitario, nos planteamos el objetivo O5. Analizar el sentido més concreto que
toman algunos cuantificadores l6gicos abstractos, que se utilizan en la demostracion
matematica, como son el universal y el existencial, con el uso del programa
Mathematica.

De la exploracién acerca de la propiedad conmutativa, hemos obtenido que las
practicas informaticas facilitan el uso y comprension de los cuantificadores, lo que
muestra el bajo porcentaje de conflictos en la entidad proposiciones, donde solo un 5%
confunde los cuantificadores universal y existencial y un 13,8% omite “v” en sus
realizaciones en la prueba escrita. EI uso del lenguaje informatico transforma el
cuantificador universal en un bucle “For desde 1 hasta n”. Asi, éste toma un nuevo
sentido sustituyendo lo abstracto que supone el simbolo “v” por lo particular del
proceso iterativo For, potenciando la faceta particular frente a la general. Estas
conclusiones nos hacen pensar que hemos alcanzado el objetivo O5 que, a su vez,
contrasta la hipétesis

3 En el sentido de Harel & Sowder (2007)
163



TESIS DOCTORAL
Carmen Ordofiez Cafiada

H5. A través de las practicas informaticas con el programa Mathematica los
cuantificadores universal y existencial han tomado un nuevo sentido, al potenciar la
particularizacion frente al proceso de generalizacion, lo que ha mejorado su
comprension y uso.

Todo lo anterior, tanto en el estudio de los significados institucionales como
personales acerca de la divisibilidad, nos induce a pensar que, puede estar
produciéndose un giro desde lo general, propio del Algebra Superior, hacia lo
particular, que ahora posibilita el ordenador. Hemos detectamos una inclinacion hacia
lo particular o concreto en las formas de trabajo seleccionadas por los estudiantes, y
una carencia importante en los procesos de generalizacion—particularizacion mostrada
en los manuales recomendados para el Grado en Ingenieria Informatica que afectan a la
ensefianza y aprendizaje del Algebra Superior.

En particular, el uso del lenguaje simbdlico se ve afectado por ello y aparecen
conflictos semioticos relativos al lenguaje, mas cuando se ponen en juego Nuevos
elementos lingtisticos relacionados con la informatica (pseudocodigos, lenguajes de
programacion, relativo al entorno Windows, etc.) que con llevan distintas dificultades,
como hemos mostrado.

Las carencias argumentativas detectadas en el anélisis de manuales asi como las
dificultades de los estudiantes en demostracion, manifestadas a través de los estudios
empiricos, nos llevan a reflexionar sobre la ensefianza y aprendizaje de la demostracion
y como utilizar los recursos informaticos para desarrollar la competencia
argumentativa, a nivel universitario. Segun Harel & Sowder (2007)

En las matematicas griegas, la forma de la demostracion no puede
desvincularse, completamente del contenido del contexto espacial o
cuantitativo. Por el contrario, en matematicas modernas una demostracién es
valida en funcién de su forma Unicamente. (p.823)

Restringir fuertemente los dominios de definiciobn en el estudio de la
divisibilidad afecta, entre otras cosas, a las demostraciones que, en el caso de los
enteros, utilizan propiedades, como el principio de induccion, que corresponden a las
caracteristicas particulares en Z (el contenido) y no a la forma (métodos mas generales,
en estructuras abstractas), por lo que no pueden desvincularse de los nimeros enteros.
En este sentido, la influencia del entorno informatico en demostracién, en divisibilidad,
nos lleva también a la vuelta hacia la matematica “griega”, esto es, la preeminencia de
del contenido frente a la forma.

Estos mismos autores afirman
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Las facilidades que ofrece la tecnologia ha suscitado preocupacion porque
puede generar un gran numero de ejemplos de forma natural y ello podria
minar la sensacion de necesidad de esquemas de demostracion deductivos
en los alumnos. Afortunadamente, varios estudios han mostrado que, con
una planificacion y ensefianza cuidadosamente elaborada durante un periodo
de tiempo, es posible el progreso hacia esquemas de demostracion
deductivos en entornos tecnoldgicos, donde se dan las deseadas conjeturas y
definiciones. (p.854)

Asi, es necesario tomar conciencia de la tendencia hacia lo procedimental y, en
general, hacia la particularizacion, para poder replantearse la utilizacion de recursos
tecnoldgicos con el objetivo de trabajar el proceso de generalizacion. En esta direccion,
hemos realizado investigaciones acerca de la influencia del software Mathematica en la
ensefianza y aprendizaje de una demostracion (Ordéfiez et al., 2013), y el papel que
juegan las hipotesis en ella (Ordofiez et al., 2014), asi como la dualidad
particular—general en el estudio de axiomas (conmutativa) mediado por entornos
computacionales (Ordéfiez et al., 2017), relacionadas con esta tesis doctoral.

No podemos ignorar el hecho de que la muestra en los estudios de investigacion
presentados en esta memoria corresponde a estudiantes de ingenieria informatica, por
lo que el uso del ordenador es propio de su proyecto educativo y contribuye a su
formacion socio—profesional, lo que nos muestra que, a nivel ecologico, el tipo de
analisis realizado y, la investigacion en Didactica de las Matematicas sobre la
ensefianza y aprendizaje en entornos computacionales para estos estudiantes, es muy
recomendable.

7.2. Principales aportaciones del trabajo y propuestas educativas

La Didactica del Algebra Superior, en entornos informaticos, es un campo poco
explorado y la tematica es novedosa en Didactica de las Matematicas.

Una primera aportacion de esta tesis doctoral es la determinacion del significado
institucional de referencia del maximo comun divisor y otras nociones de divisibilidad
en Algebra Superior (primo, irreducible, unidades, asociados, etc.) que esta constituido
por las diferentes configuraciones epistemicas, identificadas a través de dominios del
Algebra Abstracta (como DI, DFU, DIP y DE) y que describimos en el capitulo 4.

Basandonos en estas CE, hemos podido construir una herramienta para el
analisis de manuales, que salva la gran variedad curricular propia de la etapa educativa
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universitaria y proviene también de profundizar en las clasificaciones establecidas en las
distintas entidades primarias.

Asimismo, hemos podido caracterizar el significado institucional pretendido del
mcd en manuales para el Grado en Ingenieria Informética estableciendo una
comparativa con el significado institucional de referencia.

La metodologia empleada para la eleccion de la muestra formada por ocho
manuales universitarios, a través del Ranking de Shanghai de las mejores universidades
del mundo, las titulaciones, asignaturas, guias docentes y bibliografias (basicas y
complementarias), con contenidos de divisibilidad, es totalmente novedosa y se utiliza
con la idea de buscar manuales representativos para esta titulacion, en Esparia.

Una nueva aportacién proviene de la adaptacion y aplicacion de los criterios de
idoneidad en manuales, proporcionados por el marco tedrico del enfoque ontosemidtico.
El contraste entre las distintas representaciones de las idoneidades didacticas de los
manuales se ha presentado de forma original, dado que visualiza muy bien las
diferencias didacticas, algunas de ellas notables, entre manuales y que son de gran
utilidad en la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad, tanto para el profesorado que
imparte la materia como para el estudiante. Podriamos decir que dicha representacion
gréfica es “una fotografia didactica del manual”.

También hemos aportado el analisis de los procesos de generalizacion-
particularizacion que intervienen en cada texto, y que podemos considerar, inherentes al
estudio del Algebra, en el nivel universitario.

Consideramos novedosa la investigacion sobre la influencia del uso de un
software cientifico, como Mathematica, en los procesos de instruccion, en divisibilidad,
a través del analisis de practicas informaticas y, también, de su comparacion con
pruebas escritas para una misma situacion. Concretamente, se ha trabajado en el
contexto de aritmética modular tanto para una demostracion, como de las
consideraciones de las hipotesis, o del estudio de la propiedad conmutativa en grupos.

En los dos estudios empiricos para determinar los significados personales de los
estudiantes, hemos obtenido muestras amplias: de 132 estudiantes para la investigacion
en la seccién 6.2. y de 204 pruebas analizadas (61 estudiantes en la prueba escrita y 143
en el laboratorio) en la seccién 6.3. Este numero es debido a que el colectivo de
estudiantes de ingenieria informatica es numeroso y esta creciendo debido al auge de las
ciencias de la computacion, lo que proporciona mayor fiabilidad a los resultados
obtenidos en las exploraciones.
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7.2.1. Implicaciones para la ensefianza

La investigacion en Didactica proporciona informacion muy importante para la
docencia. En mi caso, como profesora del area de Algebra de la Universidad de Jaén,
esta tesis doctoral me ha aportado una vision nueva sobre los acontecimientos que
ocurren en la ensefianza y aprendizaje a nivel universitario, que ha originado algunas
reflexiones o sugerencias, que se derivan tanto de la faceta institucional mostrada en
esta tesis doctoral, como de la faceta personal. A continuacion, exponemos algunas
implicaciones para la ensefianza derivadas de esta investigacion.

En el estudio de los significados institucionales, la metodologia empleada para la
eleccion de manuales ha requerido la exploracion de las guias docentes de las
asignaturas.

En relacion a la bibliografia, hemos encontrado gran variabilidad en cuanto al
numero de libros recomendados. Han aparecido asignaturas cuyas bibliografias, no
incluian ningtn manual con contenidos de divisibilidad a pesar incluir estos temas, o
también, hemos encontrado libros de ediciones obsoletas. El cuidado y la actualizacién
de las bibliografias creemos que es una cuenta pendiente en la Universidad, sobre la que
debe reflexionar el profesorado que imparte la docencia.

Respecto de los recursos web de las paginas de las universidades, estos deben ser
mas accesibles en la busqueda de informacidn, tanto para el profesorado como para el
estudiante. En ocasiones, no ha sido sencillo encontrar las guias docentes o planes de
estudios. De todas formas, debemos decir que desde el afio 2014, en que comenzamos a
explorar paginas web de distintas universidades, a este curso 2017-18, en que se ha
realizado el ultimo examen, ha habido una mejora considerable en las paginas webs de
las universidades, que continuamente se van actualizando y mejorando.

También, hemos apreciado disparidad, en las memorias RUTC de los grados, en
cuanto a descriptores, competencias, etc. de forma que pensamos que los centros de
cada universidad, deberian orientar parte de su trabajo en realizar un estudio profundo
de las memorias de los grados, para solventar estas cuestiones.

Los resultados ofrecidos en el anélisis de cada manual son muy valiosos para el
profesor, pues se han puesto de manifiesto carencias significado o conflictos semiéticos
potenciales, muy importantes para la ensefianza. Ademas, este analisis ha resaltado, a
través de las entidades primarias, otras informaciones acerca de los ejemplos,
procedimientos, aplicaciones, lenguaje algoritmico, etc. existentes 0 no en el libro de
texto. Especialmente interesante, es la valoracion de la idoneidad en los manuales pues,
de la observacion de la misma, el profesor puede complementar, por ejemplo, un
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manual con una alta idoneidad ecoldgica e idoneidad epistémica media (manual 1), con
otro con idoneidad epistémica mayor (manual 2) y obtener asi mejores bibliografias, en
el sentido de equilibrar las debilidades en unos manuales con las fortalezas de otros.

La investigacion acerca de los significados personales de los estudiantes ha puesto
de manifiesto las dificultades respecto del lenguaje simbolico y en demostracion.

La trasposicion informatica muestra como el uso de un software cientifico no esta
exento de dificultades. En esta investigacion se han puesto de manifiesto bastantes
conflictos en el lenguaje de Mathematica, debido a la sintaxis (espacios, mayusculas y
minusculas, etc). La eleccion del programa informatico para el apoyo en la instruccion
debe realizarse sopesando los conflictos semioticos potenciales, con objeto de incidir en
ellos y suavizarlos o contrarrestarlos.

También se ha puesto de manifiesto la dificultad en las demostraciones que
presentan estos estudiantes de ingenieria informatica, asi, como la baja consideracion de
las hipotesis en la practica informatica realizada. La carencia argumentativa que se ha
detectado en manuales de la bibliografia basica puede tener repercusiones en el aula, de
forma que el profesor de mateméticas no desarrolle suficientemente la competencia
argumentativa, en estudiantes de ingenieria.

Harel & Sowder (2007) afirman

Algunos profesores tienden a ver la demostracion como un objetivo
apropiado Unicamente para la educacion matematica de una minoria de
alumnos, sin considerar la demostracion y justificacion un elemento central
de las matematicas en el aula, como se ha insistido numerosas veces desde
las autoridades en educacion matematica (p.852)

Conscientes de esta carencia, necesitamos mejorar nuestras intervenciones en el
aula provocando el discernimiento en el estudiante, a través de un trabajo orientado a
actividades que promuevan la argumentacion. Los recursos informéaticos pueden ser
utilizados en esta direccion, como lo muestra los experimentos presentados en el
capitulo 6 de esta memoria.

Carvajal, Font & Giménez (2016) afirman

El uso de las TIC esta provocando cambios significativos que influyen de
manera substancial a la hora de explicar los diversos contenidos que se han
de impartir en las diferentes etapas educativas. Estos cambios introducen
nuevas necesidades formativas asi como nuevas posibilidades
metodoldgicas que hacen que el papel de profesores y alumnos difiera del
tradicionalmente establecido en el dltimo siglo. (p.2)
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En esta direccion, el profesorado universitario debe hacer un esfuerzo
complementando su formacion con objeto de no perderse del ritmo vertiginoso de
crecimiento de internet, redes sociales, etc. y adoptar “nuevas posibilidades
metodoldgicas” que ofrece la tecnologia para la ensefianza y aprendizaje de la
Matematica. La Didactica tiene un papel muy relevante en innovacion pues permite
emitir juicios de pertinencia, adaptacion y eficacia sobre los cambios que se producen.

Particularmente, los profesores del area de Algebra de la UJA editamos el
manual 8, que ha sido sometido a andlisis en esta investigacion. Para las practicas
informaticas analizadas en la seccion 6.2. se ha utilizado este libro como herramienta de
aprendizaje. Las consideraciones didacticas extraidas de la investigacion en esta tesis
doctoral, se van a plasmar en un proyecto de innovacion docente de la Universidad de
Jaén, solicitado con objeto de obtener medios humanos y técnicos que permitan lograr
una actualizacion dinamica del manual 8, utilizando recursos audiovisuales en un
espacio web accesible y de gran difusion, de forma que contribuyan a la mejora en la
ensefianza y aprendizaje de esta asignatura.

El proyecto se titula “Actualizacion dindmica de manuales con recursos
audiovisuales segun investigaciones en Didactica de la Matematica”, fue presentado
dentro del plan PI2D-UJA 2016 y aprobado en la resolucion de 20 de abril de 2017
(vicerrectorado de Ensefianzas de Grado, Postgrado y Formacion Permanente) con
cddigo PID32 201617, con dos afios de duracion. El equipo esta formado por los
autores del manual, la doctoranda (también coautora) y sus directores de tesis. Ha sido
por tanto una colaboracion interdepartamental entre Didactica de las Ciencias y
Matematicas.

Para alcanzar los objetivos propusimos una metodologia que consta de dos
partes diferenciadas: la primera, corresponde a la actualizacion de contenidos del texto
escrito aplicando las investigaciones didacticas realizadas, mientras que la segunda esta
encaminada a la construccion del soporte técnico, tanto de audiovisuales como de su
alojamiento en internet.

A. Para la actualizacion de contenidos del texto escrito, en formato papel,
propusimos:

A.1. Modificar el texto y los programas a versiones mas actuales de Mathematica
(11 o superiores, si existen en los dos afios de duracion del proyecto) y afiadiendo otros
nuevos. Esto recaera en los profesores del area de Algebra.

A.2. Aportar conclusiones extraidas de investigaciones en esta tesis doctoral que
analizan y describen el impacto del uso del programa Mathematica en esta temaética de
Matematica Discreta para alumnos del Grado de Ingenieria Informatica. Para ello:
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A.2.1. Haremos una revision y mejoras en el texto en la linea de las tendencias
investigadas en los manuales recomendados por otras universidades. Concretamente, en
la faceta institucional en esta memoria se analiza la forma en que se abordan temas de
Matematica Discreta y sus aplicaciones a la Informatica, en textos recomendados para
los estudios del Grado en Ingenieria Informatica.

En esta linea incluiremos un mayor nimero de ejercicios (de examenes de teoria 'y
practicas del Grado) adjuntando su resolucién, en formato web, con el uso de medios
audiovisuales.

A.2.2. Propondremos modificaciones que ayuden a corregir errores y conflictos
semidticos descritos a través del andlisis de las practicas realizadas por los alumnos en
el capitulo 6 y

A.2.3. Evaluaremos los cambios antes de hacerlos definitivos, a traveés de un
analisis de los significados personales de los alumnos, realizado mediante un
cuestionario en el aula de practicas. Las conclusiones serdn abaladas por una
publicacién en Didactica de la Matematica.

Para abordar el trabajo en el soporte técnico apropiado, elaboramos un
cuestionario Google que ponia de manifiesto las preferencias del alumnado, tanto
respecto del entorno web como del tipo de ejercicios que les gustaria. Se ha realizado,
en octubre de 2017, a todos los estudiantes matriculados en la asignatura Matematica
Discreta, en la hora de précticas de la asignatura.

Consta de 16 items: las primeras preguntas iban encaminadas a constatar los
formatos web mas utilizados por este alumnado. Aportamos aqui los resultados que
corresponden a las preguntas de la 13 a la 16:

13. A través de las redes sociales, te gustaria tener acceso a ejercicios
resueltos de la asignatura, de tipo:

Preguntas de exdmenes de otras convocatorias
Ejemplos basicos que aclaren contenidos
Problemas para adquirir destrezas o preguntas tipo
Si 17 (8,1%)
9 (4,3%)
3(1,4%)
1(0,5%)

Ninguno
Tal vez

No

149 (71%)
142 (67,6%)
129 (61,64%)

0 50 100

150 200

Figura 7.2.1. item 13 cuestionario Google
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En el item 13 (figura 7.2.1.), se obtuvieron 210 respuestas. Los problemas mas
demandados fueron los problemas de examenes, junto a ejemplos basicos y ejercicios de
destrezas y preguntas tipo.

14. Para los ejercicios resueltos de la asignatura que has preferido en la
pregunta anterior, te gustaria tener acceso en soporte:

Digital (formatos pdf u otros) 154 (81,5%)

Visual (resolucién en youtube u otro

)
canal) 128 (67,7%)

Papel (escritos en un libro) 48 (25,4%)

0 50 100 150 200

Figura 7.2.2. item 14 cuestionario Google

De 189 respuestas obtenidas en el item 14 (figura 7.2.2), el mas demandado es
formato digital, un 81,5% frente al formato escrito (25%) y un 67,7% demanda la
propuesta de recursos audiovisuales. Interpretamos que prefieren el formato pdf frente a
los videos, debido a que la modalidad de examen no es la oral.

15. ¢{Qué numero de ejercicios resueltos de la asignatura te gustaria?

2%

= Ninguno
= Uno de cada tipo
Mds de 5 de cada tipo

m Entre 2 y 4 de cada tipo

Figura 7.2.3. Item 15 cuestionario Google

Para el item 15, se obtuvieron 189 respuestas, destacando un nimero pequefio de
ejercicios de cada tipo, entre 2 y 4, lo que explicaban por la falta de tiempo.

Casi el 95% de 189 repuestas recogidas en el item 16 (figura 7.2.4), prefieren la
resolucion en el momento o al dia siguiente, como maximo.
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16. ¢En qué momento prefieres que se te aporte la resolucion del ejercicio?

5,3%

® Después de una semana, para tener la
posibilidad de discutirlo con otros.

54,5% ® Inmediatamente, tras conocer el

enunciado.

Después de 24 horas, para poder
pensar mas despacio en su resolucion.

Figura 7.2.4. item 16 cuestionario Google

De las consideraciones obtenidas de los estudiantes, decidimos:
B. La creacion de un entorno web que consta de dos partes:

B.1. Una pagina web en la que alojar una guia del manual, que se enlace con las
paginas web de los profesores de la asignatura y facilite el seguimiento de las practicas
por parte del estudiante durante todo el cuatrimestre, a través del maévil o la tableta.

B.2. Una pagina en Facebook del libro en el que se incluyan videos explicativos
de la resolucion de ejercicios. A los recursos audiovisuales en Facebook se accedera
también a través de un cddigo QR, que se situara en cada capitulo. A través de él se
accedera a examenes de otros afios del Grado en Ingenieria Informética, tanto en
formato escrito (pdf u otros) como con el software Mathematica..

La construccion del soporte técnico, correra a cargo de un becario del Grado en
Ingenieria Informatica (que haya solicitado las practicas icaro de la UJA) y la
participacion de estudiantes voluntarios, en la grabacion de los videos.

El equipo de investigadores de Didactica de la Matematica interviene en el disefio
del cuestionario Google y la aplicacion de las investigaciones didacticas, asi como el
andlisis didactico encaminado a la evaluacion de cambios en el manual. La coordinacion
del proyecto esta cargo de la doctoranda.

Las reflexiones tedricas en cuanto a la Didactica de la Matematica, y en particular,
del Algebra, han puesto de manifiesto un proceso de cambio, respecto al soporte de
manuales para docencia, en el Grado en Ingenieria Informatica, mostrando una clara
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tendencia en las preferencias de estos estudiantes hacia soportes digitales y recursos
audiovisuales, en lugar del formato tradicional.

7.3. Trabajos desarrollados

De esta investigacion se han derivado diferentes trabajos presentados en
congresos y jornadas, asi como publicaciones que exponemos cronolégicamente:

Orddfiez, C, Orddfiez, L. y Contreras, A. (2013). Significados personales acerca
de una demostracion en Teoria de Numeros con Mathematica. Presentado en el XVII,
Simposio de la Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacién Matematica en
Bilbao, Espaia.

Ordéfez, C, Orddfiez, L. y Contreras, A. (2014). Las hipdtesis en Algebra,
cuestiones didacticas a considerar en un entorno con Mathematica. Presentado en el
XVIII Simposio de la Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica, en
Salamanca, Espafia.

Ordodfez, C, Ordofiez, L. y Contreras, A. (2015). La divisibilidad en manuales
para estudiantes en Ingenieria Informatica. Presentado en el XIX Simposio de la
Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica, en Alicante, Espafia.

Ordodfez, C., Ordofiez, L., Contreras, A. y Ruiz, J. F. (2017). La dualidad
particular—general en el estudio de la propiedad conmutativa en ingenieria informatica.
Presentado en el Segundo Congreso International Virtual sobre el Enfoque
Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos, Universidad de
Granada, Espana.

Ordodfez. C., Orddiez, L. & Contreras, A. (s.f.). La ensefianza del maximo
comdn divisor en el Grado en Ingenieria Informatica mediada por un entorno
computacional. Manuscrito no publicado. Enviado a AIEM el 24 de marzo de 2018, en
revision.

Ordodfez, C., Ordofiez, L., Contreras, A., Garcia-Mufioz, M. A. y Ruiz, J. F.
(s.f.). Un proyecto de innovacion didactica e investigacion enfocado en la Didactica del
Algebra Superior mediada por recursos tecnoldgicos. Presentado en el Primer
Workshop sobre Entornos Tecnologicos en Educacion Matematica, celebrado en
Valencia, Esparia, el 8 de marzo de 2018. Manuscrito no publicado. Enviado a Magister
(monografico sobre entornos tecnoldgicos) el 28 de mayo de 2018, en revision.

7. 4. Lineas de investigacion futuras

De cara al futuro tenemos lineas de investigacion abiertas tanto en la faceta
institucional como en la personal.
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En estos momentos estamos avanzados en la redaccion de una publicacion sobre
los resultados del analisis a los ocho manuales que hemos presentado en el capitulo 5 de
esta tesis doctoral. También, en la linea del anlisis de manuales, nos gustaria explorar
el curriculo de primaria y secundaria acerca del mcd, que ya hemos iniciado con
CE_lInicial, y analizar la bibliografia de estas etapas educativas en torno a la
divisibilidad, con objeto de determinar conflictos de significado y fendémenos
didacticos.

Respecto de los significados personales y la consideracion de las hipdtesis, hemos
obtenido resultados que nos han Illamado la atencion sobre hipotesis invisibles y su
relacién con el bicondicional. Tenemos en mente una exploracion, para estudiantes que
cursen Algebra en el segundo semestre, ahondando sobre estas hipétesis invisibles y la
superacion de las dificultades mostradas en esta investigacion. Quizas la teoria de grafos
pueda ser un buen contexto para este trabajo.

El objetivo 5 de esta tesis doctoral, en torno al lenguaje simbdlico, puede
completarse con el estudio de los axiomas de neutro y simétrico, en grupos, donde los
cuantificadores universal y existencial entran en juego con mayor interés y dificultad.
Ya tenemos recogida la muestra y esta pendiente de andlisis y obtencion de resultados.

Por otro lado, estd la necesidad de suscitar en el alumno los procesos de
generalizacion—particularizacion debido a su relacion intrinseca con el Algebra
Abstracta y que se ha puesto de manifiesto en esta memoria. ;Como provocar en el
estudiante de informatica la necesidad de abstraccion? ¢Puede facilitar el uso de los
recursos informaticos dichos procesos? Pensamos que si, y quizas la idea pueda estar en
pasar de lo finito a lo finito muy grande para llegar a lo infinito. Debemos pensar en el
disefio de estudios empiricos que analicen este proceso de generalizacion de una forma
gradual.

Por dltimo, la demostracion ha sido un tema transversal a lo largo de esta tesis
doctoral. Hemos comentado que el proyecto de innovacion que tenemos concedido en la
UJA, titulado “Actualizacion dindmica de manuales con recursos audiovisuales segun
investigaciones en Didactica de la Matematica”, termina en abril de 2019. Aun estan
pendientes tareas para la nueva edicion del manual e implementar en la ensefianza las
investigaciones de la seccidon 6.2. Se ha hecho una propuesta de cambio que estamos
evaluando a través de un cuestionario que realizamos en diciembre de 2017, en el
laboratorio de précticas. De los resultados que obtengamos, tomaremos decisiones para
hacer los cambios mas pertinentes y que permitan superar, en gran parte, los conflictos
semidticos obtenidos. Asi, esta prevista una publicacion, en Didactica, que recoja todo
esto, asumiendo los compromisos adquiridos en el proyecto.
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El primer trimestre del préximo curso se abordard la grabacion de videos y la
construccion de recursos web para alojarlos, poniendo asi en juego nuevas metodologias
para la ensefianza y aprendizaje de Matematica Discreta a nivel universitario. Es obvio
gue hay que ser cautos y es necesaria mucha investigacion en Didactica de las
Matematicas, para evaluar estas metodologias.
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ANEXO |. Guias docentes de asignaturas con temas de
divisibilidad. Curso 2017-18.

1. Universidad de Granada
1.1. Grado en Ingenieria Informatica
1.1.1. Algebra Lineal y Estructuras Matematicas
1.1.2. Logica y Métodos Discretos
1.2. Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas
1.2.1. Algebra l

2. Universidad de Jaén
2.1. Grado en Ingenieria Informatica
2.1.1. Matematica Discreta
2.1.2. Algebra

3. Universidad de Politécnica de Madrid
3.1. Grado en Ingenieria Informatica
3.1.1. Matematica Discreta I
3.2. Grado en Matematicas e Informatica
3.2.1. Matematica Discreta I
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1. Universidad de Granada.
Grado en Ingenieria Informatica. Algebra Lineal y Estructuras Matematicas

ﬁ'nﬂdeﬂ'

GUIA DOCENTE DE LA ASIGHATURA

ALGEBRA LINEAL Y ESTRUCTURAS MATEMATICAS

Cursp 2017-18
Obtima actualizacite: 28/06/2017
Fecha de apmbacion en Consejo de Denzramento: 28/06/2017

MODULD MATERIA (CURSD SEMESTRE CREDITOS TIPD
FORMACION BASICA MATEMATICAS 1= 1° 1 Basica
DIRECOION COMPLETA DE CONTACTO PA.RA TUTORIAS
PROFESORIES) {Direccién pestal, teléfono, comen electrinico, etc) HORARID PARA TUTORIAS
. - ETSIIT, 2 planta, despacho 14, Consultar en
Jesis Garia Miranda BLAT40814, JesuspmuET. o5 hitpa/algebr ugres
) Fac Ciendias, Dpto. Algebra, 77 plantz, despacho 42,
Abvaro Martiner Sevila 35143577 zsevilla@ures
. Fac Ciendias, Dpto. Algebra, 77 plantz, despacho 37
José Carlos Rosales 958141863, jro=alesdugr . a5
Fac Ciendias, Dpto. Algebra, 77 plantz, despacho 15
sz Manuel Urbana Blanc BLAJ43290, Jurbancugr. es
(GRADD EN EL (JUE SE IMPARTE OTROS GRADOS EN LOS (UE SE PODRLA OFERTAR
Grada en Ingenieria Informatica
PRERREQUISITOS Y0 RECOMENDACIOMES (Si ha lugar)
Dado el caracter de formacian basica de este madulo, Los alumnos no tendran que tener asignaturas, materias o midulos apmbados
‘oima requi sito indispensable para oursar el modulo, sabeo los propios del acceso al Titwlo

S UNIVERSIDAD

7 DEGRANADA

INFORMACIIN SDBRE TITULACIDNES DE Li W3R

arados. gy

Firmado por: FRAMCISCO MIGUEL GARCLA OLMEDO 24211557D

Sello de tiempo: 2000672017 00:0244  Pagina: 1/8

oFNFs30EPKTdaJbo+516na CKCI3NmbA

Lai idad de esie documenio se verificar en la direccion

hitps-iisede ugr.es/verifirmalpfinicio jsp introduciendo el codi
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PaHina 5del

TEMARID DETALLADO DE LA ASIGNATURA

TEMARID

1 CONIUMTOS, RELACIONES ¥ APLICACIONES [Seminanic]: Conjuntosy elementos. Suboonjurtos: interseccibn, unibn y
complernenta. EL conjunto potencia, Producto cartesian, Relaciones de equivalencia. Relaciones de orden. Comespondencias
v aplicaciones. Aplicaciones inyectivas, sobreyectivasy biyectieas. Composicidn de aplicaciones, aplicacidn inversa,

. ARMMETICA ENTERA Y MODULAR [5 semanas]: Mimeras raturales suma, producto y orden. Algeritmo de (a divisian,
Sisterras de numeracitn. Divisbilidad Mazimo comin divisor y minime comdn midtiple. Algorite de Euclides. Mimeros
primas. Teorema fundamental de |a aritmética. EL anillo de los nimeros enteros. Mentidad de Bezout. Algoritmo ectendida de
Euclides. Ecuaciones diofinticas lineales. Relacidn de congruencia. Construcciin de 2, . Aritmética modular: suma, producta,
opuestos & inversos. La funcidn phi de Euler. Teorema de Fermat. Bouaciones lineales en congruencizs. Sistemas de
congruencias. Operacionss con polinomios. Suma, producto y divisibn Calouo de raices. Construccién de cuerpos finitos.

)

3. CDMBIMATORIA [1,% semanas] Técnicas de conteo. Principios de la suma y del producto. Variaciones, pammutaciones y
combinaciones. Teorerma del Binomia.

.

. SISTEMAS DE ECUACIODMES LINEALES Y MATRICES [ semanas]: Sistemas de ecuaciones lineales. Mtodo de Gauss- Jardan,
Matrices. Forma normal de Hermite, Dperacionss oon matrices. Matriz Inversa. Determirantes.

W

ESPACOI05 VECTORIALES 2,5 semanas): Espacios wectoriales, bases y coordenadas. Subespadios wectoriales.

-

APLICACIONES LINEALES ¥ DIAGOMALIZACIGN [3 sermaras]: Aplicacionas lineales. Mixleo & Imagen. Diagoralizacitn por
SETRANZA.

UNIVERSIDAD INFORMACIGN SDERE TITULACIONES DE L& U

DEGRANADA arados.

Firmado por: FRANCISCO MIGUEL GARCIA OLMEDO 24211557D

Selilo de fiempo: 20062017 00:02:04  Pagina:5/9

aFNFsaDePR T daJboH+52En5 CHC. 3MmbA

La infegridad de este documento se puede verificar en la direccion hitps:isede.ugr.esfverfirmal/pfinicio.jsp introduciendo el cadigo
de verificacion que aparece debago del codigo de barras.
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1. Universidad de Granada.
Grado en Ingenieria Informatica. ‘Léogica y métodos discretos

E’mlde'!

{GLIIA DOCENTE DE L ASIGHATURA
LOGICA Y METODOS DISCRETOS Cursn 2017-2018
(Fecha dltima achsslizacion: J80&/T017 )
{Fecha de aproberion en Conssin de Departamento: 28/06/2017 )
MODULD MATERIA CURSD SEMESTRE | CREMTOS | TIPO
FORMACION BASICA MATEMATICAS 1 1 & Bisica
MRECCION COMPLETA DE CONTACTO PARA TUTORIAS
PROFESOR(ES) {Direccién postal, tebéfono, comeo electréni, etc) HORARID PARA TUTORIAS
) - ETSIIT, 22 planta, despacho 14,
Jesils Garcia Miranda SSE240814, jesusgmOUGT 65 Consultar en
. ) Fac Ciencias, Dpto. Algebra, planta haja, despacha 1 )
Frandisco Garcia Olmedo SSE24885, TolmedolugT . es hatp7/algebraugres
. Fac. Ciencias, Dpto. Algebra, 7° plants, despacha 42,
Abvzm Martinez Sevila 558243377, asevilla@ugres
. . Fac. Ciencias, Dpto. Algebra, 7 plants, despacho 31
Antonio | Rodriguer Salas 558744143, ajretugr . es
Fac. Ciencias, Dpto. Algebra, 7 plants, despacho 25
luszn Manuel bna Bianco 550243290, JUrbAnCEuET .65
GRADD EN EL (UE SE IMPARTE OTRIS GRADOS EN LS QUE SE PODRIA DFERTAR
Grad en Ingenieria Informatica

UNIVERSIDAD IMFORMACION SOBRE TITULACIONES DE LA DGR

DEGRANADA grados.ugr.as

Fimado por: FRANCISCO MIGUEL GARCIA OLMEDO 242115570
Sello de tiempo: 2062017 00.06:22  Pagina: 1/8

OFNFE30ePLINCVENIODsHSCHC 3MmDs

La ntegridad de este documentn se puede verificar en la direccion hiips:/isede ugr es/verifirmalpfinicio jsp infroduciendo el codi
ﬁmﬁmﬁéﬂgﬁmﬂﬂ@wmum. l
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PRERREQUISITOS ¥,/0 RECOMENDACIONES (si procede)

Dade el caracter de formacian basica de este madulo, Los alumnos no tendran que tener asignaturas, materizs o modulos aprobados
oima requisin indispensable para oursar el modulo, sabeo Los propios del acceso al Tiwlba

BREVE DESCRIPCION DE CONTEMITNOS. (SEGON MEMORIA DE VERIFICACION DEL GRAD)

n Algebras de Boole y funciones boolkeanas.
n Logica Proposicional

n Ligica de Primer Orden.

n Unifioony Resolucian.

§ Induccion y reqsmencia.

n Grafos y arboles.

COMPETENCIAS GENERALES Y ESPECIFICAS {cir. aqui, y en bo que sigue, Doc. Verifica. Grada Ing. Inf)

Competencias bisicasy generales

(B2. Que los estudiantes sepan aplicar sus monodmientos a su trabajo o vocadon de una forma profesional y posean las
ompetendas que swelen demastrarse por medio de |a elaboradion y defensa de argumentos y [a resolucidn de problemas dentro de
511 direa de estudio.

Competentias transversales

T5. Capacidad para tomer decisiones basadas en criterios objetivos (datos experimentales, dientificos o de simulacion disponibles)
asi como capacidad de argumentar y justificar logicamente dichas decisiones, sabiendo aceptar otros puntos de vista,

Té. Mativacion por ks calidad y l= mejora continus, actusndo con rigor, responsabilidad y ética profesional.

Competencias espediicas de la asignatmra

B1. Capacidad para la resolucion de los problemas matematioos que puedan plamtezrse en la ingeniena Aptitud para aplicar los
ronodmientos sobre: algebra lineal; caloulo diferencizl e integral; métodos numerioes; algoritmica numérica; estadistica y
optimizacidin.

B3. Capacidad para comprendery dominar los conceptos basicos de matematica discreta, lagica, algonitmica y complejidad
omputacional, y su aplicadion para 13 resolucion de problemas propios de La ingenienia.

IKFORMASION SOBRE TITULACIONES DE Li USR

Frad0E.g

Firmado por: FRAMCISCO MIGUEL GARCIA OLMEDO 24211557D

Sello de tiempo: 20062017 00.08:22  Pagina- 2/8

La de este documento se venﬁcaenladlreoum fsede. esfverifimmal] introduciendo el codi
integridad puede %uﬂdwde piniciojsp igo

192



ANEXOS |

ﬁ'm el

BIBLIDGRAFIA

EIELIDGRAFIA FUNDAMENTAL

m Biggs, N. L; Matematica Discreta. Vicens Vives.

g Chin-Liang, C: Char-Tung Lee, R Symbolic Logic and Mechaniczl Theorem Prowing. Academic Press

. Delahzye, |P Formal Methods in Artificial Intelligence. Willey, 1981
Garcia Mimnda, 1; Lbgica para Informaticos y otras heremientas matematices. Flaming, 2017
Grimaldi, R. P'; Mabematica Discreta y Combinatoria Addisor-Weslay
Hartala T.; Marti, M. y otros. Logica Matematica para Informaticos. Epercicios Reswelios. Prentice Hall Pearsan, 2008.
Loveland, 0W.: Automated Theorem Prowing. Morth Holland.

¥ Lipschartz, Soymour. 2000 problemas resusktos de matematica discreta. Mcras Hill

B Raosen, K_H. Matemética Discetay sus aplicacdiones. Mobraw Hill, 2003.

u Veerargjan, T; Matematicas Discretas. Con teonia de graficas y ombinatoria. McGraw- Hill interamericana, 2008.

g Tablonsky, 5.0 Introduction to Discrete Mathematics. Mir

BIBLIDGRAFIA COMPLEMENTARIA

u Apt. K;Van Emden, M H.; Contribation to the Theory of Logic Programming. Journal of the Assotiation for Computing
Machinery, 293 841-862, 1982

n Gabrilos, G.F; Sapmhenkn, A.A4.; Selacted Problems in Discrete Mathematics. Mir

= Henschen, L; Wins L; Linit Refutation and Hom Sets. Joumal of the Assotiation for Computer Machinery, 71{4] S90-605. 1974
n Panizgua, E; Sanchez Gonzalez, 1L : Martin Rubio, F. Ligica computacional Ed. Parninfo

= Permingeat, M.; Glaude, [1-Algebra de Boole: Teoria, Métndas de Caloul y Aplicaciones Vicens Vives.

» Stering L y E Shapiro. The Art of Prolog : advanced programming technigues. MIT Press (Col Logic programming). 2001

UNIVERSIDAD IMFORMACION SDBRE TITULACIONES DE LA SR

DEGRANADA arados.ug

Firmado por: FRAMCISCO MIGUEL GARCIA OLMEDO 24211557D

Sello de tiempo: 2HV06/2017 00.08:22  Pagina-6/8
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1. Universidad de Granada.
Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas. Algebra |

194

?.M DOCENTE DE LA ASIGNATURA
ALGEBRA | (Doble Grado Mat-Inf) Curso 2017-2018

[Farhs dltma scuslemcian: 260620070
1Fﬂ:|1ud|:q)|1:bu:iﬁ|1 en Cu'u:iodc Departmmenta: 2EDE201T)

MODULD MATERIA CURSD | SEMESTRE | CREDITOS TIFD

Materias basicas Matermaticas = 1= 3 Basica

BIHEC'G‘IEE‘H COMPLETA DE CONTACTO PARA
PROFESORES™ TUTORIAS (Direccion postal, teléfono,
comen electrénico, etc.)

Dpto. Algebra, Facultad de Ciencias.

{Despachos N° 28, 36. Segunda planta edificio de
Matematicas)
- gomezyBugres . hitpufwewugresi~gomezy
*  Jose Gomez Torecllas - agarzoniugres , htto:lfwwe.ugr.es/~agarzon
*  Antonio Rodriguez Garzon

HORARKD DE TUTORIAS YAD ENLACE A LA
PAGINA WEB DONDE PUEDAN
CONSULTARSE LOS HORARIOS DE
TUTORIAS™

Consultar en http:/falgebra.ugres

OTROS GRADOS A LOS QUE SE PODRIA
OFERTAR

GRADO EN EL QUE SE IMPARTE
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' Comsulte posible sctuzlizacion en Aoosso Identificado = Aplicaclones = Drdenzcidn Docente
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= Conocer las propedades de las operaciones algebraicas elementales con
nimeros naturales, enteros, racionales, reales, complejes v con polinomios en wna vaniable.
=  Abstraer de esas situaciones elementales las estructuras algebraicas fundamentales.

TEMARIO DETALLADO DE LA ASIGNATURA

TEMARIO TEORICO:

Tema 1. Introduccion practica al razonamiento lagico. Conjuntos, relaciones y aplicaciones.
Tema 2. Anillos, ideales y cuerpos.

Tema 3. Artmetica y divisibiiidad en dominics eudideos.

Tema 4. Anillos de polinomios. Factorizacion.

TEMARIO PRACTICO:

Relacion de Ejercicios Tema 1
Relacitn de Ejercicies Tema 2
Relacion de Ejercicios Tema 3
Relacion de Ejercicios Tema 4

BIBLIOGRAFIA

BIBLIOGRAFIA FUNDAMENTAL:

= P. M. Cohn, Classic Algebra, Wiley and sons 2000.
+ N. Jacobson, Basic |, Freeman 1874.
« [ 5. Dummit and R_ M. Foote, Abshad.ﬂdgehamﬂed Prentice-Hall 1889,

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA:

= R B. Allenby,. Rings, Fields and Groups, Edward Amold Pub. 1893,

= J. A Beachy and M. D. Blair, Abstract algebra segunda edicion, Waveland Press, Inc. 1008,
= .. B. Fraileigh. Afirst course in Abstract Algebra, Addson-Wesley 10867

= 5. Lang. Algebra, Aguilar 1871.

» 4 del Rio Mateos v .J.J. Simén Pinero. Algebra Basica, Ed. Diego Marin 2001.

ENLACES RECOMENDADOS
hio: - hoTid=13
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TITULACION: Grado en Ingenieria informatica

CENTRO: ESCUELA POLITECNICA SUPERIOR
CURSO ACADEMICO: 2017-18

GUIA DOCENTE

1. DATOS BASICOS DE LA ASIGNATURA

NOMBRE: Matematica discreta

CODIGO: 13311008 |CURSD ACADEMICO: 2017-18
TIPO: Troncal / Basica
Créditos ECTS: 6.0 |CTJRSD: 1 |CU&TE]MESI’EE: PC

WEB: http://dv ujaen es/docencia’goto docencia_crs_ 221923 himl

2. DATOS BASICOS DEL PROFESORADO

NOMBEE: EULZ BEUIZ. JUAN FEANCISCO

IMPARTE: Teoria - Practicas [Profesor responsable]

DEPARTAMENTO: U124 - MATEMATICAS

AREA- 005 - ALGERRA

N. DESPACHO: B3 - 004 |E—MMIL: JinizEujaen es |'I'LF: 053211915

TUTORIAS: https:/uvirtual ujaen es/pub/es/informacionacademica/tutorias/p/58115

UERL WEB: wwwd. mjaen es/~jfruiz

NOMBRE: GARCIA MUNOZ, MIGUEL ANGEL

IMPAFRTE: Teoria - Practicas

DEPARTAMENTO: U124 - MATEMATICAS

AREA- 005 - ALGERRA

N. DESPACHO: B2 - 016 E-MATL: magarciaf@ujaen es TLF: 953212935

TUTORIAS: hitps:/fuvirtual ujaen es/pub/es/informacionacademica/tutorias/p/ 57948

UEL WEB: wwwd. mjaen es/~magarcia

NOMBRE: ORDONEZ CANADA  CARMEN
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IMPARTE: Teoria - Practicas
DEPARTAMENTO: U124 - MATEMATICAS

AREA: 005 - ALGEBRA

N. DESPACHO: B3 - 015 |E.-I'wLﬂs]l: ccanadaiujaen es |'Il.F: 953212414
TUTORIAS: hitps:/fuvirtual ujaen es/pub/es/informacionacademica/tutorias/p/ 57997
URL WEB: www4 ujaen es/~ccanada

3. PRERREQUISITOS, CONTEXTO Y RECOMENDACIONES

PRERREQUISITOS:

CONTEXTO DENTRO DE LA TITULACION:

El objetivo general de esta asignatura es proporcionar al alumno una base en conocimientos algebraicos y
de matematica discreta tanfo tedricos como practicos que le permitan aplicarios a los distintos aspectos de la
Ingenieria Informatica.

[RECOMENDACIONES Y ADAPTACIONES CURRICULARES:

Para el buen aprovechamiento de la asignatura se recomienda que & alumno asista regularmente a clase y
consulte la bibliografia recomendada.

4. COMPETENCIAS Y RESULTADOS DE APRENDIZAJE

codigo Denominacién de la competencia

CBIR Qe los estudiantes hayan demostrado poseer y comprender conocimientos enun irea
de estudio que parte de la base de la educacion secundaria general y se suele encontrar
aun nivel que, sibien se apoya en libros de texto avanzados, inchrye también algunos
aspectos que implican conocinuentos procedentes de la vanguardia de su campo de
estudio.

CB3E Que los estudiantes hayan desarrollado agquellas habibidades de aprendizaje
necesarias para emprender estndios posteriores con un alto grado de autonomia.

CBB3R Capacidad para comprender y dominar los conceptos basicos de matematica discreta,
logica, algoritmica y complejidad computacional, y su aplicacion para la resolucidn
de problemas propics de la ingenieria.

Resultados de aprendizaje

Resultado 1 Eesolver problemas matematicos que puedan plantearse en la ingemeria.

Pigiem 2 da 80
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Resultado 2 Ser capaz de aplicar los conocinuentos sobre: dlgebra lineal; calculo diferencial e
mtegral; métodos mumérnicos; algoritmica mumérica; estadistica y optimizacion.

Resultado 4 Comprender v dominar los conceptos basicos de matemafica discreta, logica,
algoritnuica y complejidad computacional, v su aplicacion para la resclucidn de
problemas propios de la ingenieria.

5. CONTENIDOS

Fundamentos de |égica. Conjuntos y drdenes. Algebras de Boole. Funciones booleanas. Introduccién a la
teoria de nimenos: aritmetica modular. Complejidad computacional.

Tema 1. Fundamentos de logica.

Enunciados, conectivas y tablas de verdad. Formas nomales. Conjunios adecuadosde conectivas. Tipos de
demostracion: directa, contrameciproco y reduccion al absurdo. Argumentaciones y validez

Tema 2. Conjunios y relaciones de orden.

Conceptos basicos. Algelr:l de las partes de un conjunto. Aplicacicnes. Relacicnes binarias: de equivalencia y
de orden.

Tema 3. .Mgehms de Boole. Funciones booleanas.

Reticulos. Tipos de reticulos. Algebras de Boole. Funciones booleanas elementales: formas canénicas.
Aplicaciones: circuitos booleanos.

Tema 4. Intreduccion a la tecria de nimenos: artmeética modular.

Los nimeros naturales: induccion y primeras propiedades. Los nimeros enteros. Divisibilidad y congruencias.
Aplicaciones del teorema de Bezout. Sistemas de congruencias y de numeracion.

Tema 5. Mociones de complejidad computacional.

Algoritmos. Crecimiento de funciones. Complejidad de un algoritmo. Las clases Py NP.

Pigiem 3 dha 80
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TEMARIO DE PRACTICAS

Practica 1. El entomo de trabajo: Mathematica

Practica 2. Artmética basica. Variables y funciones

Practica 3. Listas: Tablas, matrices y veciores

Practica 4. Programacian en Mathematica

Practica 5. Logica proposicional: Conectivas y tablas de verdad.

Practica 6. Logica proposicional: Tautologias, contradicciones, formas normales. Equivalencias lagicas e
implicaciones légicas y argumentaciones.

Practica 7. Conjuntos y Aplicaciones.

Practica 8. Relaciones binarias y conjuntos ordenados
Préctica 9. Reticulos y Algebras de Boole finitas
Practica 10. Funciones booleanas

Practica 11. Nimeros naturales y enteros. Divisibilidad

Practica 12. Nimeros naturales y enteros. Congruencias y sistemas de numeracian

6. METODOLOGIA Y ACTIVIDADES

HORAS HORAS TOTAL CREDITOS COMPETENCIAS

FEESEN- TRABAJ) HORAS ECTS (codigos)
CIALES  AUTO-
NOMO
Al - Clases expositivas en gran gnipo *CBIR
*M1 - Clases magistrales *CB3R
*M2 - Exposicidn de teoria v ejemplos| 300 430 750 1]
*M3 - Actividades introductorias
ADR. - Clases en pequeiic grupo *CBIR
*MI0E. - Aulas de informatica *CBB3R
“M11R - Resolucién de ejercicios e s -
*MI12R - Presentaciones/exposiciones
TOTALES: &0 800 1500 &0
Pigiea 4 da 0
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IINFDRIIAC ION DETALLADA:

- Clases expositivas en grandes grupos donde se expondra una gran parte de los contenidos de la asignatura
asi como se mostraran ejemnplos tipo.

- Clases en grupos de practicas en las que se resolveran con ayuda del ordenador problemas relativos a los
contenidos expuestos en las clases en grandes grupos. A la vez en estas clases se expondran, de una forma
mas practica, aquellos contenidos tedricos de la asignatura no expuestos en las clases expesitivas. Por Oltimao,
se resolveran en pizama, y siempre que se pueda usando el ordenador, ejercicios tipo de la asignatura gque
previamente se le ha propuesto al alumno para que los trabaje en casa.

7. SISTEMA DE EVALUACION

ASPECTO CRITERIOS INSTEUMENTO PES0D
Asistencia y'o [Asistencia y|Control de asistencia y(10.0%
participacion en |participacion nivel de participacicn en
actividades presenciales clase
v/o virtuales
Conceptos tednicos de la (Conceptos tedricos de la |Examen tedrico 70.0%
materia materia
Pealizacion de trabajos, [Fealizacion de trabajos, |Examen de practicas 20.0%

CAS05 O &jercicios CA505 O Ejercicios

El sisterna de calificacion ze regira por o establecido en ef RD 11252003 de § de septiembre por ef que se

|establece el sizterna surcpeo de crédifos y el sisfema de calificaciones en la Siulaciones universitanas de cardofer

foficial

INFORMACION DETALLADA:

Para aprobar la asignatura es necesario obtener una calificacion de 5 scbre 10 punios de media ponderada
enfre |la parte de teoria y la parte de practicas de la asignatura; para realizar dicha media también serd
imprescindible haber obtenido un minimo de 4 scbre 10 puntos en cada blogue (parte tedrica y parte

practica). En caso de no llegar al minimo en algin blogue, la calificacion refiejada en el acta serd como maximo
de 4 sobre 10.

El bloque "Conceptos tedricos de la materia" {52) se evaluara mediante un examen final en cada convocatoria,
siendo el peso de dicho blogue del 70%. Mo cbstante, a los alumnos que asistan a las clases tedricas de forma
activa y participativa (bloque 51), si es posible y se dispone del tiempo necesario, se les propondra, de manera
opcional y voluntaria, ser evaluados mediante un sistema de evaluacion continua, este porcentaje podra ser
mayor o menor del 10% prefijade dependiendo de los contenidos que puedan evaluarse por evaluacion continua
y asistencia participativa, se realizard en pericdo de clases y se complementara con el examen final, donde

serd imprescindible obiener un minimo de 4 puntos sobre 10 de media entre las preguntas que se realicen

en dicho examen. Ademas cada alumno, segun sus preferencias o =i ha podido o no venir a case de forma
activa y participar de la evaluacion continua, en el examen oficial de cada convocatoria, podra optar o no por la
evaluacion continua siempre que ésta se haya superado con 5 o mas puntos sobre 10, (blogue S1), si el alumno
optase por no acogerse a esta evaluacion, el porcentaje del peso de la evaluacion continua del blogque 51, se
sumaria al que supone el examen final dentro del bogque S2, dicho alumno tendria que contestar a todas las
preguntas del examen, incluyendo aquellas que se comespondan con la evaluacion continua, asistencia a clase
de forma activa y participativa (blogue 51) no realizada, en tal caso el peso de dicho examen tedrico englobaria
a los bloques 51 y 52, siendo entonces del 30%. 5i ggreyalyacion continua fuesen evaluados varios contenidos
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independientes con un peso particular cada uno, se podra optar por acogerse a dicha evaluacion soko por los
contenidos superados que se desee, quedando el resto para ser evaluados en el examen final.

El blogue "Practicas de ordenador” (53) se evaluara mediante un examen final en cada convocatoria en aula de
practicas de ordenador. Mo obstante, los alumnos que asistan de forma activa a todas las clases practicas de la
asignatura, de manera cpcional y woluntaria, podran eliminar las practicas de ordenador mediante un sistema de
evaluacion continua, que se realizard en el periodo de clases y constara de un maximo de dos pruebas parciales
a ko largo del cuatrimestre. La nota final para la evaluacion continua sera la media ponderada entre los dos
gjercicios con un peso de un 25% y 75% (para & Giime realizado). El peso total de este bloque serd de un 20%.
Para realizar cualguier prusba practica sera imprescindible presentarse con todas las actividades propuestas
durante |as clases practicas bien resueltas & impresas en papel

En los examenes de cada comvocatona o en cualguier ejercicio puntuable de clase que se realice, salvo
circunstancias especiales y particulares que seran especificadas por su profesor, no se permitiran dispositivos
electronicos, apuntes, ibros o cualquier otro soporte que permita el almacenamients o rasmision de datos. En
caso de incumplimients se actuara segun &l reglamento vigente.

Las calificaciones de las practicas o del examen de teoria, gque superen los 5 sobre 10 puntos, si la asignatura
no se ha aprobado, se mantendran en cada una de las convocatorias oficiales del curso académico.

5i el porcentaje asignado a las partes evaluadas durante el pericdo de clases no supera el 30% de la
calificacion total, el alumnado que una convocatoria no se presente al examen final de tecria y tampoco al de
practicas aparecera como MO PRESENTADO en el acta comespondiente a dicha convocatoria, aungue haya
hecho algln trabajo previo, evaluacion continua o asistido a algunas clases de teoria o practicas.

Si el porcentaje asignado al examen final, dependiendo de la asistencia a clases, evaluacion continua y trabajos
previos realizades por cada alumno, es menor del 70%. Las calificaciones cbtenidas por el alumnado, gue
superen los 5 puntos sobre 10, en el proceso de evaluacion continua en los apartados "Conceptos tedricos

de |la materia” y "Practicas de ordenador” se mantendran en cada una de las convocatorias oficiales del curso
académico. Pero de acuerdo con el articulo 18 del Reglamento de Régimen Académico y de Evaluacion

del Alumnado de la Universidad de Jaén, se considerara agotada una convocatona, se entendera que esta
convocatoria sera la convocatoria ordinaria del curso, considerandose para el resio convocatorias el mismeo
criterio gue en el apartado anterior, esto es, que |a calificacion final de la asignatura sera "NO PRESENTADO"
para todo alumno que no realice el examen final de teoria y tampoco el de practicas en esa convocatoria,
aunque haya hecho algin trabajo previo, evaluacion continua o asistido a algunas clases de teoria o practicas.

Competencias evaluadas en la parte tedrica: CB1, CB3

Competencias evaluadas en la parte practica: CB1, CB3

8. DOCUMENTACION / BIBLIOGRAFIA

[ESPECIFICA O BASICA:

*Matematica Discreta. Edicion: 19 ed., 13 reimp.. Autor: Biggs, Norman L. Editorial: Barcelona: Vicens-\ives,
1988

* Matematica discreta y sus aplicaciones. Edicion: 598#775; ed.. Autor: Rosen, Kenneth H._. Editorial: Madrid -
McGraw-Hill, 2004

* Matematica discreta. Edicion: 33 ed. Autor: Garcia Merayo, Félix. Editoriak Madrid: Thomson-Paraninfo, 2015

* Matematica discreta para la computacion: nociones tedricas y problemas resuelios. Edicion: -. Autor: Garcia
Murioz, Miguel Arlgel Editoriak Jaén: Universidad de Jaén, Servicio de Publicaciones, 2010
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" Métodos computacionales en dlgebra para informaticos: matematica discreta Idgica. Edicién: - Autor: Garcia
Mufioz, Miguel A.. Editorial: [Jaén]: Area de Algebra, Universidad de Jaén, [2006]

GENERAL Y COMPLEMENTARIA:

*Logica para matematicos. Edicion: -. Autor: Hamilton, A. G.. Editorial: Madrid: Paraninfo, 1881

' Problemas de matematica discreta. Edicion: -. Autor: Alegre Gil, Carmen. Editorial: Valencia: Universidad
Poilitécnica de Valencia, D. L. 1997

* Conjumtos: grupos. Edicion: [P ed]. Autor: Anzola, Maximo. Editorial: Madrid: [autores], DL, 1881

* Problemas de algebra. Edicion: -. Autor: Anzola, Maximo. Editorial: [s.n.: 5.1, D.L. 1976-1978

* Anillos, polinomios, ecuaciones. Edicion: [32 ed.]. Autor: Anzola, Maximo. Editorial: Madrid: [s.n], D.L. 1881

* Problemas de Algebra. Edicidn: [3 ed.]. Autor: Anzola, Maxime. Editorial Madrid: [Los autores], 1981-1982

* Mathématica: un enfoque practico. Edicion: -. Autor: Blachman, Nancy. Editorial: Barcslona: Arel, 1003

* Elemientos de matematica discreta. Edicion: 32 ed., Autor;. Editorial: Madrid: Sanz y Tomes, 2005

' Problemas de matematica discreta. Edicion: -. Autor: -. Editorial: Madrid: Sanz y Torres, D.L. 1023

* Algebra lineal: planteamiento y resolucion de problemas con Mathematica. Edicion: -. Autor: -. Editorial:
Salamanca: Plaza Universitaria, 1985 i

*Mimeros, grupos y anillos. Edicien: -. Autor: RRONSORO, J. ¥ HERMANDEZ, E.. Editorial: Addison Wesley.
Universidad Autdnoma de Madrid

" Lecciones de algebra modema. Edicion: 22 ed. Autor: Dubreil, Paul. Editorial: Barcelona [etc.]: Reverte, DL
18675

* Algebra lineal: practicas con Mathematica. Edicion: -. Autor: Fermandez-Fermeiros Erviti, Ana. Editorial:
Zaragoza: Prensas Universitarias de Zaragoza, 1885

* Matematica discreta: [problemas y ejercicios resueltos]. Edician: -. Autor: Garcia, Carlos. Editorial: Madrid [ete]:
Prentice-Hall, D.L. 2002

* Problemas resueltos de matematica discreta. Edicion: -. Autor: Garcia Merayo, Felix. Editorial: Madrid:
Thomson-Faraninfo, D.L. 2003

* Matematicas especiales para computacién. Edicién: -. Autor: Garcla Valle, José Luis. Editarial: Madrid [etc.]:
McGraw-Hill, imp. 1881

*El arte de programar ordenadores. Edicien: Reimp. Autor: Knuth, Donald Ervin. Editoriak Barcelona [ete.]
Reverté, 2002

* Algebra. Edicién: -. Autor: Sigler, L. E.. Editorial: Barcelona [etc]: Reverté, 1981

* Teoria y problemas de matematica discreta. Edicion: -. Autor: LIPSCHUTZ, SEYMOUR. Editorial: McGraw-Hill

* 2000 problemas resueltos de Matematica. Edicion: -. Autor: LIPSCHUTZ, 5. y LIPSON, M.. Editorial: McGSraw-
Hill

* Estructuras de Matematica Discreta para la computacion. Edicion: -. Autor: SOLMAN, BUSBY, ROS5. . Editorial;
Prentice Hall

* Matematicas con Mathematica. Edicién: -. Autor: -. Editorial: Granada: Proyecto Sur, DL 1996-1297

* Algebra abstracta aplicada. Edicion: -. Autor: Vera Lopez, Antonic. Editorial: Murcia: Antonio Vera Lopez y oiros
D. L. 1882

* Problemas y ejercicios de matematica discreta. Edicion: -. Autor: Vera Lopez, Antonic. Editorial: Bilbao: Antonio
\era Lopez, 1985

* Classic algebra. Edicion: -. Autor- Cohn, P. M.. Editorial: Chichester [etc.]: John Wiley & Sons, impr. 2001

* Mathematica: a system for doing mathematics by computer. Edicion: 2nd. ed. Autor: Wolfram, Stephen. Editarial
Reading: Addison-Wesley Publishing Company, cop. 1891

* Matematicas discreta y combinatoria: una introduccion con aplicaciones. Edicion: 3% ed., 19 reimp. Autor:
Grmaldi, Ralph P.. Editorial: Argentina [etc ]: Addison-Wesley |beroamericana, 18988

9. CRONOGRADMA (primer cuatrimestre)

Al - Clasas AR - Clazszsen  Trabajo sutcmoms Observaciones
expositivas pequedio grupo
B0 ETAN ETapd
N1 0.0 0.0 0.0 NO HAY CLASE
11-17 sep 2017
Pbgion T cha 18
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N°2
13-24 sep 2017

BXpOSitivas

e

pequedio grupo

Al - Clases ATR - Clases en  Trabajo sutcnomo

Observaciones

Tema 1. Fundamentos de logica /
Unit 1. Fundamentals of logic.

N°3
25 sep - 1 oct
2017

Tema 1. Fundamentos de logica./
Unit 1. Fundamentals of logic.
Practica 1.- El entorno de trabajo:
Mathematica /Practice 1: The
working environment: Mathematica.

N* 4
2- 8 oct 2017

30

00

Tema 1. Fundamentos de logica.
Unit 1. Fundamentals of logic.
Practica 2.- Amntmetica basica
Variables y fimciones.//Practice 2:
Basic anthmetic. Vanables and
fimetions.

N5
9-15 oct 2017

20

6.0

Tema 2. Conjuntos y relaciones
de orden/Umt 2. Sets and order
relations. Practica 3.- Listas: tablas,
matrices y vectores./Practice 3:
Lists: Tables, matrices and vectors.
Pesolucion de problemas y ejercicios

N* 6
16-22 oct 2017

20

6.0

Tema 2 Conjuntos y relaciones
de orden/Unit 2. Sets and order
relations. Practica 4.- Programacién
en  Mathematica./Practice 4
Programming m  Mathematica.
Fesolucion de problemas y ejercicios
(conjuntos)

N7
23-20 oct 2017

20

6.0

Tema 2. Conjuntos y relaciones
de orden/Umt 2. Sets and
order relations. Practica 5.- Logica
con Mathematica: Comectivas y
tablas de vwverdad Tautologias,
contradicciones, formas normales.//
Practice 5: Propositional logie:
Comnectives and truth tables.
Fesolucion de problemas y ejercicios
(conjuntos)

N* 8
30 oct - 5 nov
2017

20

6.0

Pigiew B da 80

Tema 2. Conjuntos y relaciones
de orden/Umt 2. Sets and
order relations. Practica 6.- Logica
con Mathematica:equivalencias,
implicaciones logicas ¥
argumentaciones /Practice &:

Propositional  logie:  Tautologies,
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Al - Clases ATR - Clases en  Trabajo sutcnomo Ohservacionss
expositivas pequeiio Frupo

N° 14 20 20 6.0 Tema 5. Nociones de complejidad
11-17 dic 2017 computacional /Umit 5.  Notions
of computational complexty.
Practica 12- Nomeros mnaturales
v numeros enteros. Sistemas de
mumeracion /Practice 12: Nafural
and integer mumbers. Congruences
and mumbering systems. Resolucion
de problemas y ejercicios (teoria de
TmeTos).

N 15 20 20 6.0 Tema 5. Neciones de complejidad
12-21 dac 2017 computacional /Umit 5. Notions
of computational complexity.
Fesolucion de problemas y ejercicios
(teoria de mimeros). Evaluacion
contimoa de las practicas.

Total Horas ELT 30.0 500

Priagiraa 10 a 10
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2. Universidad de Jaén.
Grado en Ingenieria Informatica. Algebra

TITULACION: Grado en Ingenieria informatica

CENTRO: ESCUELA POLITECNICA SUPERIOR
CURSO ACADEMICO: 2017-18

GUIA DOCENTE

1. DATOS BASICOS DE LA ASIGNATURA

NOMBRE: Algebra
CODIGO: 13311001 |CURSD ACADEMICO: 2017-18
TIPO: Troncal / Basica
Créditos ECTS: 6.0 |CTJRSD: 1 |CUMRﬂu£ESIEE: 5C

WEB: http://dv ujaen es/docencia’goto_docencia crs_235514 html

2. DATOS BASICOS DEL PROFESORADO

NOMBRE: GARCIA MUNOZ, MIGUEL ANGEL

IMPARTE: Teoria - Practicas [Profesor responsable]

DEPARTAMENTO: U124 - MATEMATICAS

AREA: 005 - ALGEBRA

N. DESPACHO: B3 - 016 |E-MAIL: magarciajinjaen es |'I'.L.F: 953212935
TUTORIAS: htps:/fuvirtual ujaen es/pub/es/informacionacademica/tutorias/p/57948
UEL WEB: www4. mjaen es/~magarcia

NOMBRE: ORDONEZ CANADA, CARMEN

IMPARTE: Teoria - Pricticas

DEPARTAMENTO: U124 - MATEMATICAS

AREA: 005 - ALGEBRA

N. DESPACHO: B3 - 015 E-MAIL: ccanadaiujaen es TLF: 953212414
TUTORIAS: hitps:/fuvirtual ujaen es/pub/es/informacionacademica/tutoriasp/57997
UEL WEB: www4.ujaen es/~ccanada

NOMBEE: EULZ EUIZ, JUAN FEANCISCO
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caleulo diferencial e integral; métodos nmmericos; algoritmica muménica; estadistica
¥ optimizacion.

CBB3R

Capacidad para comprender y dominar los conceptos basicos de matematica discreta,
légica, algoritmica y complejidad computacional, y su aplicacion para la resolucion
de problemas propies de la ingenieria.

Resultados de aprendizaje

Fesultado 1

Besolver problemas matematicos que puedan plantearse en la ingenieria.

Fesultado 2

Ser capaz de aplicar los conocinuentos sobre: dlgebra lineal; calculo diferencial e
integral; métodos muméricos; algoritmica mumérica; estadistica y optimizacidn.

Eesultado 4

Comprender v dominar los conceptos basicos de matemafica discreta, logica,
algorituica ¥ complejidad computacional, v su aplicacién para la resclucidn de
problemas propios de la ingemnieria.

5. CONTENIDOS

Grupo simétrico: permutaciones. Factorizacion de polinomios. Sistemas de ecuaciones lineales. Matrices y
determinantes. Espacio vectorial y espacio vectorial eudideo. Diagonalizacion de matrices. Introduceion a la

teoria de grafos.

Tema 1. El anille de polinomios.

El anilly de los polinomios. Divisibilidad. Algoritmo de |a division. Factorizacion de polinomics. Maximo comdn
divisor y minimo comin mittiplo.

Tema 2. El grupo simétrico.

Grupo y subgrupos. Permutaciones, ciclos y frasposiciones. Descomposicion de una permutacion en ciclos.
Signatura de una trasposicion. El subgrupo alternado.

Tema 3. Sistemas de ecuaciones lineales. Matrices y determinantes.

Sistemas de ecuaciones lineales. Método de Gauss-Jordan. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales.
Forma normal de Hermite. Rango de una matriz. Teorema de Rouche-Frobenius. Matrices elementales.
Matrices inversas. Determinantes. ¥ algunas aplicaciones.

Tema 4. Espacios vectoriales y espacio vectonal euclideo.
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o menor del 10% prefijado dependiendo de los contenidos que puedan evaluarse por evaluacion continua

y asistencia participativa, se realizaran en pericdo de clases y se completara con el examen final, donde

sera imprescindible obtener un minimo de 4 puntos sobre 10 de media entre las preguntas que se realicen

en dicho examen. Ademas cada alumno, segun sus preferencias o si ha podido o no venir a clase de forma
activa y participar de la evaluacion continua, en &l examen oficial de cada comvocatoria, podra optar o no por
la evaluacion continua siempre que ésta se haya superado con § o mas puntos sobre 10, (blogue 51). Siel
alumno optase por no acogerse a esta evaluacion, el porcentaje del peso de la evaluacion continua del blogue
51, se sumaria al gue supone el examen final dentro del bloque 52, dicho alumnmo tendria que contestar todas|
las preguntas del examen, incluyendo aquellas que se cormespondan con la evaluacion continua, asistencia

a clase de forma activa y participativa (blogue 51) no realizada. En tal caso el peso de dicho examen tedrico
englobaria los blogues 51 y 52, siendo entonces del 80%. Si por evaluacion confinua fuesen evaluados varios
contenidos independientes con un peso particular cada uno, se podra optar por acogerse a dicha evaluacion
salo por los contenidos superados que se desee, quedando el resto para ser evaluados en el examen final.

* El blogue "Practicas de ordenador” se evaluara mediante un examen final en cada convocatoria. No obstante,

los aluminos que asistan de forma activa a todas las clases practicss de la asignatura, de manera opcional y

voluntaria, podran eliminar las practicas de ordenador mediante un sistema de evaluacion continua, gque se

realizara en el periodo de clases y constard como maximo de dos pruebas parciales a lo largo del cuatrimestre.

La mota final para la evaluacion continua sera la media ponderada entre los dos ejercicios con un peso de un

25% y 75% (para & Gltimo realizado). El peso total de este bloque serd de un 20%. Para realizar cualquisr

prueba practica sera imprescindible presentarse con todas las actividades propuestas durante las clases

practicas bien resueltas e impresas en papel.

En los examenes de cada convocatoria o en cualguier ejercicio puntuable de clase que se realice, salvo

circunstancias especiales y particulares que seran especificadas por su profesor, no se permitiran dispositivos

electronicos, apuntes, libros o cualquier oiro soporte que permita el almacenamiento o trasmision de datos. En
caso de incumplimients se actuara segun el reglamento vigente.

Las calificaciones de las practicas o del examen de teoria, que superen los 5 scbre 10 puntos, si la asignatura

no se ha aprobade, se mantendran en cada una de las convocatorias oficiales del curso académico.

" Si el porcentaje asignado a las partes evaluadas durante el periodo de clases no supera el 30% de la
calificacion total, el alumnado que mo se presente al examen final de teoria y tampoco al de practicas aparecera
como MO PRESENTADO en el acta corespondiente a dicha convocatoria, aunque haya hecho algln trabajo
previo, evaluacion continua o asistido a algunas clases de teoria o practicas.

" Si el porcentaje asignado al examen final, dependiendo de la asistencia a clases, evaluacion continua
y trabajos previos realizados por cada alumno, es menor del 70%. v de acuerdo con el articulo 18 del
Reglamento de Régimen Académico y de Evaluacion del Alumnado de la Universidad de Jaén, se considerara
agotada una convocatoria. Se entendera que esta convocatoria sera la convocatoria ordinaria del curso,
considerandose para el resto convocatorias el misme criterio que en el apartado anterior, esio es, que la
calificacion final de la asignatura serda "NO PRESENTADO" para todo alumno que no realice el examen final
de teoria y tampoco el de practicas en esa convocatoria, aungue haya hecho algln trabajo previo, evaluacion
continua o asistido a algunas clases de teoria o practicas.

* Competencias evaluadas en el bloque o parte tedrica: CB1R, CB5R, CBB1R y CBB3R.

* Competencias evaluadas en el blogue o parte practica: CB1R, CB5R, CBE1R y CBB3IR.

8. DOCUMENTACION / BIBLIOGRAFIA

[ESPECIFICA O BASICA:

* Elemenios de matematica discreta. Edicion: 23 ed., 3% reimp.. Autor: -. Editorial: Madrid: Sanz y Tomres, 2001

* Mimeros, grupos y anillos. Edicion: 22 reimp.. Autor: Domonsoro, José. Editorial: Madrid [etc.]: Addison-Wesley:
Universidad Autonoma de Madrid, 1995

* Matematica discreta. Edicion: 2% ed. Autor: Garcia Merayo, Félix. Editoriak Madrid: Thomson-Paraninfo, [2005]

* Algebra lineal: con métodos elementales. Edicion: 22 reimp.. Autor: Merino Gonzalez, Luis M.. Editorial: Madrid -
Thomson, 2007.

*Matematica discreta para la computacion: nociones tedricas y problemas resuelios. Edicion: -. Autor: Garcia
Mufioz, Migusel AngEl Editoriak Jaén: Universidad de Jaén, Senvicio de Publicaciones, 2010

*Métodos computacionales en algebra: matematica discreta : grupos y grafos. Edicion: 27 ed. revisada. Autor:
Ruiz Ruiz, Juan Francisco. Editorial: Jaen: Universidad de Jaén, 2012
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GENERAL Y COMPLEMENTARIA:

¥ Introduccion al slgebra lineal. Edicion: [3? ed.]. Autor: Anton, Howard. Editorial: México: Limusa, 1900

* Algebra lineal. Edicion: -. Autor: Burgos Roman, Juan de. Editorial: Madrid [etc.|: McGraw-Hill, D.L. 1925

' Basic algebra: groups, rings, and fields. Edicion: -. Autor: Cohn, Paul Moritz. Editorial: London : Springer, 2003

* Lecciones de algebra modema. Edicion: 22 ed. Autor: Dubreil, Paul. Editorial: Barcelona [etc.]: Reverte, DL
1875

* Applied algebra for the computer sciences. Edicién: -. Autor: Gill, Arthur. Editorial: Englewood Cliffs © Prentice-
Hall, cop. 1978

* Matematicas discreta y combinatonia: una introduccion con aplicaciones. Edicion: 3% ed., 12 reimp. Autor
Grmaldi, Ralph P.. Editorial: Argentina [etc ]: Addison-Wesley |beroamericana, 1808

* Logica para matematicos<. Edicidn: Madrid: Paraninfo, 1881, Autor: Hamilton, A. G.. Editorial; -

' Puntos y flechas: teoria de los grafos. Edicion: -. Autor: Kaufmann, A.. Editoriak Barcelona: Marcombo, cop.
1676

YEl arte de programar crdenadores. Edicion: Reimp. Autor: Knuth, Donald Ervin. Editorial Barcelona [ete.]:
Reverté, 2002

* Algebra. Edicidn: - Autor: Sigler, L. E.. Editoriak Barcelona [ete.} Reverts, 1981

* Estructuras de matematicas discretas para la computacion. Edicion: 32 ed. Autor: Kolman, Bemard. Editorial:
México [etc.] Pearson Educacion, cop. 1097

* Algebra abstracta aplicada. Edicion: -. Autor: Vera Lopez, Antonio. Editorial: Murcia: Antonio Vera Lopez y
otres, D L 1882

* Introduccion a la tecria de grafos. Edicign: -. Autor: Wilson, Robin J.. Editoral: Madrid: Aianza, DL, 1983

* Espacios vecioriales. Edicion: [2? ed ]. Autor: Anzola, Maximo. Editorial: Madrid: [s.n.], D.L., 1881

* Geometria afin y euclidea. Edicion: [32 ed_]. Autor: Anzola, Maximo. Editorial: Madrid: [s.n], D.L. 1881

* Problemas resueltos de algebra lineal. Edicion: [12 ed., 22 reimp.]. Autor: Arvesl Carballo, Jorge. Editorial:
Madrid [etc. ] Thomson-Paraninfo, D.L. 20068

* Problemas de algebra lineal. Edicion: 42 ed. Autor: Diego, Braulio de. Editorial: Madrid: Deimos, D.L. 1005

* Problemas resueltos de matematica discreta. Edicion: -. Autor: Garcia Merayo, Felix. Editorial: Madrid:
Thomson-Faraninfo, D.L. 2003

* Algebra lineal y geometria: ejercicios. Edicion: 33 ed. Autor: Garcia Garcia, José. Editorial: Alcoy: Marfil, 1991

* Matematica discreta: [problemas y ejercicios resueltos). Edicion: -. Autor: Garcia, Carlos. Editorial: Madrid [etc.]:
Prentice-Hall, D.L. 2002

* Ejercicios y problemas de algebra lineal. Edicion: -. Autor: Rojo, Jesis. Editorial: Madrid [ete.]: McGraw-Hill,
D.L. 159868

* Ejercicios y problemas de algebra lineal. Edicion: -. Autor: Sanchez, Rafael. Editorial: Granada: Universidad,
Instit. de Ciencias de la Educacion, D.L. 1980

* Problemas de algebra lineal: cuestiones, ejercicios y tratamiento en DERIVE. Edicion: Uttima reimp. Autor:
Sanz, Paloma. Editorial: Madrid: Prentice Hall, 2002

* Problemas de algebra: [con esquemas tedricos]. Edicion: [32 ed., rev.]. Autor: Villa, Agustin de la. Editorial:
Madrid : Clagsa D.L. 2007

* Mathématica: un enfoque practico. Edicidn: -. Autor: Blachman, Nancy. Editorial: Barcelona: Arel, 1003

* Algebra lineal: planteamiento y resolucion de problemas con Mathematica. Edicion: -. Autor: - Editorial:
Salamanca: Plaza Universitaria, 1885

* Algebra lineal: practicas con Mathematica. Edicion: -. Autor: Fermandez-Fermeiros Erviti, Ana. Editorial:
Zaragoza: Prensas Universitarias de Zaragoza, 1885

*Métodos computacionales en algebra para informaticos: matematica discreta logica. Edicien: - Autor: Garcia
Mufioz, Miguel A_. Editorial- [Jaén]: Area de Algebra, Universidad de Jaén, [2006]

* Matematicas con Mathematica. Edician: 23 ed. Autor: - Editorial: Granada: Proyecto Sur, DL, 1007

* Mathematica: a system for doing mathematics by computer. Edicidn: 2nd. ed. Autor: Wolfram, Stephen.
Editoriak Reading: Addison-Wesley Publishing Company, cop. 1881
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3. Universidad de Politécnica de Madrid.
Grado en Ingenieria Informatica. Matematica Discreta |

PROCESO DE i
COORDINACION DE LAS Iy 1S dempenierss
ENSENANZAS PR/CLIOO0T ;

CAMPUS
DE EXCE_ENCIA
INTERNACIONAL

ANX-PR/CL/001-01

GUIA DE APRENDIZAJE

ASIGNATURA

105000003 - Matematica discreta |
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2017-18 - Primer semestre
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1. Datos descriptivos
1.1 Datos de la asignatura
Mombre de la Asignatura 105000003 - Matematica discreta |
N® de Creditos 6 ECTS
Caracter 105000003
Curso Primer curso
Semestre Primer semestre
Idioma de imparticion Castellanc
Titulacion 101l - Grado en Ingenieria Informatica
Centro en el que se
: Escuela Tecnica Supernor de Ingenieros Informaticos
imparte
Curso Académico 2017-18
2. Profesorado
2.1 Profesorado implicado en la docencia
Mombre Despacho Commeo electronico Horario de tutorias®
Susana Cubille Vilanueva 131 susana_cubillo@upm.es --
Jesus Martinez Mateo 1318 jesus.martinez mateo@upm.
{Coordinadarfa) =3
mariadelcarmen. tomesEupm
M.del Carmen Tomes Blanc 1313 =@ --
es
manuel. gonzalez villai@upm.
Manuel Gonzalez Villa 1302 e -
=]

* Las horas de tutoria son orentativas y pueden sufrir modificaciones. Se debera confirmar los horarios de tutorias

con el profesorado.
G _T00_ 105000003 Matematica discreda | Pagina 1 da 10
15_2017-18 Grado en ingenisna informatica
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3.2 Resultados del aprendizaje al cursar la asignatura

RA285 - Saber operar en aritmetica entera y modular y sus aplicaciones a la informatica. Conocer los principios
basicos de la combinatoria y saber aplicar la resolucion de recurrencias a problemas combinatorios.

RAZT2 - |Hilizar diversas técnicas para la resolucicén de problemas con ayuda de software matematico.

RAZE4 - Conocer las estructuras discretas basicas de la Informatica: Conjuntos, funciones, relaciones, grafos,
algebras de Boole, grupos y cuerpos finitos y sus aplicaciones.

RAZT1 - Modelar matematicamente problemas reales y conocer las tecnicas para reschverios.

4. Descripcion de la asignatura y temario

4.1 Descripcion de la asignatura
Mo hay descripcion de la asignatura.

4.2 Temario de la asignatura

1. Relacicnes de onden. Algebras de Boole
1.1. Conjuntos, Relaciones y aplicaciones. Relaciones en un conjunto. Relaciones de equivalencia.
1.2. Relaciones de orden. Conjuntos crdenados. Elementos maximales y minimales. Diagramas de Hasse.
Reticulos.
1.3. Algebras de Boole.
1.4. Expresiones booleanas. Simplificacion. Puerias logicas.
2. Aritmética entera
2.1. El conjunto de los ndmercs enteros.
2.2 Definiciones recursivas. Induccion. Demostracion por induccion.
2.3. Diwvisibilidad en Z. Teorema de la division en Z. Representacion de numeros en diferentes bases.
2.4 Maximo comin divisor. Algoritmo de Euclides.
2.5. Ecuaciones diofanticas lineales.
2.6. Mimeros primos. Factorizacion.

2.7. Polinomios. Divisibilidad de polinomios. Algoritmo de Euclides.

GA_T00_105000003 Matematica discreda | Pagina 3 da 10
15_2017-18 Grade en ingeniena informatica
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2.8. Factorizacién de polinomios. Polinomios imeducibles. Criterio de Eisenstein.

. Aritmética modular

3.1, Congruencias en £

3.2 Aritmética en Zn. Divisores de cero y elementos inversibles.

3.3. Teoremas de Euler, Fermat y Wilson.

3.4. Ecuaciones en congruencias. Ecuaciones lineales. Sistemas de congruencias.
3.5. Teorema chino del resto.

3.8. Criptografia RSA.

. Técnicas de contar

4.1. Principios basicos de recuento. Principios de las cajas, adicion, multiplicacion y complementario.
4.2 Listas y selecciones, sin repetir elementos o repitiéndolos.

4.3. Algoritmos de enumeracion

4.4 Mimeros combinatorios. Propiedades. Teorema del binomio.

4.5 Principio de inclusion-exclusion. Desardenes. Selecciones con repeticion limitada.

4 8. Distribuciones de objeios en cajas distintas.

4.7. Distribuciones de objeios en cajas iguales. Particiones de conjunios.

. Recurrencias lineales

£.1. Relacion de recumencia de una sucesion
5.2 Recurrencias lineales homogéneas. Mimeros de Fibonacci
5.3. Recurrencias lineales no homogéneas.

5.4. Recurrencias no lineales. Mimeros de Catalan

. Funciones generatrices

6.1. Funciones generatrices y problemas de recuento
8.2 Senes de potencias. Propiedades algebraicas. Fracciones simples

6.3. Resolucion de relacicnes de recurrencia por funciones generatrices

Ga_T_105000003 Matematica discreda | Pagina 4 da 10
15_20M7-18 Grado en ingenlena informatica
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7. Recursos didacticos
7.1 Recursos didacticos de la asignatura
MNombre Tipo Observaciones
Biggs, M. L.: Matematica Discreta. .
Bibliografia Libre basico
Vicens Vives, 19084,
Biggs, M. L.: Discrete Mathematics, . B
. Bibliografia Libro basico (version actualizada en ingles)
2nd ed. Ouford Univ. Press, 2002
Rosen, K.: Matematica Discreta y
sus aplicaciones . McGraw- Hill, Bibliografia Libre basico
2004 (58 edicion)
Anderson, L. Introduccion a la o )
Bibliografia Libro de consulta
Combinatoria. Vicens Vives, 18083
Anderson, I.: A First Course in
Discrete Mathematics. Springer, Bibliografia Libro de consulta
2001.
Bamett, 5.: Discrete Mathematics. . .
Bibliografia Libre de consulia
Addison-Wesley, 1888,
Garcia Merayo, F.- Matematica
. B Bibliografia Libro de consulta
Discreta. Paraninfo, 2001.
Goodaire, E.; Parmenter, M.:
Discrete Mathematics with Graph Bibliografia Libro de consulta
Theory. Prentice Hall, 1288,
Jonhsonbaugh, R.: Matematicas
] ) Bibliografia Libre de consulia
Discretas. Prentice Hall, 1888,
Matousek, .J.; Mesetril, J.: Invitacion a
la Matematica Discreta. Reverte, Bibliografia Libro de consulta
2008.
Wilf, H.: Generatingfunctionology, 3rd
g Bibliografia Libro de consulta
ed. A. K. Peters, 2005
G _T00_ 105000003 Matematica discreda | Pagina 3 da 10
15_2017-18 Grado en ingenisna informatica
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L
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Informaticos

Garcia Merayo, F_; Hemandez, G.;
Mevot, 4.: Problemas resuelios de
Matematica Discreta. Thomson-
Paraninfo, 2003.

Bibliografia

Libro de problemas

Garcia, C.; Lopez, J. M.; Puigjaner,
C.: Matematica Discreta. Problemas
y ejercicios resueltos. Prentice Hall,
2002.

Bibliografia

Libmo de problemas

Lipschutz, 5.: Matematica Discreta.
Teaoria y 800 problemas resuelios.
Sere Schaum, Me-Graw-Hill,
1200.

Bibliografia

Libro de problemas

Pagina web de la asignatura
hitpzifwww.dma.fi.upm.es

Sitio Moodle de la asignatura
hitp2imoodle.upm.es!

Aula de clase.

Equipamiento

Sala informatica con software
maternatico.

Equipamiento

Sala de frabajo en grupo.

Equipamiento

GA_100_105000003
15_2017-18

Matematica discreda |
Grado en ingenisna informatica
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3. Universidad de Politécnica de Madrid.
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PROCESO DE i
COORDINACION DE LAS Iy 1S dempenierss
ENSENANZAS PR/CLIOO0T ;

CAMPUS
DE EXCE_ENCIA
INTERNACIONAL

ANX-PR/CL/001-01

GUIA DE APRENDIZAJE

ASIGNATURA

105000102 - Matematica discreta |

PLAN DE ESTUDIOS

10MI - Grado en Matematicas e Informatica

CURSO ACADEMICO Y SEMESTRE

2017-18 - Primer semestre

215



TESIS DOCTORAL
Carmen Ordofiez Cafiada

PRICLA _ N
PRUCESO DE COGROINACHIN DE P ———— | & 3 E15 d ingeniens
1. Datos descriptivos
1.1 Datos de la asignatura
Mombre de la Asignatura 105000102 - Matematica discreta |
N® de Creditos 6 ECTS
Caracter 105000102
Curso Primer curso
Semestre Primer semestre
Idioma de imparticion Castellanc
Titulacion 10MI - Grado en Matematicas e Informatica
Centro en el que se
: Escuela Tecnica Supernor de Ingenieros Informaticos
imparte
Curso Académico 201718
2. Profesorado
2.1 Profesorado implicado en la docencia
Mombre Despacho Commeo electronico Horario de tutorias®
M. Del Carmen Escribano 1303 marnadelcarmen.escribanof@
Iglesias (Coordinador/a) UpMm_es
Gregono Hemandez
1306 io.h bve 5 --
i gregorio.hpenalven@upm

* Las horas de tutoria son orentativas y pueden sufrir modificaciones. Se debera confirmar los horarios de tutorias

con el profesorado.
G _T0MI_ 125000102 Matematica discreda | Pagina 1 da 13
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4. Descripcion de la asignatura y temario

4.1 Descripcion de la asignatura

Matematica Discreta | es una asignatura en la que se estudian algunas de las estructuras discretas basicas
importantes en Matematicas y en Computacion. Se introduce e concepto de relacion sobre un conjunto y se
estudian las diferentes tipos de relaciones y sus propiedades. Estas relaciones son la base para poder desamollar
posteriorments oiras estructuras como la aritmética entera y modular, algebras de Boole y las estructuras basicas
de la combinatoria. Todos estos temas se presentan desde la modelizacion matematica de problemas reales y en
particular de la informatica, incidiendo especialments en los aspecios agoritmicos de su resclucian.

4.2 Temario de la asignatura

1. Introduccion.
1.1. Problemas discretos y problemas continuos.
1.2 Modelizacién, algoritmes y complejidad.
1.2.1. Conjuntos, relaciones y su representacion.
1.2.2. Relaciones simétricas. Nociones basicas de grafos.
1.2.3. Relaciones de equivalencia.

1.2.4. Relaciones de orden. Conjuntos ordenados. Elementos maximales y minimales. Diagramas de
Hasse.

2. Aritmética entera.
2.1. El conjunto de los ndmercs enteros.
2.2 Definiciones recursivas. Induccion. Demostracion por induccion.
2.3. Divisibilidad en Z. Teorema de la division en Z. Representacion de nimeros en diferentes bases.
2.4 Maximo comin divisor. Algoritmo de Euclides.
2.5. Ecuaciones diofanticas lineales.
2.6. Mameros primos. Factorizacion.
3. Aritmética modular.
3.1. Congruencias en £

3.2 Aritmética en Zn. Divisores de cero y elementos inversibles.
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3.3. Teoremas de Euler, Fermat y Wilson.
3.4, Ecuaciones en congruencias. Ecuaciones lineales.
3.5 Sistemas de congruencias.Teorema chino del resto.
3.8. Criptografia RSA.
4. Algebras de Boole. Aritmética booleana.
4.1. Reticulos.
4.2 Algebras de Boole.
4.3 Expresiones booleanas. Simplificacion. Puertas logicas.
E. Técnicas de contar.
5.1. Principios. basicos de recuento. Principios de las cajas, adicion, multiplicacion y complementario.
5.2 Listas y selecciones, sin repetir elementos o repitiéndolos.
£.3. Algoritmos de enumeracion.
5.4 Mlmeros combinatorios. Propiedades. Teorema del binomio. Mimeros multinémicos.
5.5. Principio de inclusion-exclusion. Desardenes. Selecciones con repeticion limitada.
5.8. Distribuciones de objefos en cajas distintas.
5.7. Distribuciones de objefos en cajas iguales. Particiones de conjunfos.
6. Recumencias lineales.
6.1. Relacion de recumencia de una sucesion.
8.2 Recumrencias lineales homogéneas. Mimeros de Fibonacci.
6.3. Recumrencias lineales no homogéneas.

6.4. Recurrencias no lineales. Nomeros de Catalan.
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7. Recursos didacticos
7.1 Recursos didacticos de la asignatura
MNombre Tipo Observaciones
Biggs., M. L.: Matemnatica Discreta. .
Bibliografia Libre basico
Vicens Vives, 19084,
Biggs, M. L.: Discrete Mathematics, . B
. Bibliografia Libro basico (version actualizada en ingles)
2md ed. Codiord Univ. Press, 2002
Rosen, K.: Matematica Discreta y
sus aplicaciones . McGraw- Hill, Bibliografia Libre basico
2004 {5° edicitn)
J. Matousek, J. Mesetril: Invitacion a
la matematica discreta. Reverté, Bibliografia Libro de consulta
2008
Gossett, E. Discrete Mathematics
With Proofs. John Wiley & Sons, Bibliografia Libro de consulta
2009
Anderson, L: Introduccion a la
Bibliografia Libro de consulta
Combinatoria. Vicens Vives, 18083,
Goodaire, E.; Parmenter, M.:
Discrete Mathematics with Graph Bibliografia Libro de consulta
Theory. Prentice Hall, 1208,
Jonhsonbaugh, R.: Matematicas
. ) Bibliografia Libro de consulta
Discretas. Prentice Hall, 1888,
Garcia Merayo, F.- Matematica
Discreta. 5.A. Ediciones Paraninfo, Bibliografia Libro de consulta
2015.
Veerarajan, T. : Matematicas o .
Bibliografia Libro de consulta
Discretas, Ed. MceGraw Hill, 2008
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Garcia Merayo, F.; Hemandez, G.;
Mevot, A Problemas resuelios de
. Bibliografia Libre de problemas
Matematica Discreta. Thomson-
Paraninfo, 2003.
Garcia, C.; Lopez, J. M.; Puigjaner,
C.: Matematica Discreta. Problemas
L ] Bibliografia Libro de problemas
y ejercicios resueltos. Prentice Hall,
2002.
Lipschutz, 5.: Matematica Discreta.
Teaoria y 800 problemas resuelios.
. . Bibliografia Libro de problemas
Sere Schaum, Mec-Graw-Hill,
1200.
Pagina web de la asignatura
Recursos web
hitpzifwww.dma.fi.upm.es
Sitio Moodle de la asignatura
Recursos web
hitp2fweb3 fi_upm.es/AulaVirtual
Aula de clase. Equipamiento
Sala informatica con software Equi ento
. ipamien
matematico.
Sala de frabajo en grupo. Equipamiento
8. Otra informacion
8.1 Otra informacion sobre la asignatura
Todas las competencias se evaluaran en las actividades de evaluacion.
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ANEXO Il. Tablas de resultados de los estudios
empiricos. (Capitulo 6)

1. Estudio empirico 1. (Seccién 6.2.)
1.1. Cuestionario
1.2. Resultados
1.2.1.Item 1
1.2.2. Item 2
1.2.3.Item 3
1.2.2.Item 4

2. Estudio empirico 2. (Seccion 6.3.)
2.1. Cuestionarios
2.2. Resultados
2.2.1. Prueba escrita
2.2.2. Prueba informatica
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1. Estudio empirico 1 .(Seccion 6.2.)
1.1. Cuestionario

PRACTICA 10
1.1. CALCULO DEL INVERSO

Sabemos que Znes, en general, un anillo conmutativo.
Los elementos que admiten inverso (se diran unidades) son facilmente identificables; en efecto,
PROPOSICION.
Si @ es un elemento no nulo de Zn, entonces
a admite inverso en Zn si y solo si (a, n) = 1.
Demostracion
Veamos que la demostracion en sentido de la izquierda es constructiva; es decir permite calcular el
inverso de a:

Supongamos que (a, n) = 1, entonces, por la Identidad de Bezout,
Ju,v e Ztalesque1l=au +nv.
Tomando clases en la igualdad anterior, tendremos
1l=au+nv=au+nav =au
puesn=0.
Asi deducimos que el inverso de a es la clase i siendo u el entero que aparece en la Identidad de Bézout
acompafando al entero a.

Ejemplo 12.1. Calcular en Z1oo1 €l inverso de 27 .
Para ello calculamos el maximo comun divisor y la identidad de Bezout, a partir
del programa 11.2. realizando las siguientes modificaciones:

In[l:= n1=27;
n2=1001;

Out]= m.c.d.{27,1001}=1
m.c.m.{27,1001}=27027
Identidad de Bézout: 1=1001-(-13)+ 27-(482).

Por tanto, el inverso que nos piden es 482 .

EJERCICIOS
1. Calcular, si es posible, el inverso de la clase de tu DNI en Z17
2. Calcular, si es posible, el inverso de la clase de tu DNI en Z43
3. Calcular, si es posible, el inverso de la clase de tu DNI en Zpni
4. Sea x =numero del puesto que ocupas en este aula
Calcular, si es posible, el inverso de la clase de 2x en Zsos
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1.2. Resultados
1.2.1.item 1
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Frecuencias

[Conjunto de datos2] C:\Users\IJA\Desktop\Documente)\TESIS)\inversoshSituacifn 1-1.sav

Estadisticos
Fases CSLM C51LMth C5LwW CSAM CSAMNth CSCM
N Validos 132 T 45 [ 5 48 4
Perdidos 1] 125 87 124 127 a8 128
Estadisticos
CSCMth CSPM CSPMth
N Vahdos 35 28 2
Perdidos ar 104 130
Tabla de frecuencia
Fases
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos Epercicio en blanco 3 23 2.3 23
0 3 23 23 4.5
1.0 5 3.8 3.8 B3
3.0 ] 220 20 303
4.0 3 23 23 326
4.1 4 333 33,3 859
4.2 1 B B 66,7
6,1 r 205 20.5 871
6,2 4 an 3.0 80,2
8.0 iz 8.1 8.1 @e.2
8.0 1 B B 100,0
Total 13z 100.0 100.0
CSLM
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos C5LMA1 3 23 428 420
CSLM2 3 23 428 B5.7
CSLM3 1 | 14,3 100.0
Total T 53 100.0
Perdides  Sistema 125 84,7
Total 132 10,0
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CSLMth
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSLMth 4 3.0 8.0 Ba
CSLMth2 1 i 22 1.1
CSLMth3 35 4,5 778 B0
CSLMthS 3 23 6.7 05,6
CSLMth1 y CSLMth3 1 8 23 o7
CSLMth1 y CSLMthS 1 a 23 1000
Toital 45 M1 100,0
Perdides  Sistema BT 65,9
Total 132 100.0
CSLwW
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valide acumulado
Validos CSLW1 3 23 ars 375
CSLW2 3 23 s 75.0
CSLW3 1 g 125 B7.5
CSLw4 1 i 12,5 100.,0
Total B 61 100.0
Perdides ~ Sistema 124 839
Total 132 100,0
CSAM
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSAM1 3 23 60,0 60.0
CSAM2 2 15 40,0 100.0
Total 5 3a 100.0
Perdides ~ Sistema 127 86,2
Total 132 100,0
CSAMth
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSAMth1 44 333 057 057
CSAMth2 1 g 223 ore
CSAMth] y
CSAMtZ 1 | 22 100.0
Toital 46 3448 100.0
Perdides  Sistema EBd 65,2
Total 132 100.,0
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CSCM
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSCM32 3 23 75,0 75.0
CSCM4 1 g 250 100.0
Total 4 30 100.0
Perdides ~ Sistema 128 7.0
Total 132 100.0
CSCMth
Porcentaje Porcentage
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSCMth1 35 26,5 10,0 100.0
Perdides  Sistema ar Ti5
Total 132 100,0
C5PM
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valide acumulado
Validos C5PM1 28 21,2 100,0 100.0
Perdides  Sistema 104 78,8
Total 132 10,0
CSPMth
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSPMth2 2 1.5 100,0 100,0
Perdides  Sistema 130 BE.5
Total 132 100.0

Grafico de barras
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1.2. Resultados.

1.2.2. Item 2
Frecuencias
Estadisticos
Fases CSLM CSLMth CSLW CSAM CSAMth CSCM
W Validos 132 T 45 8 4 4T 3
Perdidos 1] 125 87 124 128 a5 120
Estadisticos
CSCMth CSPM CSPMth
N Validos 33 27 4
Perdidos 29 105 128
Tabla de frecuencia
Fases
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos Ejercicio en blanco 5 kY] 3.8 3.8
0 3 23 22 6,1
1.0 L] 3B 3.8 0.8
3.0 28 212 212 3
4.0 2 1.5 1.5 326
4.1 45 341 M1 66,7
6,1 23 174 174 841
6,2 3 23 23 B6.4
8.0 i7 120 12.0 802
2.0 1 B B 1000
Total 132 100.,0 100.0
CSLM
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valide acumulado
Validos CSLMA1 3 23 420 428
CSLM2 3 23 420 B5.7
C5LM3 1 g 143 100.0
Total T 53 100.0
Perdides  Sistema 125 947
Total 132 100.0
Pagina 1
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CSLMth
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSLMth 4 3.0 8.0 Ba
CSLMth2 1 i 22 1.1
CSLMth3 4 258 75,6 BE.T
CSLMthS 3 23 6.7 033
CSLMth1 y CSLMth3 1 8 23 058
CSLMth1 y CSLMthS 2 15 44 100.0
Toital 45 M1 100.0
Perdides  Sistema BT 65,9
Total 132 100.0
CSLwW
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valide acumulado
Validos CSLW1 3 23 ars ara
CSLW2 3 23 s 75.0
CSLW3 1 g 125 BT.5
CSLw4 1 i 12,5 100.,0
Total B 61 100.0
Perdides ~ Sistema 124 839
Total 132 100,0
CSAM
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSAM1 3 23 75,0 75.0
CSAM2 1 g 250 100.0
Total 4 30 100.0
Perdides ~ Sistema 128 87,0
Total 132 100,0
CSAMth
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSAMth1 45 M 057 057
CSAMth2 1 g 21 ore
CSAMth] y
CSAMtZ 1 | 21 100.0
Toital 47 35,8 100.0
Perdides  Sistema BS 04,4
Total 132 100.,0
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CSCM
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSCM32 2 15 68,7 66,7
CSCM4 1 g 333 100.0
Total 3 23 100.0
Perdides ~ Sistema 128 ary
Total 132 100,0
CSCMth
Porcentaje Paorcentage
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSCMth1 33 25,0 10,0 100.0
Perdides  Sistema 29 5.0
Total 132 100,0
C5PM
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valide acumulado
Validos C5PM1 i 205 100,0 100.0
Perdides  Sistema 105 78,5
Total 132 10,0
CSPMth
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSPMthi 1 B 250 250
CSPMth2 3 2.3 75,0 100,00
Total 4 3.0 100,0
Perdides  Sistema 128 Br.o
Total 132 100.0

Grafico de barras
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1.2. Resultados.
1.2.3.item 3
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Frecuencias

[Conjunto de datosl] C:\Users\IJA\Desktop\Documente)\TESIS)\inversoshSituacifn 3-1.sav

Advertencia
Mo quedan casos validos para CSAMth. No se puede generar ningun grafico de
barras ni histograma.
Mo quedan casos validos para CSPMith. No se puede generar ningun grafico de
barras ni histograma.
Estadisticos
Fases CS5LM CSLMth CS5LW CSAM CSAMth CSCM
1] Validos 132 T 118 2 a7 [1] 120
Perdidos 0 125 13 124 75 132 12
Estadisticos
CSCMth C5PM CSPMth
] Validos 1 28 li]
Perdidos 131 103 132
Tabla de frecuencia
Fases
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valide acumulado
Validos Bercicio en blanco a 6.8 6.8 6.8
i 1 B B ]
1.0 3 23 23 8.8
2.0 1 B K| 10,6
30 85 G4.4 644 75.0
4.0 3 250 250 1000
Total 132 100.0 100.0
CS5LM
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos C5LM1 ] a8 714 T4
C5LMm2 1 A 143 B5.7
CSLM3 1 A 14.3 100.0
Teotal 7 53 100,0
Perdides  Sistema 125 84,7
Total 132 100.0
Pagina 1
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CSLMth
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSLMth 1 g B B
CSLMthS 2 1.5 1.7 25
CSLMthE 108 2.8 016 o4
CSLMthi y C5LMthS 3 15 17 05.8
CSLMth1 y CSLMtha 4 a0 34 on2
CSLMthZ y CSLMtha 1 a 8 100,0
Total 118 80,2 100.0
Perdides  Sistema 13 8.8
Total 132 100.0
CSLwW
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos C5LW1 3 23 arh T
CSLW2 3 23 ars 750
CSLW3 1 | 125 B7.5
CSLW4 1 g 125 100.0
Total B 6,1 100.0
Perdides  Sistema 124 938
Total 132 100.0
CSAM
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valide acumulado
Validos CSAM3 i3] 41,7 94,5 08,5
CoAM4 1 i 1.8 882
CSAMS 1 | 1.8 100.0
Total a7 432 100.0
Perdides  Sistema 75 56,8
Total 132 100.0
CSAMth
Frecuencia | Porcentaje
Perdides  Sistema 132 100.0
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CSCM
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos C5CM1 101 TB.5 B42 842
CSCM1 y CSCM2 15 1.4 12,5 86,7
CSCM1 y CSCM5 1 B B @75
CSCM1 y CSCME 1 B B 883
CHCM1, C5CM2
y CSCM4 2 1.5 1.7 1000
Total 120 B0.a 100.0
Perdidos  Sistema 12 2.1
Total 132 100.0
CSCMth
Porcentaje Paorcentage
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSCMth2 1 B 10:0,0 100.0
Perdidos — Sistema 13 o2
Taotal 132 100.0
CSPM
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos C5PM1 20 220 100.0 100.0
Perdidos  Sistema 103 78,0
Total 132 100,0
CSPMih
Frecuencia | Porcentaje
Perdides  Sistema 132 100.0
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1.2. Resultados.
1.2.4. item 4

GET

FILE="C:%\Userse\IJA\DesktophDocument s\ TESIS, inversoehSituacifn 4-1.8av".
DATRASET WAME Conjunto de datos? WINDOW-FRONT.
FREQUENCIES -7

VARIABLES-Fases CSLM CSLMth CSELW CSAM CEAMth CSCM CSOMEh

fORDER=- ANALYSIS .

Frecuencias

[Conjunto de datos2] C:\Usere\UJa\Desktop'\Documents\TESIS)\inversos\Situacifn 4-1.sav

Estadisticos
Fases CSLM CSLMth CSLW CSAM CSAMth
N Walidos 132 g 13 7 5B o
Perdidos 1] 123 118 125 T4 132
Estadisticos
CSCM CSCMth
M Validos 1 0
Perdidos 131 132

Tabla de frecuencia

Fases
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos Epercicio en blanco 15 114 114 1.4
.0 ] 45 45 158
1.0 3 23 23 18,2
2.0 1 B B 18,8
3.0 T8 58.1 50,1 TB8.0
4.0 0 220 2.0 1000
Total 132 100.0 100.0
CSLM
Porc j Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje walido acumulado
Validos C5LM1 ] 6,8 100.0 100.0
Perdides  Sistema 123 93,2
Total 132 100,0

Pagina 1
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CSLMth
FPorcentaje Porcentaje
Frecuencia Porcentaje walido acumulado
Validos CSLMthi 2 1.5 154 15.4
CSLMth2 2 1.5 154 30.8
CSLMth3 4 3.0 30.8 B1.5
CSLMthS 3 23 231 B4.6
CSLMth1 y CSLMthS 1 g 77 03
CSLMth2 y CSLMthi 1 g 77 100.0
Total 13 9.4 100.0
Perdidos  Sistema 118 80,2
Total 132 100.0
CSLW
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos C5LWH1 3 23 420 420
C5LW2 3 23 420 B5.T
C5LW3 1 g 143 100.0
Total 7 5,3 100.0
Perdidos  Sistema 125 04,7
Total 112 100.0
CS5AM
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSAM3 57 43,2 3.3 paa
aa 1 g 1.7 100.0
Total 58 43,8 100.0
Perdidos  Sistema T4 5,1
Total 112 100,0

CSAMth

Frecuencia | Porcentaje

Perdidos Sistema 132 100,0
CSCM
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSCM5 1 ¥ 100.0 100.0
Perdidos  Sistema A 9,2
Total 112 100,0
CSCMith
Frecuencia | Porcentaje
Perdidos  Sistema 132 100,0
FREQUENCIES
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VARIABLES-Fases CSLM CSIMth CSLW CSAM CsAaMth CSCM CsCMth CSPM CSEMth
JBRARCHART FREQ
JORDER=- ANALYSIS .

Frecuencias

[Conjunto de datos2] C:\Users\IJA\Desktop\Documente)\TESIS)\inversoshSituacifn 4-1.8av

Advertencia
Mo quedan casos validos para CSAMth. No se puede generar ningun grafico de
barras ni histograma.
Mo quedan casos validos para CSCMth. Mo se puede generar ningln grafico de
barras ni histograma.
Mo quedan casos validos para CSPMih. No se puede generar ningun grafico de
barmras mi histograma.
Estadisticos
Fases CSLM CSLMth CSLW CSAM CSAMth CSCM
1] Validos 132 g 13 7 5B a 1
Perdidos [1] 123 118 125 T4 132 131
Estadisticos
CSCMth C5PM CSPMth
1] Validos 4] | o
Perdidos 132 111 132

Tabla de frecuencia

Fases
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valide acumulado
Validos Bercicio en blanco 15 114 114 114
i i1 4.5 4.5 159
1.0 3 23 23 18,2
2.0 1 B B 189
30 T8 501 501 T80
4.0 et 220 220 100.0
Total 132 100.0 100.0
CSLM
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulsdo
Validos CS5LM1 | 6.8 100.0 100.0
Perdidos  Sistema 123 83z
Total 132 100.0
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CSLMth
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSLMth 2 1.5 154 15.4
CSLMth2 2 1.5 154 30.8
CSLMth3 4 a0 308 61.5
CSLMthS 3 23 231 B4.6
CSLMth1 y CSLMthS 1 8 77 oo
CSLMthZ y CSLMtha 1 a 77 1000
Toital 13 8.8 100.0
Perdides  Sistema 118 90,2
Total 132 100.0
CSLwW
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valide acumulado
Validos CSLW1 3 23 428 428
CSLW2 3 23 428 B5.T
CSLW3 1 g 14,3 100.0
Total T 8.3 100.0
Perdides  Sistema 125 84,7
Total 132 100,0
CSAM
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos CSAM3 57 432 83,3 ba2
36 1 g 1.7 100.0
Total 58 438 100.0
Perdidos  Sistema T4 56,1
Total 132 100,0
CSAMth

Frecuencia | Porcentaje

Perdides Sistema 132 100.0
CSCM

Porcentaje Porcentaje

Frecuencia | Porcentaje valido acumulado

Validos CSCM5 1 | 100.0 100.0
Perdidos  Sistema 13 992
Total 132 100,0

CSCMth

Frecuencia | Porcentaje
Perdides Sistema 132 100,0
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CSPM
P Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos C5PM1 21 15,9 100.0 100.0
Perdidos  Sistema 111 B4.1
Total 132 100.0
CSPMih
Frecuencia | Porcentaje
Perdidos  Sistema 132 100.0
Grafico de barras
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2. Estudio empirico 2. (Seccion 6.3.)
2.1. Cuestionarios. Prueba escrita

Evaluacién continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION T1

NOMBRE: DNI:

1.- (5 puntos) En Z; se define la operacion interna
X*y= 2XYy
Demostrar si dicha operacién es conmutativa.

Evaluacién continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION T2

NOMBRE: DNI:

1.- (5 puntos) En Z; se define la operacion interna
X*y= 3Xy
Demostrar si dicha operacion es conmutativa

Evaluacion continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION T3

NOMBRE: DNI:

1.- (5 puntos) En Z5 se define la operacion interna
X*xy= 4Xy
Demostrar si dicha operacién es conmutativa
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Evaluacién continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION T4

NOMBRE: DNI:

1.- (5 puntos) En Z7 se define la operacion interna
X*y= 5Xy
Demostrar si dicha operacion es conmutativa

Prueba informatica
Evaluacion continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION P1

NOMBRE: DNI:

1.- (5 puntos) En Z,, , considerando el primo p=89, se define la operacion interna
X*y= 2XYy
Demostrar si dicha operacidn es conmutativa.

Evaluacion continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION P2

NOMBRE: DNI:

1.- (5 puntos) En Z, considerando el primo p=103, se define la operacion interna
X*y= 3Xy
Demostrar si dicha operacion es conmutativa

Evaluacion continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION P3

NOMBRE: DNI:

1.- (5 puntos) En Z,, considerando el primo p=101, se define la operacion interna
X*y= 5Xy

239



TESIS DOCTORAL
Carmen Ordofiez Cafiada

Demostrar si dicha operacién es conmutativa
Evaluacion continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION P4

NOMBRE: DNI:

1.- (5 puntos) En Z,, considerando el primo p=89, se define la operacion interna
X*y=4xy
Demostrar si dicha operacion es conmutativa

Evaluacién continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION P5

NOMBRE: DNI:

1.- (5 puntos) En Z,, considerando el primo p=101, se define la operacion interna
X*y= 2XYy
Demostrar si dicha operacién es conmutativa

Evaluacion continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION P6

NOMBRE: DNI:

1.- (5 puntos) En Z, considerando el primo p=97, se define la operacion interna
X*y= 3Xy
Demostrar si dicha operacién es conmutativa

Evaluacion continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION P7

NOMBRE: DNI:

1.-(5 puntos) En Z,, considerando el primo p=101, se define la operacion interna
X*y= 4Xy
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Demostrar si dicha operacién es conmutativa

Evaluacion continua de ALGEBRA
Capitulo 2. GRUPOS.
GRADO EN INGENIERIA INFORMATICA.
Curso 2015-16. OPCION P8

NOMBRE: DNI:

1.- (5 puntos) En Z,, considerando el primo p=97, se define la operacion interna
X*y= 2XYy
Demostrar si dicha operacién es conmutativa
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2. Estudio empirico 2.

2.1. Resultados. Prueba escrita

Frecuencias

[Conjunto_de datosl] C:\Users\UJA\Desktoph\Situacifm 1,1.

Carmen . gav

Estadisticos
Procedimi | Argumnet
Situzcion Lenguaje Concepto | Propiedades enrtos aciones
1] Validos a1 58 58 58 58 58
Perdidos 0 3 3 3 3 3
Tabla de frecuencia
Situacion
Ponc Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos Blanco 3 449 48 4.8
Bien intreducida 54 83,5 B35 o34
Mal introducida 4 6.8 6.6 100.0
Total &1 100,0 100.0
Lenguaje
Porcentaje Paorcentage
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos NUMEnco 1 1.6 1.7 1.7
Tabular el 43 5 443 46,8
Abstracte 20 426 443 914
12 1 1.8 1.7 831
<} 1 1.6 1.7 948
32 3 49 52 100.0
Total 53 25,1 10600
Perdidos  Sistema 3 49
Total a1 1000
Concepto
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos Bien los concpetos s 50,0 iz | 2.1
Clase de restos 4 6.6 %] 8,0
Zp 1 16 1.7 0.7
Operacion 5] B8 10,3 81,0
Definicion de grupo a k] 10,3 914
12 1 1.6 1.7 83,1
20 1 1.6 1.7 94,3
23 1 1.6 1.7 96,8
34 1 1.6 1.7 98,3
124 1 1.6 1.7 100.0
Total 58 85,1 100,10
Perdides  Sistema 3 40
Total 81 1000
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Propiedades
P i Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos Teodo bien 41 87.2 T0.7 707
Intema 1 1.8 1.7 724
Confunde con asociativa 1 1.8 1.7 41
Incoherencia 1 1.8 1.7 768
5 1 1.8 1.7 e
Falta para todo B 131 13.8 04
confunde para todo con
josiimit 3 49 5.2 06,6
13 2 33 34 100.0
Total 58 95,1 100.0
Perdidos ~ Sistema 3 4.9
Total &1 100.,0
Procedimienrtos
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos Takla 21 344 36.2 36,2
Numérico ] a8 10.3 46,8
abstracto T 443 46.6 831
12 1 1.6 1.7 4.8
3 3 40 52 100,0
Total 58 B5.1 100.0
Perdidos ~ Sistema 3 48
Total &1 100.0
Argumnetaciones
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje walido acumulado
Validos n argumenta 8 13.1 138 13.8
Tabla, no conmutativo 2 3.3 34 172
Tabla simetrica 1 1B.0 16,0 35,2
12 1 16 1.7 e
Numérica 1 1.6 1.7 w7
Un gjemplo 7 1.5 121 51,7
Deductva no conmutativa 3 4.8 52 i R
Producto conmuta | M4 362 @31
33 1 16 1.7 848
1121 1 1.6 1.7 25,6
1 2 33 34 100.0
Total 58 B5.1 100,0
Perdidos ~ Sistema 3 4.8
Total 61 100,0

Grafico de barras
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2.2.2. Prueba informatica. Grupos 1y 2

Frecuencias

[Conjunto de datosel] C:\Ueers\IJA\Desktop'commtativa‘\Situacifn 1,lpractlcas.carmen.sav

Advertencia
Mo quadan casos validos para Propiedades. No se puede generar ningun grafico de
barras ni histograma.
Estadisticos
Procedimi | Argument
Situzcion Lenguaje Concepto | Propiedades enrtos aciones
] Validos ] 1 T2 0 T4 T4
Perdidos 0 65 4 78 2 2
Tabla de frecuencia
Situacion
Forcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos Blanco 3 3.8 e 38
Bien introducida a7 75,0 75.0 TBR
Mal conjunto 1 1.3 1.3 BO.3
Mal operacion 14 18.4 18.4 BB T
M2 1 1.3 1.3 100.0
Total 76 100.0 100.0
Lenguaje
Porcentaje Paorcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos smntaxis 3 8 w3 ara
nombrar variables 8 10.5 27 100.0
Total 11 14,5 100.0
Perdidos  Sistema a5 855
Total T8 100,0
Concepto
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentsje valido acumulado
Validos Mo ko introduce 1 1.3 14 14
Bien 87 882 3.1 944
Mal 1 1.3 1.4 958
Gr. abeliano 3 38 42 100,0
Total 72 4.7 10,0
Perdides  Sistema 4 53
Total 78 100.0
Propiedades
Frecuencia | Porcentaje
Perdidos  Sistema 76 100.0
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Procedimienrios

Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos no carga [] 78 81 81
Carga - false 2 26 27 10,8
Gr Abeliano 3 3p 4.1 14.9
Tabla simétrica 2 26 27 17.8
Carga- true bien 3 51,2 527 70,3
Carga - true mal 13 171 178 ar.a
23 1 1.3 14 ga.2
a0 2 28 27 21,9
an 1 12 14 932
411 i3 6.8 6,8 100,0
Total T4 a7 4 100,0
Perdidos ~ Sistema 2 28
Total ] 100,0
Argumentaciones
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje walido acurmulado
Validos no argumenta 12 15.8 16.2 16,2
Bien 5B 783 TE4 4.8
Mal gr abeliano 2 26 27 873
Mal ciros 2 28 27 100,0
Total 74 |74 100.0
Perdidos ~ Sistema 2 26
Total T8 100.0

Grafico de barras
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2.2.2. Prueba informatica. Grupos 3 y 4

Frecuencias
Advertencia
Mo quedan casos vabidos para Propiedades. No se puede generar ningun grafico de
barras ni histograma.
Estadisticos
Procedimi | Argument
Situzcion Lenguaje Concepto | Propiedades enrtos aciones
W Validos a7 7 5] i 56 14
Perdidos 0 &0 1 a7 11 53
Tabla de frecuencia
Situacion
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje walido acumulado
Validos Blanco 11 18.4 6.4 16.4
Bien intreducida 18 28.4 23.4 4.8
2 1 1.5 1.5 462
Bien una operacion B 1.9 11.8 58.2
Op. distinta ejer. B 11,8 11,8 T0.1
Op. disinta de op. 1 1.5 1.5 716
Mal enterc 10 14,8 148 B6.6
No introcuce op. 1 1.5 1.5 BB.1
223 B 11,8 1.8 100.0
Total &7 100.0 100.0
Lenguaje
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos Eermor sintaxs [ 8,0 85T 85,7
nambre de variables 1 1.5 143 100.0
Total T 10,4 100.0
Perdides  Sistema a0 806
Total 87 100,0
Concepto
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos Bien 43 64,2 76,8 76,8
Mal 12 17.8 214 982
Mo ko introduce 1 1.5 1.8 100,0
Total 58 836 10,0
Perdides  Sistema 11 16.4
Total 87 100.0

246



ANEXOS |

Propiedades
Frecuencia | Porcentaje
Perdidos  Sistema a7 100,0
Procedimienrtos
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valide acumulado
Validos nada 10 14,8 17.8 178
Mo carga L] 3.0 10,7 28,5
Carga y emores 3 45 54 338
Mo carga funciones
previas 2 30 3.6 ars
Carga true bien B 134 16.1 53,6
Carga true mal 2 328 303 829
41244 4 8.0 71 1000
Total 56 B3.6 1000
Perdidos  Sistema 1 16.4
Total &7 1000
Argumentaciones
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje wvalido acumulado
Validos G, abeliano 14 208 100.0 100.0
Perdidos Sistema g3 73,1
Total &7 100.0

Grafico de barras
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